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PRAEFATIO.

A.mplitudo fcientiarum ftatico - mechanicarum eft unum e
praecipuis impedimentis, quae in illarum ftndio progredi cu-
pientibus iter jam retardant ac remorantur, jam penitus inter-
cludant. Tot enim iuventis ftint hae fcientiae hactenus am-
plificatae, totque novis progreflibus et accefilonibus illae
indies adaugentur et promoventur, ut, qui vel primos ordines
in iis ducere fllji propofuerit, in latiflime patentem cam-
pum debeat excurrere; tot opera diverfa et diaria confulere,
ut raro unus iit futurus, qui illa conquirere poffit et pervol-
vere. In hac porro inventorum ubertate multa occurrunt
peculiari ftudio exquirenda; multa ad criticae normam expen-
denda, et recto acutoque examine diiudicanda, quo minus

utilia ab utilibus, falfa a veris, et incerta a certis probe dif-

cernantur.

az2 Indu-
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Indubium eft, partem puram fcientiarum ftntico - mecha-
nicarum ad tantum perfectionis gradum jam effe perductam,
ut fere nihil fit, quod expectari pofiit aut debeat: feu enim
aequilibrii, feu motus principia confideres, ad tantam funt ea
univerfalitatem promota, ut nihil amplius defiderandum videa-
tur. Interea certum\ eft, pleraque principia a multis harum
fcientiarum doctoribus aut ex alienis et minus genuinis prin-
cipiis effe derivata, aut methodo inconvenienti expofita: apud
omnes vero invenies univerfam motus theoriam indeterminatis
et vacillantibus infinite parvorum notionibus principiisque fu-

perftructam, confequenter evidentia illa et certitudine deftitu-

tam, qua difquifitiones mathematicae fe tantopere folent
commendare. :

Quodfi autem partem alJplicfttam Cci”ntiarum ftatico - me-
chanicarum feorfim attentius expendamus, in qua generalia
principia aequilibrii et motus in parte pura ftabilita ad vires in
natura re ipfa exiftentes applicantur; imperfectio ejus omnem
expectationem fuperabit, nifi nos ad difficultates fere infupera-
biles continuo reflectamus, quae in excolenda hac parte fe
perpetuo offerunt. Tot fane tantisque tenebris veritas involuta
hic delitefcit, tam abdita, et ab oculis noftris tam longe re-
mota, ut, fi vel adproximare ad illam cupias, multo pluribus
nobilioribusque obfervationibus et experientiis te opus habere

facillime fentias, quam ad hunc ufque diem facere capereque

licuit., Atque hinc factum eft, quod pleraeque adplicationes

hypothe-



PRAEFATIO. y

lirpotliefibus pliyficis lint fuperftructae, quae jam nulli genui-
no, jam» admodum levi fundamento innituntur, jam etiam
inter fe plurimum diffentiunt, et faepenumero cum veritatibus
et principiis extra omne dubium politis evidenter videntur
pugnare.

Haec funt, quae me ad elaborationem hujus operis exci-
tarunt, in quo quaecunque hactenus in univerlis fcientiis
ftatico- mechanicis praeclare acta funt, ita exponere confutui,
ut inde plurimum et utilitatis tyrones, primam, ut ajunt, ha-
rum fcientiarum ftudio manum admoventes, et commodi
Doctores, iucrique ipfae fcientiae queant capere, unde fe-
quens totius operis ratio et oeconomia fponte fe obtulit.

1. Praemitto in hoc primo opufculorum volumine ele-
menta calculi differendo-integralis, et geometriae fublimioris,
in quorum expolitione ita verfor, ut cuncta ex evidentiflimis
analyfeos finitorum notionibus et principiis elementaribus de-
ducam, notionibusque infinite parvorum, quorum jufti ofores
funt recentiflimi geometrae, perfectiflime excluiis, omnia ad
genuina principia methodi exhauftionis veterum revocem, qua
de re uberius in introductione differo.

2. His jam elementis fuperftruam omnes difquifitiones
ftatico - mechanicas, quas fequentia volumina complectentur.
Dabo operam, ut, inchoando a primis ftaticae et mechanicae
principiis, quaecunque ufu aliquo et utilitate fe commendare
vifa fuerint, in diverfis diJJertationibus criticisque commenta-

a3 tionibus
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tionibus folide aeque ac facciiicte exponantur ilhiftrenturque.

Et ideo, ubicunque per naturam objecti licuerit, conabor or-

dinem notionum propofitionumque fcientificum, et rigorem

in condendis demonftrationibus geometricum fervare. In or-

dinandis vero differLationibus ad id folum attendam, ne ulla

innitatur principiis, quae nondum fint expofita et evicta. Non

enim aedificium hic ad omnes leges architecturae exactum

ftruere, fed materiam duntaxat conquirere mihi propofui, qua-
lem amplitudo et dignitas ejusmodi aedificii poftulat: nihil
ergo refert, quo ordine fmgulae ejus partes expendantur, modo

materia pro fingulis, quoad licuerit, folida determinetur.

5.

Eapropter adplicatam ftatico-mechanicarum fcientiarum

partem, et in fpecie doctrinam de aequilibrio virium in ma-

chinis machinarumque motu peculiariiei' difeuiiam. Syiiemata

hypothelibus phylicis fuperitructa, ne fine neceffitate fim in-

finitus, breviter recenfebo; tum fmgula tali examini fubiiciam,

quod ad explorandam veritatem fulTiciat. Quamobrem non

illa folum, quae hactenus fant inftituta, experimenta confu-

lam, fed alia quoque copiofa et exquifita in fubfidium vo-

cabo, quorum pleraque in machinis jam exftructis
conftitui.

capere

4. In fecundo itaque volumine, quo ad omnis generis

difquilidones tyrones praepa,rem, agam de generalibus corpo-

rum viriumque in illa agentium proprietatibus; virium aequi-

librio, earumque compofitione et refolutione; centro aequilibrii

* in
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in genere, et centro gravitatis ejusque inveftigatione in fpecie;
motu punctorum aequabili et inaequabili; motu mafiarum pro-
greftivo pendente a datis viribus; lapfu corporum gravium per
plana inclinata, et lineas curvas; denique de momento iner-
tiae, motuque maflarum circa axes fixos, et motu oscillato-
rio pendulorum. In tertio autem volumine evolvam, ob ean-
dem caufam, principia generalia tam aequilibrii, quam motus
in machinis fimplicibus et compolitis, ita ut hinc ad aequili-
brium et motum pro determinatis viribus facillimum fit tranfi-
re, feliciffimoque fuccefiu principia utriusque conftabilire,
modo leges virium in natura exiftentium, quas eae fibi nullis
calculis praefcribi patiuntur, ex obferyationibus et experimen-

tis colligere liceat.

Tuiun jam erit Lector benevole judicare, utrum haec
aliquid, an nihil meriti habeant. Si nihil inter ea novi, quod
meum fit, inveneris; fpero tamen fore, ut obferves, me alio-
rum meditationes haud temere congeffifie, fed plerasque ita

excoxifie, ut meae effe videantur.

Dabam Lipfiae iyma. 7bris. An. 1799.

T'olumen 1. i« INDE X
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IN CALCULUM DIFFERENTIO - INTEGRALEM.

I"hcorema elementare, cujus demonftratlonem in (129. §.) dedi, eft
unum e praecipuis principiis generalibus methodi exhaujlionis veterum
geometrarum. Demonftratio aequalitatis duorum quantorum illi princi-
pio rite fuperftructa tantam parit evidentiam et certitudinem, tantamque
habet vim in intelleftu de veritate convincendo, ut ea major defiderari
non pofilt. Qui aliter fentiunt, non fatis mihi videntur naturam ejusmodi
demonftrationum expendilTe. Inter hos Michelfenus eft, qui negat,
methodum exhauftionis veterum per fe ad veritates maximo, qui polfit
defiderari, rigore evincendas fufficere (a): ad non eft, cur in confutanda
ejus opinionis levitate diutius imtnorer; unico exemplo utar, quo clarius
tyrones naturam demonftratiouum hujus generis perfpiciant. Sit nimirum
demonftranda aequalitas inter aream circuli et produdtum ex ejus femi-
peripheria in radium.

A) Radius circuli fit r et it ejas peripheria, X autem 2rea. Si p de-
notet perimetrum cujuscunque po’'ygoni regularis circulo infcripti, et P
perimetrum polygoni fimilis eidem circulo circutnfcripti; erit evidenter
tam *> p et w< P, quam X > £pr et X <i Pr.

B) Sint D= P— r et dr=rr — p differentiae inter peripheriam cir-

culi et perimetros polygonorum in (A); erit P= D-f-7r, et pr=7r— d:

igitur in (A) erit etiam X, — - J-— et X-<j— — 3

b 2 C) Cla-

Beytrage zw Bef«rderung des Studiums der Mathematik. Jtes Stiick. S. i«?3,194,
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C) Clarum porro efl, reftas aequales ‘differentiis D, d ia (B) eo

minores fieri, quo propius polygona in (A) accedunt ad circulum, neque

difficulter demonftratur, pro quavis cogitabili lineola recta z talia poly-

gona in (A) effe poffibilia, pro quibus quaevis rettarum D, d minor fit

lineola z, confequenter etiam — — < & < j —
2 2 2
D) Porro nulla eft cogitabilis tam parva fuperficies e, pro qua et

quovis dato radio r non fit poflibilis ejusmodi fineola refta z, quae det

£rzl<e. Cum enim abfurdum fit de fuperficie e cogitare,
tria punfta exiftant, quae nec in una recta jaceant, neque
ftum confluant;

quin in hac
in unum pun-
evidenter patec, pro quavis quanfcurrilibet parva fuperficie
e pollibiie effe triangulum, puta altitudinis a et bafeos b, quod minus fit

fuperficie e, nimirum \ ab< e. Quantumcunque porro parvae fint lineo-

lae b, a, cum illas cum punftis confundere non liceat; neceffe eft,
pro dato quovis radio r poliibilis fit quarta proportionalis z ad
quo fiat r:b~=a:z, hinc rz = ba, et -"rzrrriba;

ut
r, b, a,

proinde etiam
i rz < e

E) Quare evidens 4eft, femper effe poffibilem lineolam

re&am z,
pro qua dimidium i rz reftangun rz

minus fit quavis utcunque parva
fuperficie e per (D): igitur erunt poffibiles rettae D, d, pro quibus fit
tam dimidium ’\9 r re&anguli Dr, quam dimidium -|dr reftanguli dr

minus quavis cogitabili fuperficie e per (C), quod eft; impofiibile, quin
fit ob (B) per (129. 8.),
2. Hoc modo procedes, quotiescunque principium in (129. §.) de-

monftratum ad evincendam aequalitatem duorum quantorum) Z, X applicare
volueris. Quaere ante omnia, an non dentur duo quanta variabilia U, V,
pro quibus femper fit Z >X — U et Z< X-fV vel Z< X—V,
cunque valores quanta U, V obtineant:
quanta ejus naturae fint,

quos-
tum difquire frdulo, utrum haec
ut quodvis illorum quolibet quanto utcunque
parvo minus poffit fieri. Si enim haec evi&a fuerint, conft«ib:t eo ipfo,
quanta Z, X inter fe debere aequari, ita ut abfurdum fit differentiam ali-

.quam inter illa ftatuere, utcunque parva ea effe dicatur, determinabilis,

vel indeterminabilis (i29.8.)> qua'em Michetfenus in praecedente exem-
plo a circulo petito fibi imaginatur.- Videamus jam, quanta fit hujus
methodi vis in promovenda methodo inventionis, fi illa ad differentias

fuuCtio-
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funflionum rite applicetur, quae difquifitio eo plus utilitatis habere cen»
fenda eft, quo evidentius inde et genuinum obje&um calculi differentio-
integralis, et fufficientia methodi exhauftionis veterum ad conftabilienda

hujus calculi principia poteft colligi.

3. Plerique analyftae, duce Le ibnizio calculi differentialis inven-
tore, univerfum hunc calculum circa infinite parvas differentias quantita-
tum variabilium et fun&ionum verfari arbitrantur, cujus fyftematis prin-

cipia palmaria ad fequentia capita pofTunt revocari.

A) Si a denotet quamcunque quantitatem finitam, qua et major et mi-
a
nor fitaffignabilis; et m fit numerus integerquiscunque; erit — X

pars mta quantitatis a, eaque eo minor, quo major fuerit numerus m.
Data jam utcunque parva quantitate e poflibilis erit numerus integer m,

pro quo valor fra&ionis xs=— , confequenter etiam quaevis fra&ionum

a a a . . . .
etc. Hat minor quantitate e: fi ergo cogitetur nume-

m m’' nr
rus in indefinenter crefcere, licebit hac via ad numerum infinite magnum
m— 00, nimirum omni dabili majorem, et quantitates infinite parvas

—_—— — — —, etc., feu omni dabili minores, mente ad-

0° oC 00 CO
proximare, inter quas idcirco et'finitas quantitates ejusmodi intercedet

relatio, ut quaelibet quantitas infinite parva----- - tam refpe&u quantita-
tis cujuscunque. finitae, quam refpeftu infinitae parvae inferioris ordinis

g e perfe&e —debeat evanefcere.

ognN— T
B) Quamobrem licebit etiam datam quamcunque quantitatem varia-

X
bilem x incremento infinite parvo fo o) augere, quo quaevis ejus fun&io y

certa quantitate mutetur, nimirum crefcat vel decrefcat: quantitatem
hanc vocant Differentiale funffionis y, et incrementum variabilis x
Differentiale variabilis x, illudque defignant figno dy, et iftud fignodx.
Calculus differentialis complectitur methodum inveniendi differentialia fun-
ftionum, et Calculus intcgralis methodum inveftigandi functiones, qua-
rum data fint differentialia.

C) Facillimam vero eft in hoc fyftemate differentialia Quarumvis

funftionum inveftigare. Cogitetur enim variabilis x augeri incremento
b 3 infinite



XJi introductio.

X
infinite parvo dx — Kool et a valore, y* quem fun&io y induat, varia-

bili x in x+ dx abeunte, fubtrahatur ipfa funftio y; refiduum yl—y
dabit differentiale dy functionis y per (B), quod fiinpliciflime exprimes,
(i, perafta reduftione refidui yl— y, fummis formae x -} /3dx -{- yd xft
+ <ydx34-etc. guantitates finitas a, et fummis formae /3d X-j- ydx2-}-£dx*
4—etc. quantitates infinite parvas 6dx fubftituas, ob (B et A).

E. gr. Si petas differentiale dy fun&ionis y — ax3; erit
y1=r a(x+ dx)3= ax3-f 3axadx+ 3axdx2+ adx’ :
igitur y1— y:=3ax2dx-f-3axdx2-J-adx],
feu dy = 3ax2dx

X .
Pra Xz == r- autem erit
i X,

X+ dx X

— r N =y '-y = dr-

o , (I-f-x2) d x-f xdx1
igitur vy N — x4)5— 2x(i— x2)dx— (i— x2)dx*

= - N - N
fen dv <1i---X*)*
4. Nihil hoc calculo (implicitis poterat excogitari, feu inventionem

differentialium datarum fun&ionum, feu illarum, quae incognitis fun-
ctionibus competant, inveftigationem confideres: verum fundamenta ejus
acerrimo inter ipfos illorum patronos bello occafionem praebuere, ad
quod generatim inter analyftas excitandum fovendumque notiones infi-
nite parvorum aptiffimae effe videntur. Sunt, qui duce Eulerp omnes
guantitates infinite parvas nihilo aequari judicant, ita tamen, ut eo non
obftante diverfae rariones geometricae inter ipfas poliint intercedere.
Aliis contra abfurdus effe videtur nihilorum calculus, abfurdumque, ut
una duarum quantitatum infinite parvarum, inter quas, utpote aequales
nihilo, nulla intercedat magnitudinis differentia, ntupla pollit effe airerius.
Quamobrem propugnant ii, omnem quantitatem infinite parvam effe quan-
tum fui generis, omni quidem dabili minus, non tamen aequale nihilo:
nec metuunt, ne ob negle&um infinite parvorum refpeftu finitorum in-
finiteque parvorum inferioris ordinis (3) calculus erroneus reddatur; error

enim, inquiunt, qui hic committi videtur, eft infinite parvus, confe.

quenter
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quenter omni dabili minor, et ideo nullus. Aft, ne nimiopere a fcopo
hujus introductionis abducamur, alTumamus explorandam vim methodi
exhauftionis veterum in ufu differentiarum finitarum, quo evidentius
pateat, utrum et qua ratione calculi differendo - integralis principia ad
genuina methodi exhauftionis veterum principia poffint revocari, quod
unico exemplo illuftraffe fufficiet.

5- Pro quibuslibet duobus quantis P, Q dabitur numerus integer tn,

quo fumtna P — } Q — - fiat minor quavis utcunque parva quantitate e.

Semper enim erit tertium quantam Z poflibile, quod majus fit quo-

libet quanto P, Q feorfim fumto; erunt ergo quanta Z, P, Q fic com-

parata, ut pro illis fit Z2 — f-Z — P-i_ [FO *
m ma m mz
Cum vero fit Z— > Z -L-, adeoque Z— -fZ ~ > Z—+ 27 —"
m m2 m m m ma
erit eo ipfo etiam zz~ > P — + Q
m m2

Quantumcunqufc porro magnum fit quantum 2Z, et utcunque par-

vum e, poffibilis erit numerus integer rn, pro quo fit2Z-— ~ e: pro

eodem numero erit ergo a fortiori e*> P -~ 4-0-
m m2

6. Data aequatione y2= A x+ B xs ad cuwam BPC (ig. Fig.) inter Flgl8
ejus coordinatas orthogonas y — P a,x~ B a, cujus revolutione circa axem
B E generetur corpus rotundum CBD; invenire foliditcitewi fegmenti BPP
plano PmpnP ad axem' BE perpendiculari abfcijji.

Solutio. I. Soliditas quaefita fit S*rrBPnpmP, quae variabili x— Ba
crefcente quacunque differentia A x”~ab crefcet differentia AS:=
Pmpncserc: erit AS major cylindro bafeos Pmpn et altitudinis ab~Ax,
et fimul minor cylindro bafeos resc et altitudinis ab= Ax: cum igitur,pro
ratione radii ad femiperipheriam — 1:tt* fit T.Pa2.Ax foliditas cylindri
prioris, et ir.rb2.Ax foliditas pofterioris; debebit effe femper

AS> T,Paz.Axj et AS <7r.rba.Ax.
1. Sed
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Il. Sed per hypothefim debent ordinatarum Pa, rb abfciflls xt=Ba?
X+ Ax=Bb refpondentium quadrata efle Pa2:=:Axj+ Bx2 rba= A (x
m AX) + B(x-f-Ax)2; igitur erit femper etiam
AS>t(AXx + Bx2 Ax;
et AS (Ax + A ) 4-Bxd-Ax)2) A x.

Il1. Si porro haec omni cafu debent fubfiftere, quemcunque valorem
habeat differentia A x — ab; neceffe efl:;, ut eadem locum habeant, fi, va-
riabili x= Ba in numero m partes aequales mente divifa, differentia
Ax=:ab uni mtae parti ejusdem variabilis aequetur, adeoque ponatur

Axr= ke
m

IV. Quodfi autem Ba in numero m, et Bb in m +i partes aequa-
les mente dividatur, quarum quaevis fit s=Ax, et per fingula puncta
divifionis cogitentur duci ft&iones ad axem perpendiculares, utPmpnP,
rescr per pun&a a,b; dividetur eo ipfo S:=BPnpmP in numero m
partes, et Brcserr~S-f AS ui partes «xumero m + |, quae fic debebunt
effe comparatae, ut, fi in AS terminos ieriei Ax.o0,A x.i ,A x.2,----

Ax(m — i) loco x fucceffive fubftituas, numero m partes fegmenti
S=BPnpmP ordine fis obtenturus.

V. Hinc ergo (1V) et ex (Il) evidenter elucet, foliditatem S pro
quovis poflibili numero integro m in (I11) majorem effe fumma omnium
valorum, quos funftio

X (AXx-}+Bx2) A x
fucceffive induet, fi in illa termini feriei Ax.o, AXx.i, AX.2,6 -
Ax(m— i) loco x fucceffive fubftituantur; et fimul minorem fumma om-
nium valorum, quos in eadem bypothefi fuuftio

t <A(x+ Ax)+B(x-j-Ax)2AX

debebit obtinere. Quare habebimus

s>?2r( A(i+ 2+ 3-t-—-—--- + (th— t)) AxH
(+B (i*+ 2t 3o b — 02 axo
( AQ + 2+ 3 oo i-m)Ax2)
CHB(1* + 22-F32+ +nryAx3

Et
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-
Et fumtis fetierum fummis fiet

St>»(1A (ml— m)Ax2+ £B'(2mJ— 3m2-f nOAX);

S <JtCi A(m24*m) Ax* HOEB (2 m34*3 m2+ m)Ax)J.
Cumque fit Axtz—m ; erit et’am

S Ax2 ¥tt —U;

et S<x?rAx* + }rB x3+ V;

Pro U= xs(A+ Bx) — 4N girB x1—m:
X — m ml
et V= iirx3(A+ Bx)— + i tBx!-'
( ) in — mr
VlI. Hinc, quia quodvis quantorum U, V in (V) poteft fieri minus

quolibet utcunque parvo quanto e per {5), neceffario fequitur effe
St=iir Axaz f~ B x 3 per (2).

7. Si utr.imque exprelTionem in (6. rt. IT.) per Ax dividamus, ob-

AS
tinebimus pro quotiente fequentes conditiones, pofita differentia

*

&XS:

A .
S >* ir(Ax + B x5;

n <Nir(Ax+.Bx*)-j-(A + 2 Bx)x — + Bx! 1
A X — m — m*

Ob primam conditionem debet neceffario extare certa differentia

AS
AX

-N= r(Ax + Bx»)+D:

igitur ob fecundam conditionem

m (Ax+B x2)t=D, pro qua fit

D~ (A+ 2BXx) xX—— + Bx2~r *
(— ) m — mil

Quamobrem, cumid femper debeat fubfiftere*utcunqueparva fit

X
pars mfa A x ~ ~ variabilis x,quamtumlibet idcirco magnus fit nu-

vttHmen 1. q merus
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merus integer m} cumque femper fit numerus m pofTibilis, pro qtio x

(A+ 2Bx)x-— |-B x24 - valorem minorem quovis utcunque parvo
m m* N g

valore e obtineat (5): evidens eft, differentiam D inter et ?r(Ax

+ B x 2) minorem quavis utcunque parva quantitate e poffe fieri, confe-
guenter funfrionem 7r(Ax.+Bx2) effe limitem omnium mutationum, quas

exponens rationis AS:Ax fucceffive poteft fubire, fi A x = ~ indefi-

nenter decrefcat, numero m perpetuo crefcente (68. 8§ Elem.).

8. Pari ratione, 5 opus effet, liceret ufum principiorum methodi
exhauftionis veterum ad omnes cafus extendere, ad quos fundamentalia cal-
culi diflerentio - integralis praecepta folent adplicari, quin fit neceffarium ad
notiones infinite parvorum refugere, quorum ne veftigium in ejusmodi dif-
quifitionibus reperies. Ex hoc autem unico exemplo evidenter colligimus,
pofllbile effe, ut principia calculi differentio - integralis eadem certitudine
et evidentia geometrica, quam in Archimedeis difquifitionibus admiramur,

conftabiliantur, fi obje&um hujus calculi ita determinetur,
tuo circa folos limites verfari debeat, ad quos exponentes rationum

Ay:Ax inter differentias Ay fun&ionum y et differentias Ax variabilium
abfolutarum x (4. 8. Elem.) intercedentium indefinenter adpropinquent,
differentiis Ax continuo decrefcentibus;

ut ille perpe-

tum ad evolutionem eorundem
limitum et proprietatum, quibus ii fint praediti,

veterum rite applicetur. Limites ejusmodi
rationi eonfentaneum, obje&um calculi

methodus exhauftionis
genuinum effe, idque unicum

differentialis, communis eft cele-
berrimorum Analyftarum fententia. Alii illam diferte profitentur, prin-
cipiaque calculi differentialis ex ipfis talium limitum notionibus derivant:
alii vero eam tacite ampleftuntur, inter quos perfpicaciifimus LaGran -
gius eminet. Negat enim Lg Gr cingius in fua theoria funftionum
analyticarum (a) , principia calculi differentialis
gque geometrica conftabiiiri, fi illa

tur; quocirca alicis methodo,

certitudine evidentia-
ipfis limitum notionibus fuperftruan-
independente ab his notionibus, funftio-

nes
(@ Thdorie desfoncLions analytiques,

contenanl les principes du enicui dijfe-
rentiel,

degngSs de toule conjideralion d'infmirnent petits ou d'dvanouijfans,
de limites ou de JluxioM, et riduits d

I'analjfc algebrique dc quantitb
*  finies.
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s diverforUm ordinum ‘'ex quavis fun&ione primitiva evolvere docet,

cuae nihil gun{: aliud, quam limites mutationum in exponentes —— —
z u X

Ay Ay 1

~A x2—* ~A xJ" * etc’ differentiam continuo decrefcentem redun-
dantium: eapropter ipfe La Grangius fuum calculum functionum eun-
dem cum calculo differentiali efle pronunciat, quod Ill. La Croix in fuis
inftitutionibus calculi differentio - integralifi (a) infigniter illuftravit, La
Grangianttm calculum ad evolutionem principiorum calculi differentia-
lis adplicans.

9. Verum veniam dabit Vir celeberrimus, fi ei in re tanti momenti
contradicam, notionesque genuinas limitum, de quibus hic fermo eft, ta-
les effe judicem, ;ut ex illis principia calculi differentialis omni rigore
certitudineque et evidentia, cujus difquifitiones analyticae capaces funt,
poflfint derivari, ita ut calculus hic, iisdem notionibus fuperftru&us, totu$
elementaribus principiis analyfeos finitorum innitatur. Quicunque enim
haftenus id praedare adnifi funt, in eo mihi peccalle videntur, quod a
definitionibus rationum differenfeialium immediate ad illarum inveltigatio-
nem tranfiverint, et faepenumero in hac inveftigatione notionibus fint ufi,
quae cum rigore, quo principia calculi differentialis erant contiabilienda,
nuito pafto poliunt conciliari. Clarijjimum L'Hutlierum inter recen-
tiores excipio, qui ante omnia generales limitum pro quantis rationibus-
que variabilibus proprietates evolvere eft conatus, quo fundamenta folida
conftabiliret, quibus invelligatio rationum differentialium poflet inniti (b).
Aft utrum haec aliquid et quantum ponderis habeant, ex fequenti com-
pientatiuncula elucebit, quae et ipfam methodum, qua in conftabiliendis
principiis calculi differendo -integralis utor, et ejus vim in evincendis ve-
ritatibus illuftrabit.

c 3 10. Bina
(@) Traiic da Calcul differentia/ et integra/.

(b) Expofilion tlenxenlaire des principes de calculsfiipericurs, qui a rcmportA
le prix p/opofs par I/Academie Royale de Sciences et Belles-Lcttrcs pour
ji/Annee ** Berliu.

Principiorum calculi differentialis et integralis expnfitio dementaris ad
normam differ Ultionis ab academia Scierit. Rcg. PrnlJica anno 1786. praemii
honore decoratae elaborata, Tubingao,
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io. Bina extant principia maximi momenti in univerfa funftionutn

theoria, de quorum folida demonftratione parum baftenus erant Analyftae
folliciti: primum eft, quod omnis fun&io variabilis z certae feriei formae
generalis A za-f Bzb+ C zc-{-etc. aequetur: alterum vero, quod diffe-
rentia Ay cujuslibet fun&ionis y variabilis z alicui feriei formae aA |l
-fBA zl4*yA z3+ etc. debeat effe aequalis. Neutrum principium eft per
fe evidens: utrumque ego ideo in mea analyfi (a) demonftrare adnifus fum»
quo inftitutiones calculi differentio-integralis firmis fundamentis pollent
fuperftrui. Neglexit hoc U Huilier us, quamvis is utroque principio ad
«vincendum theorema Taylorianum ufus fit, quod eo minus po/Tum ad-
probare, quo amplior eft apud illum ufus hujus theorematis (b).
La Grangius contra, ne a nondum evifto principio fuam fun&ionum
theoriam ordiatur, demonftrare conatur, pro quavis funftione fx variabi-
lis x, fi f(x-f-i) denotet valorem, quem illa obtineat, variabili x in x + i
abeunte, effe f/™x-t-1i) fx-f-pi-f-qt2 ri5-4-etc., ita ut in hac ferie folae
potentiae exponentium integrorum et pofitivorum incrementi i pofiint
contineri (c): aft multa mihi in hac demonftratione difplicent.

i°. Tota demonftratio aequ:vtionuni theoriae innititur, quae ob expo*
nentes potentiarum i, i2, P, etc. in infinitum crefi-entes nequit hic eam
evidentiam et certitudinem parere, qua fundamentale totius calculi fun-
ctionum principium erat demonftrandum.

2°. Porro eft tota demonftratio tantum ad impoffibilitatem potentia-
in

rum fraftarum i n evincendam concinnata, quin inde ulla ratione pof-
fit elucere, utrum feries exprimens fundtionem f(x-fO terminum ali-
quem pi primam potentiam incrementi i complectentem neceffario

debeat habere, cum tamen» nifi ejusmodi terminus adfit, univerfus calcu-
lus vacillet.

3°. Ponamus demum, La Grangiutn folidiffime eviciffe non poffe

fieri, ut f(x-H) aequetur alicui feriei formae fx + pia4-qib-fric-f*etc.,

in

(a) Unterricht in der mathematifehen Annlylis. ater Band, aufs Jahr 1791 ; und Bej-
lage auFs Jahr 1798.

(b) Principiorum Cale. Diff. ct Integr. Expcjitio etc. Ja. 33 B
(c) ‘'lhiorie de*fonciion* analytique* etc. 10.
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In'qua exponentes fra&i occurrant: eftne ideo evi&um, fun&ionem f(x+i)
aequari feriei fx-f-pi -f-qia-4-ri3-f-etc.? minime: nihil enim aliud inde
fequitur, quam quod nullus exponentium a, b, c, etc. poffit effe fraftus,
Ji funffio f(x-{-i) certae feriei formae fx-J-pia-{-qic4*ric-|-etc. aequetur ;
utrum autem re ipfa extet ejusmodi feries, nullibi demonftratum invenio.

. Eapropter, ut tyrones a primis vulgaris algebrae elementis ad
adaequatam diftinttiffimamque cognitionem principiorum calculi difteren-
tio-integralis via breviflima ducerem, expofui in primo elementorum
hujus calculi capite palmares fun&ionum proprietates, explicationemque
fun&ionum algebraicarum, logarithmicarum, exponentialium et trigono-
metricarum per feries methodo fimplicifiima docui; tum, qua ratione prin-
cipiorum, de quibus in (10J erat fermo, veritas poteft evinci, in (6j-66. 8.)
oftendi. Quod in fpecie ad theorema binomiale attinet, habes illud pro
quolibet exponente rationali et irrationali m in (5i.§.) methodo inventionis
demonftratum, ita ut adverfus hujus fimpliciffimae demonftrationis rigorem
nihil polftt obiici. Cardo enim totius demonftrationis in (n. 3.) confiftit,
ubi generatim fuppofui, arithmeticam univerfalem ita efle excultam, ut
inde facile eluceat, cur pro omni exponente m, et quibuslibet quantis

um u "N™
0, v, debeat effe m ~ ; qu* de hujus principii veritate du-
bitat, neque concipere poteft, quo modo id demonftrare liceat; praecipua

quaeque principia arithmeticae univerfalis, ut e. gr. amb'’n= (ab)m; aman
c=am+nLogrmc=:mlogr; log-j-=logr— Jogs; et fimilia in dubium

vocet oportet, quae utique nequeunt fubfiftere pro omnibus exponentibus,

u
gnin fit e. gr. log -~7-= log um— log vm= m logu — mlogv”™m
log == * a@e°que neceflario ---- —
12. Hinc jam ad ipfam expolitionem principiorum calculi differentia*
lis in fecundo capite progredior. Ante omnia expono adoptatas et me.

thodo exhauftionis veterum confentaneas definitiones limitum pro quantis
et rationibus variabilibus (68. 69. §.}, ex quibus evidentiflime principia
generalia fequuntur, quae ufque ad (7$. §.) evolvo. Tum, praemiffa de-
finitione rationis differentialis (7g. §.), aflumtoque pro ejus exponente
ligno fimplicillimo, totus in eo occupor, utillas rationum differentialium

proprietates generales paucis explicem et evincam, quibus univerfus
c 3 diffe-
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differentio.ititegralis calculus innitifur (8§ 0 ----—--- 102. 8)@® ex his demuta
proprietatibus praecepta univerfi calculi differentialis per fe indidem evi-
dentiiiime fluentia elicio (103 - - - 159. g.). Peculiarem vero operam,

adhibui, ut utiiverfalem eamque planiflimam methodum quaerendi expo-
nentes rationum diflerentialium functionibus incognitis debitarum doce-
rem, illamque ad ejusmodi principia revocarem, de quorum certitudine

evidentiaque dubitare fit impoflibile (129 ------- 132. §.) Quantam haec

priticipia vim in evincendis veritatibus habeant, fi illa ad geometricas dif-
quifitiones rite applicentur, oftendi in poftremis duobus capkibus: pof-
funt autem illa eadem facilitate perfpicuitateque ad generalia totius me-
chanicae fundamenta conftabilienda adplicari, quin necefiarium fit, tem-
pora, fpatia, celeritates, et fimilia in ftatu evanefcentiae confuierare, illa-

que ut infinite parva vel evanefcentia inter fe comparare.

13. Hoc modo inveftigatio rationum differentialium ad duo genera-
liflima principia analytica revocatur (82.131. §0. Vel enim functio y re-
lata ad variabilem abfolutam x (4. §.) datur, vel penitus
Cafu primo ponatur in illa ubique x + Ax loco x,
differentia Ay:=yx—y.

ignoratur.
quo ipfo obtinebitur
Haec jam differentia ita transformetur, ut per-
fpicue conftet, ipfam certae feriei formae PAX -j- AAX*-j-BAXx}
-f-CA x* + etc- aequari, in qua terminus primus PAx perfefte fit deter-
minatus, feu coefficientes A,B,C, etc. reliquorum terminorum nofcan-
tur feu non, modo ii a differentia Ax fint independentes. Quodfi enim
reipfa fit Ay = PAx-j-AAx24-BAx3-f etc.; erit eo ipfo € ys=P ~p£X
exponeus rationis deferentialis fun&ionis y (82. gi. §.).

14. Si autem ignoretur fun&io y variabilis abfolutae x; ignorabitur
quoque exprefiio illius differentiae Ay. Hoc cafu inveftigetur,
exftent binae functiones U, V differentiae A x,
ferentia Ay fic jaceat,
tiae Ax fit

annon
inter quas incognita dif-
ut pro quovis utcunque parvo valore differen-

>U et funul Ay< V.

Tum determinentur expreffiones earundem funftionum U, V per x,
Ax, et quantitates confbautes, a quibus illae dependeant: expendantur
eaedem expreffiones diligentiffime, ut certo condet, an non detur deter-

minati aliqua quantitas X, conftans vel aequalis certae fun&ioni variabilis x,

mcrdo
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modo illa fit independens a differentia Ax; et an non fint praeterea
aliae quantitates e, f, g, - - — E, F, G, etc. poflibiles, quae a As
non dependeant (licet eae ignorentur) ficque fint comparatae, ut pro
illis nafci deberent feries X Ax + eAx3+ fAx3-J-g Ax4-f- etc., XAX +
E'A x2 -f-F Ax3-f G A x4 -f etc. funftionibus U, V aequales, quibus ini
praecedentibus expreffionibus pro Ay fubftitutis fieret

Ay >XAx-f-eAxa+ fAx3+ gAx44-etc.
et fimul
Ay <I XAx + E Ax2+ FAx3+ G Ax4-f-etc.

Utprimum enim hujusmodi exprefliones fuerint dete&ae,” certogne
conftiterit, utramque fimul pro quovis quantumlibet parvo valore diffe-
rentiae Ax debere fubfiftere; certum etiam erit, X effe exponentem ra-
tionis differentialis incognitae funftionis y, nimirum «yt=X:=X«X
(»31- &)

Sic e. gr. fuperius (6), licet ignoretur funftio S*"BPnpm P varia-
bilis x= Ba, certo tamen conftat, illius differentiam AS ejusmodi effe,
ut pro quovis valore differentiae Ax fit AS major cylindro bafeos Pmpn
et altitudinis Ax, et fimul minor cylindro bafeos resc et altitudinis Ax, unde
ibidem obtinuimus ,

AS >ir(Ax + BxaAx;
i et fimul *r Jt-tQy &ilJlj
V(A(X+Ax) + B(x+ Ax)9 Ax .* { n o>
m Quamobrem erit etiam .
AS >ir(AxHh Bx3)Ax;
et fimul ‘' cC ‘o]

AS< «r(Ax+ Bxa)A xJ;2BxAx3+ BAx3 ,

Atgne ex his expreffionlbus evidenter jam per (131. 8.) fequitnr, ex-
ponentem rationis differentialis incognitae fun&ionis S neceffario effe
<St=»(Ax+3>Bxz)=*,(Axj~Bxaex,
quod ipfum, ob (79. 70. §.), jam fuperius (7) invenimus.

15. Quod ad principia in (95 - - - 102. §.) demonftrata in fpecie at-
tinet, ea nec per fe fuiit evidentia, ut demonftratione non habeant opus5

*j. [T neque
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neque talia, ut ignorari poffint, quin difquifitiones diiTerentio-integrales
eo ipfo dubiae reddantur.

Sicut e. gr. inveftigatio logarithmorum datis numeris refpondentium,
et. numerorum datis iogarithmis debitorum, in determinato quovis cafii
dubia deberet reddi, nifi conftaret, uni eidemque numero unicum logarith-
tnum, et viciflTim cuivis logarithmo unum determinatum numerum, inse»
gualibus vero logarithmis inaequales numeros, et numeris inaequalibus
inaequales logarithmos refpondere: ita etiam incerta erit quovis determi-
nato cafu inveftigatio exponentium rationum di/Ferentialium pro certis fua-

2itionibus, et harum pro datis exponentibus, nifi fimilia principia pro fun&io-

nibus et illarum rationibus difFerentialibus evincantur, ut in C95 — 98-

In (14) invenimus e S= ir(Ax 4"Bx2) pro exponente rationis diffe*
rentialis fun&ionis S aequalis foliditati corporis BPnpmP: fi jam hunc ex-
ponentem ad detegendas certas proprietates ejusdem- corporis adplicem;
certitudo inveftigationis in eo profe&o fundabitur, quod evidenter conftet*
illuni'‘exponentem. ei duntaxat funftioni ,pofl*e refpondere, quae foliditati
corporis BPnpmP aequatur. Et fi inde ope calculi integralis ipfam fo-
liditatem eliciam, ponamque iilam eiTe S= ?r(iAx2+ }B x3-f G; erit
haec determinatio ideo certa et evidens, quia certo conftat, dato exponenti
*SNir(Ax + Bx2) nullam aliam fun&ionem poffe refpondere (97.03.8).

Deinde fi quacunque methodo exponentem syrraaz 'rationis differen-
tialis functionis y datae per variabilem z determines; nili principia in

(99 — 102. §.) evicta Gnt, haud licebit «zrtrr — inde derivare, et

Lo - . .a& . a
pro exponente rationis differentialis quantitatis i %>ettatae inftsr unius
funftionis variabilis y habere, quod tamen in quamplurimis difquifitioni-
bus theoretico -prafticis folet fieri.

Eapropter expofjtionem horum.principiorum (95'----- I02.§.) non
‘utilem duntaxat, fed etiam neceiTariam effe arbitror, ineauteque illam ha-
ftenus a plerisque Analyftis negleftam elie cenfeo: quodcunque fyft"ma
ample&aris, fimilia principia neceffario erunt tibi evincenda, nifi univer-
fum fyftema vacillantibus fundamentis velis fuperftruere.

. 16. Quamobrem id me in primis duobus capitibus perfpicoe oftendifle
judico, principia univerfi calculi differentio-integralis ex ipfis limitum
notionibus, independenter ab omni infinite parvorum evanefcentiumque

notione»
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notione, fic poffe derivari, ut illa firmiflinais fundamentis analyfeos fini-
torum innitantur, idque methodo aeque fimpfici ac univerfaii poffe prae-
ftari. Seu enim generalem theoriam ibidem expofitam (68 — 102. §.)>
feu illius adplicationem ad inveftigationem exponentium rationum differen-
tialium datis quibuscunque funttionibus, algebraicis, iogarithmicis, expo-
nentiadibus, et trigonometricis, atque ex his quoquo modo compofltis de-
bitarum (10 3 --——--- 126. §.) attente expendas; feu demum methodum,

qua exponentes differentiales funftiojiibus incognitis refpondentes Inveftigo
(14), ad examen voces: nullibi ne veftigium aut incrementorum infinite
parvorum vel evanefcentium, aut rationum Inter illa intercedentium obfer-
vabis, nifi notionibus adaequate determinatis, rttionlque et methodo ex-
hauftionis veterum geomettarum confentaneis, quibus perpetuo utor, alias
peregrinas fubftituas , de quibus eo minus mihi vel fomniare licuit, quo mi-
nus eae cum ratiociniis, quibus lingula principia evincere conatus fum,

poffunt conciliari.

17. Superius jam animadverti, functiones derivatas, quae objeftutn
La Gratidiani calculi fun&ionum conftituunt, nihil aliud effe, quam
exponentes rationum, quas ego cum aliis Analyftis in bis elementis diffe-
rentiales voco: nili ergo de nomine litem velis movere, facile admittes,
circa hos ipfos exponentes eundem calculum verfari, feo duntaxat difcrimi-
ne, quod La Grangiu s neque naturam illorum ex limitum notionibus
determinet, neque regulas, per quas ii pro datis quibuscunque fun&io-
jaibus primitivis inveniri poliunt, ex iisdem notionibus derivet. Verum,
licet ego plene fim conviftus, id tam methodo La G rangiana, quam
alia quoque multo fimpliciori, cujus fpecimen alia occafione dedi (a), poffe
praeftari, modo et illa et haec uberius excolatur; non video, cur id fit
neceffarium, eo minus fane, cum certo confiet, utrobique ad limitum
principia effe refugiendum, utprimum calculus ad functiones incognitas acl-
plicatur. La Grangius euitn conatur demonftrare, vaiorem f(x-fi),
quem
(m Archiv (lcr reinen unci angewandten Mathematik; herausgegebea \on C F.Hin-

denburg. Achtes Heft, «f$ Jahr 1798.

Vtlnmm J. d
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guem quaecunque funftio fx variabilis x debet induere, fi ipfa variabi-
lis x capiat incrementum j, ejusmodi feriei fx ip i2q 4*i3r etc*
aequari, in qua incrementum i fic poterit omni ca(u determinari, ut quivis
terminus major evadat quam fumma omnium fequentium terminorum: at-
que iftud principium vocat is theorema fundamentale totius fuae theoriae
functionum, quod, ex ejus‘mente, tacite tam in Le ibniziano calculo
differentiali, quam in Nento niano caiculo fluxionum praefupponi-
tur (b). Utrumque certum eft, et ego ipfe ejusmodi theorema in (75.
77. 8.) ex genuinis principiis (independenter ab omni curvarum theoria,
cujus principia in difquifitionibus hujus genens”™aeque ac principia mecha-
nicae peregrina efie cenfeo) evinco, tum bina inde principia generalia eli-
cio (82. 131. §)> eorumque uni invelligationem exponentium rationum
differentialiun/ pro datis quibuscunque fun&ioriibus, alteri vero inventio-
nem eorundem pro funftipnibus incognitis fuperftruo, ut fuperius (13) (74)
expofui: aft an non ex liis evidenter elucet, La Grangiutn invefliga-
tionem fuarum funftionum derivatarum, tum praecipue, dum funttiones
primitivae ignorantur (quod plerumque fit in adplicationibus ad geometriam

et mechanicam), genuinis principiis dodlrinae limitum fuperftruere? an
non ergo confultius eft totum fyftema a limitum notionibus ordiri, iisdem-

que univerfum calculum fuperftruere ?

18. Sed ne mihi in hac principiorum calculi differentiaiis expofitione
aliquid adtribuere videar, quod aliis acceptum debeo referre; dicam paucis,
quod de hoc meo qualicunque labore fentio. . Superius jam animadverti,
me in determinando genuino objefto calculi differentialis aliorum fenten-
tiam ample&i: nihil ergo novi propono adferens, univerfum calculum
differentialem circa inveftigationem limitum rationum inter fimultanea in-
crementa funttionum variabiliumque abfolutarum, ad quas illae relatae co-
gitantur, intercedentium verfari: idrenim Neutonus jam docuit, docent-

que fcriptores recentiflimi, Euierus (¢), Kajinerus Xarfte-

) - ni us
(b) Theorie des Fonclions Sinalyliques. 14 8.

(c) Infiilutiones Calculi differentialis.

(d) Aufangsgriinde der Anatyfis des UnendUclien.
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nius (e), et alii Viri celeberrimi. Cum autem fola germini obje&i determi-
natio ad conftabilienda principia calculi differentialis minime fufficiat; r.oti-
dum inde fequitur, eosdem Viros celeberrimos haec quoque principia ita
conftabiliviffe, ut ea certis et evidentibus fundamentis, notionibusque, nus-
guam . peregrinis, fed genuinis duntaxat et obje&i naturae confentaneis
inniti debeant vel poffint cenferi. Ego quidem contrarium obfervavi,
et praecipue in adplicatione eorundem principiorum ad geometriam et
mechanicam; quamobrem non tantum utile, fed et neceffarium effe
arbitrabar, rigidiori examini omnia fubiicere; do&rinam de limitibus
quantorum rationumque variabilium magis excolere; generaliaque illius
principia analytica, quorum veftigia in Kiijlneri et Karjlenii iiifignibus
operibus continuo fe offerebant, ita conftabilire, et methodo quoad fieri
potell plana in unum fyftema redigere, ut univerfus calculus diftercn*
tio-integralis nomen calculi exactijjimi pofiit mereri, qui non tantum
facili ampliffimoque ufu, fed etiam geometrica fuorum principiorum
certitudine evidentiaque fic fe commendet,, ut non Ilit 'cur notiones,

quibus is innititur, contemni et derelinqui debeant.

19. De reliquo finis principalis, cujus gratia haec elementa
feripfi, erat, ut tyrones ad disquifitiones ftatico - mechanicas praepara-
rem, quas fine fublimiori analyfi nec excolere licet, neque excultas
intelligere. Paucis multa exponere conatus fum, quin ideo obfcurus
fierem: omnia tamen, quae notari merebantur, explicare non poteram,
ne arftos limites, intra quos me continere debebafti, transgrederer.
Cum autem maximum in difquifitionibus omnis generis pondus habeant
elementa calculi differentialis, et calculi integraiis reftri&i ad funttio-
nes unius variabilis; illa et haec peculiari induftria evolvere, et fic eno-
dare ftudui, ut adplicatio ipfurum facilis effer et commodiffima: qua-
propter integralia maxime memorabilium exponentium differentialium
non tantum ad generalia praecepta revocavi, fed fingul3 plene deter-
minavi, quo in adplicatione ad cafus fpeciales fola fubftitutione effet

d 2 opus.

~e) Anfaqgsgriintle der mathematifehen Analyfis.

con-
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opus. Reliqua, ut e. gr. adplicationem calculi differentialis ad theo-
riam aequationum; integrationem exponentium differentialiutn ad plures
variabiles relatorum, etc. breviflime attigi, et geometriae fublimioris
primas tantum notiones illuftravi,. Non diffiteor itaque plurima in his
elementis defiderari, feu fola principiorum Analyfeos et Geometriae
fublimioris cognitio, feu illorum ufus in difquifitionibus ftatico - mecha-
nicis expendatur: fpero tamen fore, ut quicunque haec, quae expofui,
meditate perlegerint, fibique familiaria reddiderint, Facile prolixiora
aliorum Scriptorum opera intelligant, in quibus hujuscemodi doctrinae
ex inftituto pertra&antur: in illorum autem gratiam, qui opusculis meig
ftatico.mechanicis uti voluerint, de iis, quae faic omittere debebam,

differam, ubi iis opus habuero.

ELEMEN -
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CAPUT L
D E
DISCRIMINE ET DIFFERENTIIS FUNCTIONUM,
EARUMQUE EXPLICATIONE PER SERIES.

i.Definitio.

uantitates, circa quas univerfa analyfis mathematica verfatur, divi-
duntur in conflantes et variabiles: iliae eosdem perpetuo valores
retMeere cenfentur; hae vero indeterminati funt valoris, pofiuntque quos-
vis valores recipere, quin etiam nihilo aequari: priores plerumque initia-
libus, pofteriores autem finalibus a/phabeti literis defignantur.
a. Definitio.

Quaelibet expreffio analytica alicujus quanti per quantitates conflan-
tes et variabiles, quomodocunque inter fe connexas, vocatur Funttio
earundem variabilium: Formam fun&ionis determinat ipfe nexus inter
gquantitates- conftantes et variabiles, quas funftio complectitur, inter-
cedens.

3. Corollarium 1.

Omnis fun&io innumeros valores poteft recipere, pendentes a totidem
poflibilibus valoribus quantitatum variabilium, quas illa continet (1.2.8.);
quaevis funftio eft ergo quantitas variabilis (1. §.).

4., Corollarium 2,

Quamobrem, dum certae quantitates variabiles aliarum variabilium
functiones fuerint (3. §.), debebunt aliquae in fe effe variabiles, inde-
pendentes a novis variabilibus: quantitates hujuscemodi intelligemus de-

inceps nomine variabilium abfolutarum, ad quas, unam aut plures, quae-
libet funftio referri cenfebitur.

A 2 Scho-
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Scholion.

Sic, fi yt=P Q denotet perpendiculum ex
peripheriae circuli radio rt=AC defcriptl
X tr:CQ vero partem diametri inter
culi C interceptam defignet; erunt

indeterminato punfro P
ad diametrum AB demiffum,
illud perpendiculum centrumque cir-

y» x duae reftae ita inter fe con-

nexae, ut, alterutra illarum crefeente vel decre cente, altera eo ipfo

mutari debeat. Si jam illae mutationes* quae ex omnibus mutationibus

poffibilibus diftantiae x in perpendiculum y pofiunt redundare,

in confi-
derationim vocentur;

fpeftabitur x inftar urvius variabilis abfolutae, quae,

independenter ab omni alia variabili, quosvis poftibiles valores poilit

recipere; y autem erit ejus funftio z=.\f(x2— x2):

fi vero illarum mu-
tationum ratio habeatur,

guas diftantia x debet fubire, fi perpendiculum y
fucceilive mutari cogitetur; referetur x ad y ut funftio r*—y2)
ad variabilem abfolutam.

5. Definitio.

Operationes algebraicas vocant ordinarias operationes arithmeticas,

ut funt, Additio, Subtraftio, Multiplicatio, Divifio,
tiis, et Extra&io radicum; omnes aliae operationes, quae non funt
algebraicae, appellantur transcendmtes, Hincfunflftones atgrbraicae d\cun-

tur, quae ex quantitatibus conflantibus et variabilibus aut per folas opera-
tiones algebraicas,

Elevatio ad poten-

vel etiam per intermixtas transcendentes, quin tamen
hae ipfas variabiles afficiant, inter fe connexis componuntur:
fi aliqua transcendens operatio afficiat quantitates variabiles,
quoque erunt transcendentes,
garithmicae,

fecus enim,
funftiones
inter quas funftiones trigonometricae, lo-
et cxponentiales peculiarem merentur attentionem.

E. gr. Fun&iones ax, Xx Sina, Xx Log a,

xa funt algebraicae; et
a Sin x, a Log x,

a* funt functiones transcendentes.
Scho ].i on 1.

Palmaria principia trigonometrica, quorum ampliffimus eft ufus per

univerfatn analyfm mathematicam , quibusve etiam nos in fequentibus fre-

quentiftime utemur, funt fequentia.

Afiumto circuli radioli, pofitague ejus femiperipheria tw; erit

1. &~ 3,141592653589793 etc.
2. Sino TASin 7r™o; Sin™T”/rri.

3-Cof
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Coforrr:i; Cof |ir~o; Cof — 1.
Sin votato; Sinv-n 1; Sinv7rt=2.
. Cofvonr~ Cofvw~ 1; Ccfv|-7Tr— o.
Tang ot ~=Tang r— o; Tang£ir:=: 00.

Cot ott™ co; Cot t ; Cot tt; = — 00.
Secowtrzi; Sec-|t—oo; Sec 7Tr~—1.
9. Cofec O r— Cofec-n-rrr00; Cofec”~7r~1.

N O ;oA W

Ceterum patebit ex fequentibus formulis r valoremcujuslibetfunftio-
nis trigonometricae certi arcus per hujus finum aut cofinumperf~&e de-
terminari: quodfi vero k denotet qu™mcunque terminum progrefflonis
numericae o, 1,2, 3, 4, 5, etc.; erit femper

10. Sin 2kt =Sin (2k-f0 irr=o.

1r. Cofin 2k 7r*=1; Cof 2k-f1)t- — 1.
Si retento radio=i, dentur duo quicunque arcus, aut anguli
a, b; erit
12. Sin a2-f*C°fa2c=r 1.
13. Sinar=/"(l— Cofa*)=s-y T g---——ce®
v I -f laug a»)
,4. Cofa= /d - Sin «»)="u + ; m
15. Sinv a"i — Cofin a
16. Cofinva~i — Sin a»
Nina Sin a r— a2)
J7— a° ‘Coliu a (1 — Sin az/ Colin a
_ Cofin n i

18- ta:=

8- Cota Sin a Ta g a

19. Seca. ~0Ogna ¢ ~(] — Sina2
20. Cofec a; . .
Sin a / 1 Colin uz)
21. Sin (a-f-b) =:Sin a Cof b-f-Cof a Sin b.
22. Cof(a-fb)=;CofaCof b— ;ina Sin b.
A r 1Ln Tang « b
23. Tang(a + e 19'————— i .
9@ r=Nrand T ian> b
24. Sin (a— b~~Sin aCof b— Cofa Sin b.
25. Cof (a— b)~=Cofa Cofb+ Sin a Sin b.
A 3 26. Tang



CAPUT L

26. Pang {a— by~ Targa= | b
1+1 ang a Tang b

27. Sin 2 a= 2 SinaCofa~2 Sina (1 — Sin aa).
28- Cofm 2 a=Cofa2— Sin a2.~2 Cofa2— iv=zi — 2Sina2.

2T

29. 'rlnang 2 an- L. angzs

, X—T .ng &
30. sin {a= I, 17 Cofina

V =2
31. Gofla~ -fCofin a
32.Tangias:’\l-_j;£C°ffn a Sin a

Cofin a 1+ Cofm a
Sit h hyothenufa trianguli re&angulij y vero fint ejus catheti,
et a, ¢ anguli oppofiti; erit

33- h ~ 7. -——- :=aCofeca.

34. amhSin a~yTang a.

Cofm a
35. yz=zX — -------- Cot a.
bin a

Porro fint a, b, ¢ tria latera trianguli obliquanguli, et A, B, C,
anguli iis oppofiti: erit
36. a ( b 2-fc2— 2bc Cofin A).

_rlp » b Sin A

37. angB= —

38. Cofm +c2~"N1-
2 bx;

Scholion 2.

Functiones hae (Schol. 1.) ad radium = 1 relatae vocantur natura-
les, nimirum finus naturales, cofinus naturales, et fic porro: relatae vero
ad quemcunque alium radium % appellantur artificiales. Funfriones natu-
rales, quibus deinceps conftanter utemur, convertentur, ubi opus fuerit,
inartificiales, iisdem angulis, arcubusque fimilibus debitas, atque ad
guemcunque datum radium r relatas, fi illae multiplicentur per radium r.
Sic etiam quivis arcus radioli defcriptus convertetur in arcum fimilem
defcriptum radio r, fi is ducatur in radium r.

E. gr.
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E. gr. Sint a,b duo anguli, et fun&io y;=rxSinr.2— \f(i— xCofb)
complettatur finum naturalem anguli a, et cofinum naturalem
anguli b: quodfi jam fun&io vy determinari  debeat per finum
artificialem anguli a, et cofinum artificialem anguli b, utrumque
relatum ad datum radium r; poni debebit Sin art a=r Sin nat a, et

Cofart b~r Cofnatb, hinc Sin nat a=— — ,et Cofna.tb=--—-—--—-

r r
(TN

2
His enimvaloribus iny fubftitutis obtinebimusy~ - —Ijr
ubi Sin a et Cofin b non amplius naturalem, fed artificialem, ad radiumr
relatum, finum anguli a> et cofinum anguli b denotabit.
Scho li on

Saepe fit, ut arcubus anguli, et viciflim angulis arcus in calculis ana-
lyticis fubftituantur, quod duplici modo poteft praeftari.
1. Si angulo re6to £= 90° pro unitate aflumto, (p denotet arcum e

centro alicujus anguli a radio — 1 inter ejus crura defcriptum ; erit
1P \%
a= ——_ii—/, et (p“ i a7 (i. Schol. 1. n)

2. Quodfi autem angulus y, pro quo arcus infer ejus crura radi»
5ri defcriptus aequetur eidem radio, pro unitate tatjguam communi om-
nium angulorum menfura fumatur; poterit poni a= <p, denotante a quem-
cunque angulum, et < arcum inter ipfius crura radio defcriptum;

fecus erit uz=zyty, et (p — &
y

6. Definitio.

Alia omnium /un&iomrm divifio~eft in integras etfraffas. TXt aliqua
funttio fit integra, requiritur, ut ea nulli fra&ioni aequetur, in cujus de-
nominatore occurrant quantitates variabiles elevatae ad potentias expo-
nentium pofitivorum.

E. gr. Funftiones bx2; ; —L- — ex2 funt integrae; contra
in X 2

fractae funttrones funt =rax""r; N

C— X
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7- Definitio.
Funftiones dividantur porro in rationales et irrationales, prout illae

nullam aut aliqguam irrationalitatem, afficientem quantitates variabiles,
complectuntur.

1~ ZA
E. gr. Fun&iones ax2:= axy; ;//e Xz funt rationales: funftiones
vero -------- vV o-; x" x funt irrationales.

8 Definitio.

Fun&io integra et rationalis (6.7. §) erit primif vel fecundi, aut
tertii, vel generatim mti Ordinis, feu unius, duarum, trium, m dimen-
Jionum, prout maxima fumma exponentium quantitatum variabilium in ali-
quo termino fuerit 1, vel 2, aut 3, vel generatim numerus integer m.

E. gr. Funftio a+ x— y duarum variabilium x, y eft imi ordinis feu
unius dimenfionis: funCtiones autem a+ bxy, c-fdx2— ey2 funt 2di
ordinis feu duarum dimenfionum; m funftio a-fbx— cx2+ exy2 eft 3tii
ordinis feu trium dimenfionum.

&. Corollariu m.

Funftio integra et rationalis unius variabilis x eft imi, 2ctl, 3tii, 4ti,
mti ordinis, fi exponens maximae poteftatis variabilis x eft 1, vel 2, aut 3,
vel 4, aut generatim numerus integer m (8- §).

10, Definitio.

Fun&io fra6ta rationalis (6. 7. §.) eft fraftio propria feu genuina, aut
impropria: prioris numerator eft inferioris ordinis quam denominator:
numerator vero pofterioris ejusdem eft aut -altioris ordinis, quam deno-
minator (8- 9- §e)e

11. Corollarium.

FraElio impropria, fi ejus numerator dividatur per denominatorem,
refolvetur in duas partes, quarum una erit frattio propria, altera vero aut
guantitas conftans, aut fun&io integra, nifi fors numerator fit per denomi-
natorem divifibilis, quo cafu data funftio fra&a aut conftanti cuipiam quan-
titati, aut integrae fun&ioni aequabitur.
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E.gr. £21= 1% ' L | f
b bx2— 7T — ¥ ~ bx2— i
X*+ 2x3— X4-1 __ 14x4-1
X3— 3x = x*4B4 3 13y
T m—dr,
X— 1

12. Definitio.

Numerus dimenfwnum in quovis termino datae fun&ionis eft fumma
exponentium, quibus quantitates variabiles in eodem termino funt prae-
ditae. Hinc repetenda eft divifio funftionum in homogeneaset heterogeneas.
Funftio integra vocatur homogenea, fi idem eft dimenfionutn numerus in
quovis ejus termino: fun&io autem frafta erit homogenea, li numerator
et denominator fuerint funftiones homogeneae, ejusdem aut diverfi ordi-

nis (8-9. §.)e . " K
13. Definitio.

Denique notetur adhuc divifio fun&ionum in uniformes et multifor-
mes. Funftio uniformis appellatur, quae pro quovis determinato valore
quantitatis variabilis unum tantum valorem obtinet: multiformis vero
funftio vocatur» quae pro quolibet valore variabilis plures obtinet va-

lores.
14. Definitio.

Si variabilis abfoluta x, ad quam funftio y relata fit, crefcere cogite-
tur, debebit ipfa funftio y mutari (nimirum crefcere vel decrefcere);
omne incrementum, quod variabilis x fupponitur capere, vocatur Diffe-
rentia variabilis x, cujus fignum eft Ax: quantitas vero, qua funftio y
mutatur (crefcit nimirum vel decrefcit), dum vat”~ilis x augetur incre-
mento iix, dicitur Differentia fun&ionisy, quflSBiili figno Ay dein-
ceps exprimetur.

15. Corollarium 1.

Differentia A x variabilis abfolutae x poteft denotare quamvis partem
variabilis x, ita e. gr. ut inter omnes polfibiles partes aliquotas £x, f-x,
$x, ix, etc. pullp fit, cui Ax non poffit aequari (14 8§).

1 16. Corollarium 2.

Quantitas conftnns C (1. §.) nullam recipit differentiam; quocirca
debebit poni AC~o ~14. §0*

Volurmen |. B 17* Co-
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17. Corollarium 3.

Si y' denotet valorem, quem fun&io y relata ad variabilem abfolu-
tam x, hac in x+ Ax abeunte, obtineat; differentia ejusdem fun&ionis

erit Ay=yx—y, vel Ayi=y— y* protit nimirum funftio y, crefcent*
variabili, pariter crefcic vel decrefcit (14 §.)

ig. Corollarium 4.

Cum tamen fity — y*:=— (yl— y), femper licebit differentiam Ay
funftionis y relatae ad variabilem abfolutam x confiderare inftar incre-
menti, quod ipfa capit, dum variabilis x augetur incremento A x, ita ut,
fi, x abeunte in x-f~'Ax» y ab«at in y*» fit Ayz=yl— y, modo differen-
tia hac ratione determinata fumatur cum fignis contrariis, utprimum fun-

ftio y ejuscemodi effe deprehenditur, ut illa, crefcente variabili x, debeat
decrefcere (17. §).

19. Corollarium 5

Quaelibet funttio Q data per variabilem quamcunque cenfebitur va-
lorem (pl= -{-A (p obtinere, fi variabilis abfoluta x, ad quam illa refer-
tur (4. §.), augeatur incremento Ax (>8-8me

20. Corollarium 6.

Ex his elucet methodus genera/is quaerendi expre/fionem differentiae
Ay datae cujuscunque funé&ionis y variabilis x; fi enim ubique iny fup-
ponatur x abire in x+ Ax, noteturque valor y*, quem funftioy hoc cafu
induat, et ab eo fubtrahatur ipfa funftio y ; erit refiduum aequale diffe-
rentiae Ay (18. §.}

E x empia*
yt=ax; yT™a(x + iix);
Ay=j~"* — y= ax+ aAxX — ax=aAXx-
yl~a(x-«Ax =
Ay=y*—y:=2axAx4-aAx*
ytirax3; y*t=a(x-fAx»
Ay rrryl— vy — 3ax*Ax+'3*xAx*+ aAx*.
21, Corollarium. 7.

Quidquid fit fun&io Z variabilis abfolutae x, qumtitasque conftans C,
fi x abeat in x-f-Ax; abibit funftro yrrz-f-'7inyxs=Z+ AZ-f-C, et
urrrCZ abibit m C(Z-fAZj™u* (19. erit ergo Ay"=AZ, et
AuP=:CAZ (rfr §.}

22. Co-
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22. Corollarium 8.

EtfiP,Q,R, - Z fint quaecunque fun&iones variabilis abfolu-
tae x, debebit funftio yr*P-j-Q + ~H" —-——'4"Z obtinere aliquem valo-
rem yx=:P -fA p_j.Q-f-AQ-j-R+ AR - I-Zz+ Az, fi x augeatur in-

cremento AX (19. §,): confequenter .erit Ay £E=AP-fAQ -f A RH-——---m--
+ AZ (18. Sr).
23. Corollarium 9.

Duae fan&iones Z, X relatae ad unam variabilem abfolutam x ne-
gueunt dici aequales, nifi aequatio Z ~ X pro quolibet valore variabilis x
fupponatur fubliltere: quodli ergo x abeat in x-f Ax, quo cafu funftio-
nes Z, X certos valores Z-j-AZ, X-fA X indueut (19- §.); debebit eiTe
etiam Z-fAZ = X4*AX, hincAZ:=AX.

24, Theorema.

Si certo conflet, quanta 7] et X ej/e independentia a variabili z, fjjeque
Z=X + aza-f/3zb4-yzc+dz'14- etc. pro certis quantitatibus, «,/9y,

a, b, c, etc. pariter indepindentibus a z , et quovis valore ipfius variabilis z;
erunt quanta Z, X inter fe aequ-Xlia, et aza+ Bzh4-Vzc+ <Jzd-j- etc. ;=o0.
JDem OnftratiO.

Clarum eft, fun&ionem Ss=:aza+ /3zb4-,y"c-f ~zd4' etc. fi ea non
elt aequalis nihilo, diverfos valores ,poffe induere, pendentes a diverfis
valoribus quantitatis variabilis z, et quantitatibus «, ,8 7, - a, b, c, etc.™
cum igitur quantum X, utpote independens a variabili z, eundem perpetuo
valorem retinere cenferi debeat, quomodoeunque mutetur variabilis z; pot-
erit quantum Z~X-f-S, fi non eft 82=0, diverfos valores obtinere a
certis valoribus variabilis z pendentes, quod pugnat cum aflamta hypo-
thefi. Eapropter debet effe- S~o0, et Z:~X. *

25. Corollarium |I.

Impoffibile efi;, ut pro quantis Zz, X, P, Q, R,— - L, M,N, etc.
independentibus a variabili z, et quovis valore hujus variabilis fit Z-fPz
+ Qza+ Rz3-fete. "=X-fl-z-f-Mz2-f Nz3-fetc., quin fit Z=:X; nimi-
rum Zz=X + (L— P)z-f — Q)za+ (N— R)z3+etc. (24. 8.).

26. Corollarium 2.
Funttio y "=A-f-Bza4-Czb-I-Dzc-|-etc., in qua coefficientes et ex.

ponentes fint quantitates independentes a variabili z, non poterit effe
B 2 aequa-
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aequnlis nihilo pro quovis vagore variabilisz, quin fit eo ipfo A:n:o et
Bza-f Czb+ Dzc-fete. = o 724

27. Corollarium 3.

Si exponentes a, b, ¢, d, - p, 4, r, s,etc. ordine crefcant, cer-
tumque fit» pro quovis valore variabilis z tamfunftionem y::zA-4~Bza
-fCzb H----m--- b Pzp+ Qzq+ R zr-f st4—etc. quam aliquot primos coeffi-
cientes A, B, C ,-—- P, feorfim fumros aequari nihilo; erit eo ipfo
etiam Q z~-f-Rzr-f Szs-f efc.:=0, hinc Q-f Rzr’~64-Sle'<1+ etc.=.o0,
et ideo etiam proxime fequens coefficiens Q ~ o (26. §.)

2g. Corollarium 4.
Quoties ergo conftiterit, certam funfrionem vy A B z*C zb
-fDzc-fEzd+ etc. pro quantitatibus A, B, C, D, E , - a, b, ¢, d, etc.
independentibus a variabili z, et quovi* valore ejusdem variabilis debere

aequari nihilo; certum erit, fingulos coefficientes A, B, C? D, etc. aequa-
les efle nihilo (26. 27. §.)-

29. Corolla rium 5.

- Et fi binae functiones P-fQza+ sz4-Szc+ etc., p-fqza4-rzb
-f SZc-j-etc. pro quovis valore variabilis z inter fe aequales fint; erunt
etiam coefficientes poteftatum aequalium variabilis z inter fe aequales:
nimirum erit P— p-f(Q— q) za-f (R— r)zb-f(S — s)zc+ etc. t=0; hinc
P— p~0o> Q—qg=:0, R—r— o, S— s=:0, etc. (28.80; proinde
P—p, Q=q, R=r1, % s, etc.

30* Corollarium 6.

His principiis innititur methodus quaerendi feriem formae Aza-fBzb
+ Czc4d-etc. aequalet”™ datae funCtioni y variabilis z formam ab illa diilin-
Ctam habenti. Si enim interea indeterminati coefficientes A, B, C, etc.
et determinati exponentes a, b, c, etc., quales nimirum funCtio transfor-
manda poftulare vifa fuerit, fumantur, afinmtaque aequatioy ~ A za-fBzb
+ Czc-j-etc. in aliam Ur=V ita transformetur, ut utrumque membrum
complebatur aliquam feriem illius formae, tum aut coaequentur coefficien-
tes potellatum aequalium variabilis z contentarum in funCtionibus U, V,
(29» §,.)» aut, translati- omnibus terminis ad unicum membrum, quo e. gr.
fiur U— V =0, fipguli coefficientes in U— V ponantur aequales nihilo
(28* §+)> obtinebuntur hac ratione diverfae aequationes inter coefficientes

inde.
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indeterminatos A, B, C.etc. et quantitates conftantes,a quibus pendet

funttio y, unde quaeri poterunt valores eoi undem coefiicientium.

31. Lemma.

Proprietas, quae tributa quantis A, B, C, D ,-—----—--- P numero indeter-
minato n /unitis eo ipfo etiam uno pluribus quantis A, B, C, D, - - - P- Q»
debet convenire, conveniet quantis A, B, C, D, — - - P,Q, R,'S, T. »tc.

quovis numero fum tis,utprimum ea aliquot, e. gr. duobus tribusve, quantis
convencrit.
Demonftratio.

Si enim certum eft, proprietatem, duobus tribusve quantis A, B, C,

reipfa competentem, ejusmodi efle, ut, fi ea generarim numero n quantis

tribui debeat; debebit utique ifla competere etiam quatuor quantis A, B, C,
D, et ideo etiam quinque quantis A, B, C, D, E- hinc etiam fex quatitis
A, B, C, D, E, F; atque hac ratione licebit ex quovis quantorum numero
ad numerum ipforum unitate majorem concludere, quin fit poiiioile ad ta-
lem quantorum numerum n pervenire, ultra quem illam proprietatem non

liceat extendere.

32. Theorema.

Si a, b, c, d, etc. fint corjficientes independentes a variabili z, fitque r
quiscunque numerus integer pofitivus; pojfibiles debebunt ejp alti co>jfi:i?ntes
et, j3, y, <, etc. independentes a variabili z, pro quibusfieret (_a-fbz + cz1

+ dz3+ etc.) ar-fra~1bz+ «z2+ /323-47244*etc.

Demonf?ratio.

1. Si M, N, O ,------ p, q,r.etc. lint quanta indepetfdentia a variabili z;
pofiibiles erunt, prout id evidenter ex natura multiplicationis elu' et, coef-
ficientes u, B y, etc., pariter iridependentes a variabili z, pro quibus
fieret

(M 4— N z 4— (0] 224— etc.) (p 4— qz4- r224— etc.) =
- p4—(M q4- \Tp) z 4-*224-/3234-7244- etc*

2. Quare, fumta funftione Z:=a 4-bz4-cz- 4-d 234—etc., exta”™unt
certi coefficientes oc, ,y, ere independentes a z, pro quibu* tieret
Z22,=7ZZm :a*4*2a bz -j-x224"/3z34- yz44"etc. ob (1).

B 3 3-Et
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3. Et fi pro quocunque indeterminato numero n, ‘literis k, 1, m
gquantitates indenendentes a variabili z denotantibus, ponatur Z” t= a"
+ nall" ,bz+ kz2+ 1z3-f mz4 + etc.; poffibiles debebunt effe alii coeffi-
cientes x, P, T* etc. independentes a variabili z, pro quibus fieret
Z+lr=2".Z"=:all+I-f i)anbz-fazz-f/323+ yz4-f-etc., ob (1.).

Hinc vero (2) (3} et (31. §.) evidenter fequitur, quod demonftrari
debebat.

33. Corollarium 1*

Differentia cujustibet funttionis u;= A 4- Bv 4-C v24-D v34- Ev44- etc.
variabilis v erit Ay==A + B(v + Av)-f-C(v-f-Av)2-+-D(V+AV)3-KK(V+Av}*

etc. — u (20.§.) = 13+ 2cv-f3Dv-+ 4 Ev3-J-etc.) A v-J-aA vod-I3 A va

4-7 Av4+ etc., pro quibusdam coeiFicientibus x, ,8 y, etc. independentibus
a differentia A v (32. §.).

34. Corollarium 2*

Datis quoque binis funttionibus = K + Lw+ M «24-Na/34- etc.
®= pe + qe2-4r e3-f sed4-f etc., poffibiles erunt coefficientes x, /3, y, etc.
independentes a quantitate e} pro quibus fieret (furK+Lpe-f «e24-/3e3
+ 7e4+ etc. (32. 8.).

35. Problema.

Invenire feriern aequalem loganthmo funttionis u~= i-fz pertinenti ad
fyjlema indeterminatum.

Solutio.

1. Sint A, B, C, D, etc. coefficientes, pro quibus et quovis valore va-
riabiiis z debeat fieri.

log u= Az-fB,z2+ Cz34-Dz4 ------------ -Pzr+ Qzr+l.
2. Extare debeount coefficientes X, ,8 y, S, etc. independentes a diffe-
rentia Az variabilis z, pro quibus fieret (33. §.)
Alogn (A-f2Bz + 3CZZ4-4D z3H--———--- \-r?zr~x+ (r-f1)Qzn Az
4- XA 224“,8,A23+ yAz4+ ’\A254"etc.
3. Eft autem A log u= log ul— log u (20. 8.) :rr Iog(14-z 4-A z)

— logCi 4-2z) C19..S.)) = log(j + : ob (1.) deberet ergo effe
etiam
AAz BAz2 , CAz3,,, DAz4 ,
;i + et

Alog u 4, — —— 4
14-zi~~»~ ' (1+2zj3  (1+

4. Quam-

, etc.
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4. Quamobrem habebimus aequales feries in (2) (3), quae, etiam di-
vifee per Az debebunt efle inter fe aequales, pro quovis pofiibili valore
differentiae Az, quod eft impollibile, quin per (25. §.) fit

A+2 Bz+ 3Cz*-f4Dz" j------ rPzr“x-f(r+i”n"Q zrs= .

igitur per (28- 8§.)

2B+ A—o B— — |A.
3C+ 2B =0 C + |A»
4D+ 3C— 0 D— — -*A.
1 L r »
. L 1 1
| 1 1 1
(r+i)Q+rP=to Q=--P. .
r+1

Adeoque feries in (1) quaefita erit
lu+ I(l+z)= A(z-'lz»+J.2»-iz2*+ - +
36. Corollarium 1.

Series in (35. §0 inventa femper fubfiftet, quemcunque valorem ha-

beat z, po/ifivum aut negativum; pro — z loco 3 erit ergo
y2n V2n+I\

—7)= — *724 *
1(1—2) Az + z.+|z3+ 24 + 0 2u+iy)

37. Corollarium 2.,

Et quia eft I(i + z) — 1C*— z)=1C i~ z)’ obtinebimus ex (35.

3.6. §.) fequentem feriem;

I(LJ_rf)—ZArz+§|+gL+? + AN
\wi_ 7 / 2n-f

38.Coro||arium 3. N

Si b denotet bafin fyftematis- logarithmici., ponaturque—i——--Z — bj.

b— i  /\ 47/\

erit z": 6“fmIEt \ =:lb— 1: pro. his valoribus obtinebitur ex
-f- X— ZJ r
(37* &m) fequens aequa.cio:
A |
y — 1 (b— i)3(b— i)5 , (°— 17 1 s
Vs 1+ J(fi+ Stb+17  Tebr 37y

39. Pro.
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39. Problema=*

Invenire fericw, quae numerum z dato iogarithmo y in quocunque fy-
Jlemate refpondentem exprimat.

Solutio.
1. Pro quovis logarithmo y et certis coefficientibus a, b,c, d, etc-
independentibus ab y fit
z:=id-ay-fby2-fcy3-i-dy4 -i-——-—--- + pyrd-qyr+l.
2. Erit differentia numeri z confiderati inftar unius fun&ionis logarith-
mi variabilis y per (33.%.):
Az (a+ '2by+ 3cy--f4dy3" ------------ NYrPyr~z+ (r+ 1)qyrn Ay
4-a Ay2+/3 Ay3-f-yAyd-F?Ayy+ etc.
3. Cum autem fit in (2) Ay—yl—y—lzl— lzi=Il(z+ Az)— Iz
1r 1+ Naitpr SO
AAz AAz2 . AA7? AAz4
z 222 3z3 . 4z4
4. Quamobrem debebunt dari certi coefficientes k, J, m, etc. inde-

Ay: + etc.

pendentes a differentia Az, pro quibus et quovis valore ejusdem diffe-
rentiae per (34— §0 i» (2) (3) fieret
Az (a-f- 2 by -h 3cy” ~~4 "~} 3mfrmrommemeee f- =+ *)qyn —-AZ
f-kAz2-f 1A23+ mAz4-fnAz5 etc.
et ideo etiam

Aa+ 2Aby+ 3Acy2+ 4Ady3+ -—- h(r+ OAqyr
-fkz-Az + 1z A224—mzAz3+ etc,;

quod eft impolTibile, quin fit (24. §.)

z=:Aa-f2Aby + 3Acy2+4Ady3 Nmmmmem- Y (r-fi)Aqyr
Ob (i) per (29. §.) fiet ergo
Aa=1 !
a= & 1A
2Ab~ a 1
1.2A2
3Acr=b — !
1.2.3 A3
4Adrr.c dt=--——-- Jrmmmmmmmee
1 1.2.3 4A4
L t
>
11

(r+DAq p £t
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Et pro iftis valoribus in (i) fubftitutis obtinebimus fequentem fe-
riem pro numero z;

Z.—.ti _ il 4- y3 « . x |
A 2Aj 2.3.A3 2.3.4... TAr>
nimirum
z-i+1f+(Lg. ii~L+JIfL4-L...+- ~ r—
A 2A0 2.3 A3 2.3.4 A4 2.3.4... AT

40. Corollarium.
si Z=b fit bafis fyftematis, ad quod logarithmus yt=;lz pertineat;

erit y=rlz*“ Ib”~=i: igitur in (39 8.)
.6\1_7', rrTiV -, 1 r
= j-l--ir'+ —n +
R Y\ P e 2.3.... rAl

* "o

4. b erini 1 O
In quolibet fyftemate logarithmico datur, praeter ejus bafim b,
alter per ipfam determinatus numerus A (38 §e), per quem feries
S= z — -£224-tz3— Jz4+ etc. multiplicata generat produ&um aequale
logarithmo funfclionis i+ z (35. S-'): numerum hunc vocant Modulum
fyftematis, quo dato dabitur eo ipfo etiam ejus bafis (40. §.). Logarith-
mi naturales appellantur, quorum fyftema habet modulum unitati aequa-
lem: omnes alii iogarithmi ad quemcunque alium modulum, unitate tna-
jorem vel minorem, relati vocantur artificiales, inter quos praecipui

funt logarithmi vulgares, relati ad bafim =: 10.

42, Corollarium 1.

Denotante b ~ e bafin logarithmorum naturalium, erit, ob modulum
A — | (41. §°), per (40. %.)

— +i-f= + —
e— 2+ i-f>3 5,34 237%% K8

— 2,71828182 etc.

43. Corollarium 2.
Pro bafi b ~io logarithmorum vulgarium (4i.8.) reperietur illorum
modulus A per (38- §0» et fra&io — , quae feorlim notari meretur; erit

enim:

Volumen L C < A
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. "CFHDb+rS+
:=0, 434294481903 etc,
i-= 2302585092994 etc.

44, Corollarium 3’

Si logarithmi I1(i-fz), L(j-fz) unius numeri i+ z ad duo diverfa

fy ftemata pertineant, quorum moduli fint m, M; erit I(i-fz)t=mS§S,

L 1+z)i=MS (41.8.); hinc I(i + z) : L1 4-2) A m*MJ logarithmi
cujusvis numeri pertinentes ad duo diverfa fyftemata funt ergo inter fe in
ratione direCta modulorum eorundem fyftematum.

45. Corollarium 4.

Adeoque, fi A denotet modulum logarithmorum valgarium,

ob mo-
dulum rr 1 logarithmorum naturalium (41. §.), erit 1 : Al= log nat u:
log vulg u pro quovis numero u (44. §.): igitur fiet lvulgu = A Inat u,

\et ].natu ].vulg Quare, cognitis logarithmis naturalibus certo-
A

rum numerorum, reperientur” logarithmi vulgares eorundem numerorum,
li priores multiplicentur per modulum A logarithmorum vulgarium (43-8 )»

logarithmi autem vulgares quorumlibet numerorum dufti iti fractionem

~jE~ (43- 8¢) dabunt logarithmos naturales eorundem numerorum.

46. Corollarium 5«
o i-fz m4 m?2 1
Si fiat -—— - = — - — e | erit z = e e
m

— et
— -1 Am+ o ij(m — 1)2

1(frE) = 1G~+0(m- 0 = al» - (IOB+ 1)+1( » - 1»: gnodfl

jam hi valores fubftituantur in (37. 8.)« obtinebitur fequens admodum con-
vergens feries, pro logarithmis, quorum modulus eft A (41. §.)

Im~A=J(I(m-f1)-fl(m — i)J

A AGmM 2173 (2irB— (2 —i)*| 72m2-0'r"etC )»

47. Co-

m2—l€
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47, Corollarium 6.

Quamobrem, polito modulo fyftematis At=i (41. 8¢)> converfisque
frattionibus \, y, i, ™ » TTf etc. in decimales derivabitur ex (46.
fequens formula pro logarithmis naturalibus.

log nat m ~ \ (Inat(m+ i)4*Inat(m— 1))
l. oocoo0000000
* 2m2— 1|

I o- 33333333333~

*  (2m2— i)3
f O 200000000000
» (2m2— ijs

y, 0 142857142857

(2 m2— i)7
Q Hlilillliiil
+ (2m*— 1j9
.0 . 090909090909
(2m4— i)
0. 076923076923
(2mz— 1)13
etc. etc.

48. Corollarium 7.
Similem formulam pro iogarithmo vulgari numeri m ex (46.

cies, fi, fumto modulo Aper (43. 8.), frattiones A A A 5 A

N 1 *

A A 3
T 13 t etc. in pure decimales convertas: erit enim

lvulgm = i (Ivulg(m 4-n +1 vulg(m — m#))
1.0 434294481903
' 2m2— i
0. 144764827301
' (2m:— 1)3
0. 086858896380
- (2m2— i)5
) 2062042068843
T (2 m2e— 1p
Cc 2 +
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, 0 048254947433
' 2mi— 1,9
0. 039481316536
C (2m2e 11
0. 03340726-'818

*  (2m2— 1)13
-j- etc. etc.

S cholion.

Infignis eft ufus harum formularum in condendis tabulis logarithmi-

cis, et corrigendis ampliandisque jam conditis. Si enim pro quocunque
fyftemate quaerendi forent logarithmi numerorum naturalium 2, 3,4,5, 6 7,
et fic porro, ante omnia deberet determinari modulus A fyftematis, aut
independenter ab ejus bafi, aut per hanc datam (38. §.)- Cognito autem
modulo A, invenietur,xpofito 11—:1—’2— 2, hinc

- logarithmus binarii
2 per (37. §8): invento hoc logarithmo, logarithmi omnium aliorum nu-
merorum per (46. §.) commodiiTime determinabuntur: fufficiet autem
omni cafu folos logarithmos numerorum primorum m 3, tn* 5 m~=7,

m=H, m~=13, et itaporro, per (46. §.) quaerere, cum logarithmi
numerorum compofitorum 4, 6, 8 & fola additione logarith-

inorum illorum fa&oribus debitorum poffint determinari.

N 49. Problema.

Invenire feriem aequalem datae cuicunque quantitati exponentiali uv.

Solutio.

Sitz~uv; eritlzA=vlu: fumtis ergo logarithmis naturalibus obti-

nebimus per (39. §.) ob A:=:i (41. 8.) fequentem feriem
e, 4 (vliu)2 . (viu)3 , (vlu)*
Vi—i+vlu Ty 12T—-§——r2.—3.4etc.

50. Corollarium.

Pro bafi u:=e logarithmorum naturalium erit lu~=1le”ij adeo-
gne in (49. §.).

51. Pro-
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51.Probiem a.

Invenire feriem aequalem potentiae. (I4—x}m::y pm quovis exponen-

te m, rationali et irrationali-

Solutio..
r. Si m eflet numerus integer pofitivus, feries aequalis fun&ioni y
haberet formam i4-mx4-<*x24-/3x34- etc. (32. § )i ponamus idcirco dari
coefficientes A, B, C, etc* pro quibus et quovis vaiore variabilis x, quo-

libet quoque alio exponente m fieri deberet.
yNi-fmx + AXx2+ Bx’ 4---eme I-QXr4-Rxr+*

2. Differentia hujus fun&ionis debebit effe juxta (33. §¢) pro quibus-
dam coefficientibus K, L, M, etc. independentibus a differentia A x.
Ay (m4-2Ax4-3Bx2H- ———————— frQxr_I-f(r-fi)RxnAx
iKAx34—LAx3+ MAXx4+ etc.
3*'In (2) ob (1) erat Ay = yr—y pro y”" (i4 x)ym, yT;=:(i+X
4—Ax)r1\/ Eft autem pro quovis poffibili exponente m

1__ (i4-x+Ax)m fr ,|Ax
y _ (i-fx)m v i+x/
ob Cl) debet ergo effe etiam
y X , mMAx . AAxz , BAX3 |,
T T THhT+(TM?+Cl+~2+ etc;
et eo ipfo

» Ay Ax2 , f/AXJ )
Ay = £+t AX+ 0 #5724+ ciHTes el
4. Quare debebunt effe feries pro A y in (2) (3) proquovis vaiore
differentiae A x inter fe aequales, etiam fiillae per Axdividantur, quod
eft impofiibile, quin per (25. §.) fit

“>+ 2Ax-f 3BX2 - I-err"‘I4-(r+ I)Rxr= -IA+-x .

Hinc demum et ex (1) obtinebimus

2 A\ 4" 3B\ + 4CN + 4-Cr+Ofe*)
+ m %x -f- 2A\xa 4. 3 B\x3 4-— --------- — + rQxxr— O.
— mV — mAs —m 4- — mQ>

Cc 3 Unde



32 CAPUT 1.
Unde per (28 §.) fiet

. L _m m—1)
2A+ in—m2:=o0 12
3B+2A— mATroO _m(m— i)(m— 2)

4C+ 3R— mBpro p m(m— 1) fm— 2) (m— 3)

e N

th—
rt+ DR + rQ—mQ-~o =
(r+ 1 Q Q R=Q. 7, _+.

5. Valores hi in (1) fubftituti dabunt fequentem ferietn, in qua ter-
minus ultimus eft indeterminatus, ita ut ex illo finguli termini poft pri-
mum =21 ordine feqaentes poflint derivari, fi fuccetfive fiat r;=x, rs=2,
r:=3> et fic porro.

(. = » + T x+ g i),.4.%/"-;)"-22,,
, I m(m— i)(m— 2)---(m —r+i) ,
- - - - H - — X *
T - T2 3
5.3. Corollarium g,
Cum fit (a+b)m~ (i + x)m.am pro x := ~ ; prodibit pro his valo-

ribus ex (51. §.) fequens formula exhibens potentiam indeterminatam cu-
juslibet binomii a+b.

(a+ b)m”~ am ~ am” 1b - 1j 2— nm- ak»
SRR PN
mm—1I)(m—2)--- (Mm—r+i)-—-—
R S S . b\
53. Corollarium 2
Fiat XA:Q:TU et m= - in (51. §0; reperietur inde fequens

formula, -cujus ope nonnihil commodius poterit determinari potentia ex-
ponentis frafti dati binomii a+ b* literis Af B, C, D, etc,, ut per fe

clarum
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clarum eft, fingulos terminos feriei, primum, fecundum, tertium, quar-
tum, etc., defignantibus.

(+DT=vw + 1A Q + £ iBQ+E=x*CQ + etc.

A > !
B C D
54. Corollarium 3.
Unum exemplumnotatu dignum fuppeditat funftio/ (axm + bxn)

i b xn b xn—m
s=Caxm+ bxn) : fi ponas Q==-— ==— — | us=i, v=;2 in (53.83),

d »
invenies fequentem  feriem:
an—m 4n—3m
” m , wW i ?2 1 bx 2* I . b*x 2
/(axm+bxn)s=a x -|------- T— — - | ------
2a2 2. 4a*
6n—m 8n—7m
1.3.b?x 2 1. 3.5 b4d.x 2
1 “ 1L z + =
2.4.6. aa 2.4 .6-8-°*
arn—(2r—DHm
1.3.5---- (3r— 3)brx 3
+ ar— 1
2.4.6 - - eememmemeeee- 2ra a
55. Corollarium 4.

Aliud aeque memorabile exemplum praebet fun&io
yf(jiX Xm-f b X n)

- . bxn™m . X i
t=Caxm+bxn . Si ponas Q= , ug.:— 1, vE=:2j obtinebis
ex (53. §8.) fequentem feriem. N
1 | l.b \Y 1.3.b3 _
yfCaxm-f bx1 £ m 1 3m-—2n | | fm~4n
a.x* 2a.x a 2.4a . X 2
———————————— L&£S»....
7n—6n |
2 .4 6a.x a
+ - 3 -S - (2r — 1) br
crti (irtiVvu—arn
246 — --2ra a .x 3,

56. Pro-
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56. Prob 1e m a.
Addumta ferie SIn — <P4*h(p'4_c(p34-d<El4d'---4-p<fand ($'2n +l]
invenite feriem pro Cofin <.
'Solutio.
j. Si arcus variabilis (p crefcat differentia A (p; erit per (5. 8.
1. Schol.)
Sin (P+ A<P)= Sin ECofA@>4-cof  sin A<p,
cof((>>4“ A (9) nrcof @ CofA (p— Sin <PbSin A (p.
2. Cum jam per liypothefin pro quovis arcu debeat efle Sin g:= (p
-f b(p2-f c<£3+ d$4H-—---—-- h p<2n4-q 2n +*:

3. Erit etiam Sin A<p=r,Aip-fb A(3>24—CA <p34-—d A$44-— - - - -
-fqQA*?2n+s.

4. Porro eft Cof A<pt=(i— SinA"PZ)_ , unde evidenter elucet,
Cof A<P aequari certae feriei, cujus terminus primus eft unitas, reliqui
vero termini poft primum ordine fequentes aequales funt produftis ex
Sin A$2. Sin A 4, Sin A(p6, etc. in quospiam coefficientes independentes
a Sin A<P2 (52. §0 °b (3) Per (34— 8¢) debebunt ergo dari aliqui coef-
ficientes k, I, m, etc. independentes a A <p, pro quibus fieret

CofAipni-fkAN-HAN + mAcp4" etc*

5. Differentia A Sin <£:=:Sin (<€E+ A<p) — Sin<p debebit effe ob (2) per
(33+8+)

A Sin be oo+ 3cg*d-ban -j----a-2np<p2an=1d 2nd-iygEszn) Aty
-f «A<p2+ /3A(p3—fyA(p4+ NA(p5-f etc.
6. Si autem fin (<P4—A<P) determinetur per (i) (4) (3), tum fubtra-
hatur Sin ; obtinebitur pro differentia
ASin<p~Cof<?> . ACp+ (kSin<P + bCof<p) A(p2+ (ISin (p+ cCof”™) A 0*
4- (m Sin (p+ dCof<g) A (p4 b etcx
7. Quare, cum feries (5) (6) inter fe aequari debeant, divifaeque

etiam per A (p femper fint futurae aequales, quidquid fit differentia A(p;
dabunt illae per (25. §)e

Cof 14-2b p4- 3« Qf + 4d (p34--------- h 2np<gRll- 14- 2n4-1)q<Zre

57. Cor-
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57. Corollarium |.

Ex liac porro ferie aliam pro Siti (p fimili modo licebit elicere. Si
enim <pcrefcat differentia A<p, crefcet Cof < differentia A Cof~=: Cof(<p
+.A(p) — Cof(p (18. 20. §.), quae ob (56. §..7. n) per (33, §.) erit

1. ACof 9= (2b +2.3c<p + 3.4d(p2-F--—--—---—--—---- h(2n—-1) 2n p~2U-*

-f2n(2n-fi)g<pzl~x\-etc) A(p+aA<p2-f/3A<p3~fyA<p4—f etc.

Et fi Cof (>+ A <E) per (56. 8. n. 1.4.3.) determinetur; erit, fub-
trafto indidem Cof <p

2. ACof<p=— Sin <pAp+ (k Cof<p— hSin<p)A<p4-(ICof<p—CSin<p)Ap*
-f- (m Cof<P — dSin<p) A<£4 -f- etc.

Adeoque, quia feries (1) (2), etiam per A(p divifae, pro quavis pof-
fibili differentia A(p inter fe aequari debent, erit per (25. §.) fa&or dif-
ferentiae A (p in (1) aequalis faftori — Sin(f> ejusdem differentiae in (2),
proinde Sin <p=;— 2b— 2.3 c<p— 3*4d<P*------rmmemm- (2n— 1) 2np(pan“z
—2n(2n+ i)g<p2n~x— etc.

58. Corollarium 1.

In feriebus aequalibus finum ejusdem arcus (p exprimentibus (56. 57. §.)
deberet ergo effe — 2b= o, et — (2n-fi)(2n-t-2)r=:p, denotante r
coefficientem potentiae (p211+2 in ferie pro Sin(p (56. §.) per (29.8.): igi-
tur effet b= o, etr= — p:(2 n-f0(2n+ 2), unde neceffario fequitur,
coefficientem b potentiae (p2 in ferie pro Sin c¢p (56. §.) aequari nihiio, et
coefficientem r cujuslibet potentiae <pzn +2 exponentis paris in eadem ferie
aequari debere nihilo, fi coefficiens p potentiae <P2n proxime inferioris
exponentisque paris eft aequalis nihilo. Series ergo in (56. §.) affumta
non poteft fubfiftere, nili coefficientes omnium potentiarum <2, <4? (p6f
(p8 et lic porro aequentur nihilo.

59. Problema.

Invenireferies aequales finui et cofmui dati cujuscunque arcus

Solutio.
Sumtis interea indeterminatis coefficientibus C, E, — - Q, S, etc.
ponatur per (56. 58- 57* § ).
L Sin <p:=<p+ c dst E<p*-f fQ<P" +1+ P2n+5
2. Cof (p=r1+ 3C (p--f5E$4 -—— + (2n+i) Q*2n-f (2n+3)S(p2n+2
3. Sin<p=— 2.3CCp------------- 2n(2n4-i)Q<P2ul— (2n+2) (2n+3) S(p*n+l.
Volumen 1. D la
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In fertebus (i) (3) inter fe aequalibus erit per (29. 8.)— 2.30=1,

et generatim — (2n+ 2) 2n-f3)S= Q: igitur
1;et S— - (%
2.3 (2n + 2; (2n-f-3)

Hinc facile determinantur valores fingulorura cocfficientlum 'pro ferie

(i), et eo ipfo etiam pro altera ferie (2): pro iis idcirco debebit effe

sin P~ D— B v B _ & !1___ 1 -_---------(?%--1-)3 ----- —
1.2.3r 1.2.3.4.5 1.2...7 "' HLi.2.3 ,..(2n+i)
Cof— x— ——1-— — 4 . 1 £m'-
1.2 1 12.3.4 2...0 * _Tl 1.2.3 ...2n

60. Problema.

Datofinu arcus Q invenire feriem aequalem ipfi arcui <P*

Solutio.
X
r. Sit Sin z; erit Cof — z2)*: per (52. 8.) reperietur ergo
fequens feries.
— 1 11ez21 1.3 "1 . 1.3.5-——- Car— Qz*~
1 2 1 2.4 "M “>2.4.6 - - —-mmmee 2r
2. Ponamus jam, debere fieri $ z-fAz2+Bz3+ Cz4+D zs4*E z5
I 1P22r”*+ Qz2r+ Rz2r+I1+ 822r+14-etc.
3*

Hinc, fi Sin crefcat differentia Az, debebit arcuscrefc
re differentia (33» §.) s=r

s=IAVp— (r+2 Az -3*3Bz1-|-4C234*5D24-}-6 E zS-|-—-—- L(2r— i)Pz2r-2

-f 2rQ22r"'I+ (2r4-i)R22r+ (2i-f2)Szar+1+ etc.) Az + <<A22-f/3Az3
-fyAz4 + etc.

4sed eft, ob z~rSin~, Az*® Sin(~-f A(f>)— Sin<pt=Sin(pCofA(P

+ Cof<p Sin A (p— Sin(p> (5. §. 1. Schol.): quodfi ergo Cof Acp, Sin A $

exprimas per feries juxta (59. §.), invenies, pro certis coefficientibus
k, 1, m, etc. debere efie

Az* Cofcp.A(?+k Acp2-f IA<E>]-f mA(?>4-f etc.

5 Quamobrem in (3) (4) habebimus pro quibusdam coefficientibus

K, L, M, etc, independentibus a A<P (34. §.)
A(p:=;(1-f2Az - f ——-- + (2r+ 2)Szzr+r) Cof .A<p+ KAip2+ LA<pH etc.
4 Hinc
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Hinc, quia aequatio haec, etiam divila per AQ, pro quavis differen-
tia A debet iubfiftere, neceffario fequitur, unitatem aequalem fa&ori
ipfius A$ in primo membro aequari faftori ejusdem differentiae in altero
membro (24. confequenter debere etiam effe

~ = 1-f2Az + 3BZ2+ 4Cz5+ 5DZ4+ 6Ez5-f--— + (2r— 1) Pz2r~*

-f 2rQz2r1-f(2 1+ 1) Kz2r+ (2r-f2)Sz2r+x

6. Hac modo nafcuntur binae inter fe aequales feries (i) (5), quarum
idcirco coefticientes per (29. §.) coaequati dabunt

A;=0; B= — ;C=0,D=]—" ;E=o0;

Q=0; r~ 1-3

2.4.6 -
et pro his valoribus debebit effe in (2)
, \.7v, 13.zs, , 1.3, 0. (2r—i>z4r+I
T ‘2.8 '2.4.57 FTT _12.4-—2r(2r4-i)

61. Theorema. .
Quaelibet potentia polynomii A za4-B zb4-C zc4-D zd4- etc. =:Z, ft«
A, B, C, D, - a, b, c, d, etc. fint quaecunque quantitates independm-

a variabili z , aequatur alicui polynomio Jimilis formae»

Demonftratio*

1. Si binomium Aza4-Bzb elevetur ad potentiam exponentis m, quis-
quis fit is, rationalis aut irrationalis, debebit haec potentia aequari certo
polynomio formae in theoremate determinatae (527.).

2. Supponamus porre, quamvis potentiam polynomii X — Aza4-sz
4- Czcl-----mmmmmm- HPzP habentis terminos numero n aequari alicui polyno-
mio fimilis formae.

3. Sumto adhuc uno termino Qz'!, habebimus per (52. §.) pro certis
coefficientibus x, /3, y, etc. independentibus a z.

(X40z gm=" Xmd-«Xm- x QzidBxm* 2 Q2z2*4 y Xm* 3. Q3% 14- etc.

Cum igitur fingulae potentiae X m X™""1, X m“ 2 etc. aequentur poly.
Comiis formae Aza4—sz4—Czc4— etc., ob (2); necefle eft, ut eo ipfo
etiam potentia (X 4" Q zg)m aequalis fit alicui polynomio fimilis formae.

Hianam (1) 2) 3) per (31, §8.) evidenter fequitur, quod erat demon-

ftrandum.
D 2 - 62. Cco-
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62. Corollarium.-

Facile ex natura operationum algebraicarum colligitur, quotcunque
fun&iones formae A za-4-sz+ Czc-{-172ﬁ4*etc. feu illae in unam fum-
mam addantur, feu fubtrahantur ab invicem, feu inter fe multiplicentur,
aut dividantur, femper generare aliquam funftionem fimilis formae : quare,
cum praeterea omnis potentia talis fun&ionis, quisquis fit ejus exponens,
rationalis vel irrationalis, aequetur alicui funftioni formae fimilis (6i. 8.),
liaud difficulter demonftratur, omnem functionem algebraicam unius varia-
bilis z, fra&a illa fit, vel integra, rationalis vel irrationalis, aut ex illis
et liis quomodocunque compofita, aequalem eiTe aldicui feriei formae Az 4
4-B zb+ Czc4-etc.

63, Theorema.

Omnis funffio, algebraica, logarithmica, trigonometrica, et ex his
gUacunque ratione compofita, unius variabilis v aequalis ejl certae feriei for-
mae Ava4-Bvb4-Cvc4-Dvd4- etc.

Dem onflra 1lo.

1. Demonftravimus, finum et cofinum cujuslibet arcus variabilis v
aequalem efle certae funftioni algebraicae ejusdem arcus, determinatae per
feriem variarum potentiarum hujus arcus (59* 5¢SO * cum igitur omnes re-
liqguae funftionesut Sinus verfus, Cofinus verfus, Tangens, Cotangens,
Secans, Cofecans, certi arcus per Sinum et Cofinum ejusdem arcus per-
fefte pofiint determinari (5. §. 1. Schol.); certum eft, omnes has funttio-
nes todidem funfrionibus algebraicis variabilis v aequari.

Ex iisdem principiis, cb (60 §.), patet eadem ratione, quemvis ar-
cum variabilem v aequari pofle certae funttioni algebraicae fuifinus, vel
cofinus, finus verfi, cofinus verfi, tangentis, cotangentis, fecantis, vel
cofecantis,

2. Porro demonftratum eft, logarithmum cujusvis variabilis v— \-\-z
aequari certae funftioni algebraicae ejusdem variabilis (35. §.), et Vacquari
certae fun&ioni algebraicae ipfius logarithmi Iv fpefrati inftar quantitatis
variabilis (39. 8.)> quod deinde ad quantitates exponentiales extendimus
(49- §)

3. Ex Hs vero manifeftum fit, omnem funttionem logarithmicam, tri-
gonomp”ricam, et quocunque modo ex funftionibus his et algebraicis com-

* pofitam, aequari certae fun&ioni algebraicae: confequenter debet quaevis

fun&io
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fun&io variabilis vr algebraica, trigonometrica, logarithmica, et quoquo
modo ex his compofita, aequati alicui feriei formae A v* + B vb-f Cvc
+ D vd+ etc- quidquid fint coefficientes A» B, C» D, - - - et exponentes
a, b, ¢, d, etc. independentes a v, et quisquis fit numerus terminorum ejus
feriei (62. 8.),

64. Corollarium 1,
Si yldenotet valorem , quem funftio y:= Ava—j—Bvb4-—Cvc4—Dvd—f—etc..
variabilis v indueret, fi haec augeretur quantitate cc; erit y,~:A(v-|-w)a
4-B(v-f*ctr)b-}-C(v+ w)c-f- etc.: igitur per (52. §.)

( Ava4—— Ava.',.»4 —————————— L?(izzl2rr’\rli il-Avy™ -

| ol 1 1.2 - - - - -7
uitlt 2~ n b-r gt rbb— 1)-———- (h— r + I)Bvb~ra>r
+Bvb+ — Bvb ° q--eee- 11.2 . . 4
r = ,+cvc+-"-cv -1 w:.. T -'1"'-Cf-rt ")CvC~r'"
V+DvJ+ A DVJ-. m+. . .+ V.IlL.)— rd-r+ QOv~™.."'
i 1 '1.2- - -- -

C-f etc. etc. - - - __ etc-

Haec igitur formula exhibet expre/ftonem generalem valoris, quem
data quaevis fun6tio y variabilis v eo cafu deberet obtinere, fi haec quan-
titate u augeretur, ficut feries A va+ Bvb+ C vc4-D vd-f-etc. generatim
datae cuivis fun&ioni y variabilis v poteft aequari (63. §.).

65. Corollarium 2.
Cum autem prima feries verticalis in (64. §.), eius terminis in unam

fummam colleftis, exaequet ipfam funftionem y, fecunda vero feries ver-
aAv3-1
[ 3omios

ticalis aequalis ﬁ)t proélugto «a? pro ct =
dDvd—I ,

~ p etc.; cumque tertia feries verticalis fit indeterminata, ita

ut ex illa omnes feries verticales, poft primam ordine fequentes poffint

determinari, fi fucceffive fiat r ~ it r~2, r— 3, r;=4, etc.: evidens

eft, effe yTz=y + a&r+/3w2-fy\/\B-M «4+ etc. literis ,8 y, <, etc. ejus-

modi quantitates, ab ia independentes denotantibus, ut quaevis illarum ex

proxime praecedente eadem prorfus lege pofiit determinari, qualege quan-
titas « determinatur ex ipfa funftione y ('64. §.).

D 3 66.Co.
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66. Co rollarium 3.

Quidquid fit variabilis v, abfoluta, aut aliqua funftio cujuspiam varia-
bilis abfulutaex, neceffe efl:, ut, dum variabilis abfoluta, ad quam futi-
ftio y variabilis v relata fit, certa differentia augetur, v valorem aliquem
V_j_Av, et y certum valorem y1 obtineat (19. §.): ficut ergo quaevis
data funfrio y variabilis v alicui feriei formae Ava-f Bvb-f Cvc-f Dvri-f etc.
aequatur (63. 8.)> fic quoque debet differentia Ay cujusvis datae functionis

y variabilis v aequalis effe certae feriei formae aAv -f /BAvl -f 7A V3

-> 6 A v4d + etc., literis a, /3, 7, etc. quantitates independentes

aAv, et per ipfam funftionem y ita determinatas defignantibus, ut fit
| av*-* . bBvb-1 , cCvc"* , dDvd"r ,

K. a _ — { — 1 — -\

guantitatum Kk, f3, y, tf, etc. ex proxime praecedente, nimirum / ex a,
y ex/3, £ex -y, etfic porro, eadem prorfus lege poffit derivari, qua quan-
titas a derivatur ex fun&ione y (64. 65. §.).

67. Corollarium 4.

Ceterum per fe liquet, feries, quarum uni fun&io y variabilis v, alteri

vero ejus differentia Ay aequatur (66. §8.), feu illae conftent terminis nu-
mero finitis, feu in infinitum excurrant, valoris efle finiti, quamdiu ipfa

funttio y , et differentia A v variabilis v finita eft.

CAPUT
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DE
NATURA ET INVENTIONE RATIONUM

DIFFE RENTIALIUM

68. Definitio.

(Quantum variabile Z crefcens continno aut decrefcen? eo propius accedet
ad determinatum aliquem valorem V, quo minor fuerit differentia inter
illud et hunc valorem; et fi haec differentia poffit evadere minor data quae-
vis quantitate homogenea; erit V Limes feu Terminus quanti variabilis Z

crefcentis continuo vel decrefcentis.

69. Defini tio.

Ratio variabilis Z: X continuo crefcens vel decrefcens eo propius accedet
ad aliguam determinatam rationem u:v, quo minor fuerit differentia inter
illam et hanc rationem: erit autem ratio determinata u:v Limes feu Ter-
minus rationis variabilis Z : X crefcentis continua vel decrefcentis, fi dif-

ferentia inter has rationes poffit evadere minor data quavis ratione.

70- Corollarium.

Ex (68. 69. §.) et natura rationum geometricarum facile colligitur
differentiam inter rationem variabilem Z:X et rationem determinatam u:v

poffe fieri minorem data quavis ratione, fi differentia inter exponentes
N

1
— harum rationum fleri poteft minor dato quovis exponente, ad-

eoque rationem u:v exhibituram limitem rationis variabilis Z: X crefcen-
tis continuo vel decrefcentis, fi exponens prioris rationis fuerit limea ex-

ponentis rationis pofterioris,

71. Theorema*
Dato quanto P magnitudinis determinatae, et alio U, quod aequetur

limiti quanti variabilis Z continuo crefcentis vel decrefcentis; erunt fraffiones

u P . o X P
y -0- limitesfrattionum variabilium -p ->-y- *

Demon-
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Demonftratio.

Neceffe eft, utextet differentia D, quae minor pofiit fieri dato quo-

vis quanto, ec pro qua femper fit Zt=\J+ D (68. §¢), confequenter

Z __ U__ i JD_ p _ p PD_
P ~P -ip™*2Z ~ U + U2tUD*
Cafu primo eft -5. differentia inter et -jj y eaque poteft fieri

minor data quavis quantitate u: cum enim per hypothefmpoffit fleriD<Pu;

poterit queque fieri -2- < u. Cafu altero eft gr~rr~nb differentia inter

P P . .
-Z’\_-et vIrJ-» '‘eaque poteft minor evadere data quacunque quantitate u:
]|

U2a
nam per hypothefin poterit fleri D <pp=r— hinc etiam PD=j-uUD < U 2u,
? S. .PD .
eoque Ipfo etiam jjrqrjjp<u.

72. Corollarium.

Si quantum U fuerit limes quanti variabilis Z crefcentis continuo vel
decrefcentis, deturque quodcunque aliud quantum homogeneum P deter-
minatae magnitudinis; erunt rationes determinatae U:P, P:U Ilimites ra-
tionum variabilium zZ:P, P:Z (71.70. 8.).

73. Theorema.

Si quanta U, V exhibeant limites quantorum variabilium Z, X, cref-

centium continuo, vel decrefcentium, feu ambo crefcantfimul, vel decrefcant,

. u . . Z
aut crefcente alterutro decrefcat alterum; erit quotus limes quoti ~
w X

Demonflratio.
Dari debent differentiae D, d, pro quibus femper fit Z=:UHhD, et

+ ita ut differentiae D, d poflint minores evadere datis quibus-
libet quantitatibus homogeneis (6g. 8.)*= habebimus igitur
Z UxD__ U .+ VD+Ud
X vV + d vV T V:VvVd *
) ) ) ) z TJ )
Hinc autem elucet, differentiam inter -~~et -y “ feu prior quotus
. n i i i +VD+Ud
major, leu minor poftenore, generatim eile ~uae porent

» fieri
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fieri minor data quavis quantitate u. Cum enim poflit evadere D<|-uV,
»d<J-V, adeoque DVCf-uV2, dU<]uVa, duVv 3suv*;

poterit etiam fieri DV4-dU4-duV<uV™*; igitur a fortiori generatim

+ DVATdUNfduV<uVS hinc - <u.

74. Corollarium.

Cognitis limitibus U, V duorum quantorum variabilium Z, X; erit
ratio U :V limes rationis variabilis Z:X (73.70. 80.

7$%. Theorema.

Datis quibuscunque quantis finitis P, Q, R, S, T, etc. independentibus
a quantitate variabili w, pojjibilis erit valor hujus variabilis, pro quo fieret
Pw>Qw2-fRo)3-fSw4+ Twb+ etc., exijlente P quanto jpofitivo, quidquid
fint reliqua quanta.

De monft ratio.

1. Conftat, quantitatem variabilem « in determinatione produftorum
Pw> Qor, Rtc3, etc. inllar certi numeri confiderari poffe, qui nimirum aeque-
tur exponenti rationis ejusdem quantitatis ad quantitatem pro ipfius men-
fura aflumtam.

2. Porro certum eft, quovis quanto finito majus effe poflibile; et,
datis duobus quibuscunque quantis M > v, poffibilem effe numerum inte-
grum n aequalem denominatori partis aliquotae M5 quanti majoris M,
quae minor fit quanto v. m

3. lam vero pro pofitivo quanto P fupponi poffunt religua omnia quan-
ta Q, R, S, T, etc. effe pofitiva: fi enim in hac hypothefi fieri poteft
P w> Qca7|4-RW’ + S»44~etc.; poterit id a fortiori eo cafufieri, quo ali-
qua quantorum Q, R, S, T, etc. fuerint negativa. Quomodocunque autem
dicantur crefcere, vel decrefcere, aut alterne crefcere et decrefcere quanta
finita P, Q, R, S, T, etc.; femper erit poffibile quantum Z majus finguiis
his quantis (2), pro quo idcirco fieret.

Z (u2 f-«3+ "44etc.)> Q»24-Rw34Swa4 etc.

4. pro quovis porro numero « (t) eft Zw5>Z(ar 4-«3+ «r*+ etc.)
N2
(1— o»), hinc T N >Q N 4*Rw* 4*Sw4 4*etc., ob (3).

Volumen U E 5*Cum
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5. Cum igitur poflibilis debeat efle numerus ut=:£ , pro quo fieret

Zcp
P >(P+ Z)«x ob (2), hinc Pw > mmi- - ; deberet efle pro eodem numero
etiam P» > Q + Rwd+ S + etc., ob (4).

76. Corollarium .

Pro quibuslibet quantis finitis 4, M, N, O.etc. independentibus a

variabili @ poflibilis eft valor hujus variabilis, pro quo fumma Mw + Nwl
-f-Ow3+ etc. minor fieret dato quomodocunque parvo quanto /X,

nimirum
pro illo numero,

pro quo edet pu> M & + N «3+ O w4-f etc. (75. §8.).
77. Corollarium 2.

Affumto quoque indeterminato numero integro pofitivo r fieri poterit

Pur> Q wr+,4-Rwr+:+ Swr+J+ etc. prQ certo valore variabilisw (75. §.)e
Hinc autem facile perfpicitur, cur fit impoflibile,

ut pro quantis K, L, M,
N, etc. finitis independentibus a variabili

u, et pro quovis poflibili valore
hujus variabilis, fumma K wr+ L wr+1-f Mar+a-f N «r+3-|-etc.

fit valoris
pofitivi aut negativi,

quin primus terminus Kwr habeat valorem pofitivum
vel negativum.

78. Corolla-rium 3.

Fun&io Ma>+ Na>2+ Ow’ + etc. = F eft differentia inter U etU -fF:
quodfi ergo U, M, N, O, etc.

fint quaecunque quanta finita independentia a
variabili «,

quae continuo decrefcere cogitetur ; erunt quantum U et ratio

U :i limites, ad quos fun&io U-fF et ratio (U+ F):i

eo propius acce-
dent, quo magis decreverit u (76. 72. §.).

Scholion 1.

Quod hic fa&um eft, in fequentibus conftanter obfervabitur, quanta

nimirum, quae nonnunquam heterogenea effe videntur, inter fe compara-

buntur: fic generatim differentiae omnium funttionum variabiliumque abfor

Iutarum inter fe erunt comparabiles, licet eae quanta heterogenea, puta

lineas, fuperficies, folida, tempora, celeritates, etc. exprimere videantur.

Quaelibet nimirum funftio y , ejus differentia Ay, et differentia A x varia-
bilis abfolutae, ad quam illa refertur, cenferi poteft exhibere exponentem
rationis geometricae quanti, cui ea deberet aequari, ad quantum pro ipfius

menfura affumtum, quo ipfo omnes expreffiones proy, Ay, Ax, ut numeri
abftra&i, redduntur inter fe comparabiles.

SchoO
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Scliolion 2.
Pari prorfus ratione poteft demonftrari, pofiibilem effe valorem varia-
bilis w, pro quo et dato quovis numero integro pofitivo m, quibuslibet quo-

que quantis pofitivis K, L, IVl------—--- U, V, fiat wmESKw!'"1+ L
———————— Uw + V. Poflibile eft enim quantum Z rmjus fingulis
quantis K, L, M, --—--- U, v feorfim fumtis, pro quo idcirco, pofita fum-
ma Kwm-I+Lwm--J -f - - - - Uw+V — S, fieret Z 1-f- uin~'1
2 _ "
------------ b wl+ w°) >S: igitur etiam — mme >S et a for-
tiori — ~ r > S. Quare, cum poifit fieri w>Z + i, hincwm> LJZW

poterit etiam fieri »m>S.
79. Definitio.

Sit y quaecunque funftio variabilis abfolutae x, et Ay ejus differentia
debita differentiae Ax (14. 8 ). Poffibileeft, ut, differentia Ax continuo
decrefcente (15. §.), ratio Ay:Ax eundem perpetuo valorem retineat,
(e.gr. fi fit y = ax, hinc Ay = aAx,et Ay :Ax=;a: 1): verum plerumque
fiet, ut eo cafu ratio Ay:Ax continuo mutetur, crefcat nimirum, vel de-
crefcat. Ratio conftans, cui ratio Ay:Ax differentiae fun&ionis y ad dif-
ferentiam variabilis abfolutae x, ad quam ea fun&io refertur (4. §.), per-
petuo manet aequalis , vel, fi haec ratio fit variabilis, limes, ad quem ratio
Ay:Ax, differentia Ax continuo, decrefcente, propius femper et propius
accefferit, vocabitur Ratio differentialis funftionis y, cujus exponentem
figno ey exprimemus. Methodus inveniendi rationes differentiales fun-
ftionum eft Calculus differentialis.

go. Corollarium r.
Quantitas conftans C nullius rationis differentialis eft capax, quocirca

ponetur hujus exponens eCz=.0 (16. 79. 8.).

8l. Corollarium 2.

Cum y= x det Ay = Ax, hinc Ay:Ax~i:i; patet, itr effe
rationem differentialem variabilis abfolutae x, ejusdemque exponentem
ex=1j (79, .,

8a. Corollarium 3.
Si differentia alicujus fun&ionis u relatae ad variabilem abfolutam x

ita dependeat a differentia Ax, ut pro certis quantitatibus finitis P, A, B, C, etc.
E 2 inde.
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independentibus a Ax Ilit Au := PAx-f- AAx2+ BAx5+ CAx4 4- etc.
(66 67. 8.), hinc Au: Axs=(P + AAx-fI-Ax2+t'Ax34-etr.) ;1 eritP;i
ratio differentialis funttionis u, et ejus exponens €U= P (79. 73. 8.).

83. Tlieorema.
Cuivis funffioni y relatae ad variabilem abfolutant X debetur aliqua ra-

tio differentialis, cujus exponens Sy aequalis ejl quantitati finitae per ipfam
funttionem y certa lege determinatae.

Demonftratio.

Quidquid fit funttio finita y variabilis abfolutae x, necePCe eft, ut extenfc
quaepiam quantitates et /3 y, < etc. pariter finitae per ipfam funttionem y
Certa lege determinatae, pro quibus fieret (66. 67. §.) Ay =cc A x + j3A xft
-fyAx34-~Ax4-f etc.: igitur eyt:X (82. §)

84. Corollarium 1»

Quaelibet funttio z valoris finiti relata ad variabilem abfolutam x ita
debet efle comparata, ut ejus differentia Az pro quibusdam quantitatibus
finitis k, 1 m, etc. independentibus a Ax atque per ipfam funttionem z

perfefte determinatis aequetur feriei £zAx-fkAx2+ IAX, 'fm Ax44-etc.
'<83- S0- o
85. Corollarium 2.

Quamobrem, fi ez fuerit valoris pofitivi vel negativi, indicio id erit,
etiam Az~6zAx4-kAx2-flAx3-f*m Ax44- etc. pofitivi efle vel negativi
valoris (84. 77- 8¢): cum igitur fit A ztzzz1— z/ adeoque zx>1z vel z*<z
pro pofitivo vel negativo valore exponentis «z; neceffe eft, ut funttio z,
crefcente variabili x, crefcat vel decrefcat, prout ez eft pofitivi vel nega-
tivi valoris (20. 8.).

86. Corollarium 3.

Pro vy Axa—fob—foc4*etc. elTet a a Ax8*1 + bBxb"*
+ cCxc'',+ etc*et Neo etiam fiyt=aAxa"'x+bBxb",x4-cCxc"*, -|- etc*
(83- 66. &)

87. Corollarium 4.

Sed etiam denotante v quamcunque funttionem finitam variabilis abfo-
lutae x extabunt certae quantkates finitae P, Q, R,etc. independentes a
Av, pro quibus differentia cujuslibet funttionis u datae per variabilem v fie-

vet Au=PAv4-QAva+R Av3+ SAv4 + etc. (66. 67. §.); cum igitur
Av
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Av aeqnetnr alicui feriei ev Ax + kAx2t 1A x3-f etc. (84-§-)> patet, de-
bere dari alios finitos coefficientes M, N, O, etc. independentes a Ax, pro
quibus ob (34. §m fieret Au"=P6VvAX-fMA x2+ NAXx3+ 0 Ax4+ etc.,
et ideo «u=Pev (82.8.).

88* Corollarium 5.

Pro u~=Ava+Bvb4-Cvc-f'etc. et quavis funftione v variabilis abfo-
lutae x efifet P~=a A va“,lI-f-bBvb“'l -f-cCvc” x-f etc., et gu”™: P«v
(87- 66. §.).

89. Corollarium 6.

Hinc generatim pofTumus ftatuere, exponentem rationis differentialis
cujusvis funé&ionis <p datae per variabilemz, fi ejus differentia pro certis
quantitatibus p, g, r, s. etc. independentibus a Az fit A(pz=pAz-fqgAz*
-frAz3+ sAz4-f etc., debere elle e<p”™=:pez, ita ut exponens ez aut
unitati, aut alicui quantitati finitae aequetur, prout eft z aut variabilis
abfoluta (4. §.), aut certa funftio alicujus variabilis abfolutae (83- 87- §e)e

90. Theorema.

Exponetis rationis differentialis pvoduSCi CZ ex quacunque funftione Z
variabilis abfolutae x in quantitatem conflantem C aequatur produfto ex ex-
ponente rationis differentialis funftionis Z in eandem conflantem Cf feu, efi
t,CZt=.CeZ.

DemollAratio.

Eft enim A.CZ= CAZ (21. §.) z=Ce ZAX -*Ck A x2+ ClAX5

+ cmAxa-f etc. 84-50= igitur e.CZ1=CeZ (82. $.).

91. Theorema.
Exponens rationis differentialis fummae Z - fC quantitatis conflantis C et
cujuscuttque funftionis Z relatae ad variabilem abfolutam x aequatur expo-
nenti rationis differentialis ejusdem funftionis Z, feu efi e(Z + C):=eZ.

Demon Aratio.
Cum fit A(Z-fC)— AZ (21. §.)m:= «ZAx-fk Ax24-1Ax3+ mAx4
+ ete. (84-50> debet effe «(z+ C)=£2 (82. 5.).

92. Theorema.
Exponens rationis differentialis fummae plurium funftionum P,Q,R, - VA
unius variabilis abfolutae X aequaturfummae exponentium rationum differen-
E 3 ) tialium
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tialium Jtngulis his funRionibus debitarum, feu ejl e (P -{-Q-J-R-J---—-—- + Z)
+ L £ N*
Dem onftr atio.
Per C22, §m fieret: A (P + Q4*RH- -------------- I-ZN=:AP4-AQ4'AR
n - AZ: igitur pro certis quantitatibus K, L, M, etc. independen-

tibus a AX deberet fieri A (P 4-Q4-R4 -------- }-Z):=:(eP4-eQ 4-ER4 --------
4. 6Z)Ax4-K Ax2+ LA Xx3+MAx4+etc. (04-8VU» eoque ipfo «(P+ Q

+ ---+4+ Z>=eP+*Q + -- + sZ (82. §0-

v 93. Definitio.

Quam in (79. 8+) definivimus, vocetur prima ratio differentialis fun-
ftionis y relatae ad unam variabilem abfolutam x: tum fecunda ratio diffe*

rentialis functionis y fit aequalis primae rationi differentiali exponentis
primae rationis differentialis funCtionisy : et fic generatim quaevis m*»

ratio differentialis funflionis y aequetur primae rationi differentiali expo.
nentis proxime inferioris, nimirum (m—31'jeftmae, rationis differen-
z

ror+i/
tialis functionis y, ita ut, {ignissy, ey, ey, - ey, ey denotantibus
exponentes rationum differentialium, primae, fecundae, tertiae, et fic
a 3 2 t+r r
. porro, fun&ionisy, fit gy = e.ey; eyz=e.sy; — - ey = e.fcy.

94. Corollarium.

Conceffa methodo inveniendi exponentem primae rationis differentialis
cujusvis aflignabilis funftionis, habebitur eo ipfo methodus determinandi
exponentes rationum differentialium omnium ordinum (93. §.)e

Scholi on.
n

Attendat tyro, ne exprefliones Ey, eyn, e.yn inter fe confundat;
Expreffio enim re1y denotat exponentem ntae rationis differentialis fun-
ftionis y: £y" autem tantundem ac (ey)n fignificat, nimirum ntam po-
tentiam exponentis ey primae rationis differentialis funCtlonis y: et £.y"
ictem, quod «(yn)* indigitat, nimirum exponentem primae rationis diffe-
rentialis ntae potentiae furiftionis y. Quod autem ad fignhum e generatim
adtinet, cenfebitur id illam duntaxat totam quantitatem afficere, cui imme-
diate fuerit praefixum, nulld interje&o figno, aut punfto interpofito: fic
e. gr. expreflio e.zey denotabit exponentem primae rationis differentialis
funftionis perzey expreffae; contra ezey denotabit produ&um ex ex-
ponentibus ez, sy rationum differentialium debitarum funé&ionibus z, y.

Sic
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Sic quoque e.z>/"(l— z2) exprimit exponentem rationis differentialis fun-
ctionis z/ (i— z2, et sz/ (i— z2) denotat produ&um ex exponente

«z rationis differentialis funftionis z in fun&ionem \f(i— z2).

95. Theorema.

Exponentes fy , gz rationum differentialium functionibus aequalibus
y — Y-f-A, z~Z-f-B «m/ns variabilis abfolutae x debitarum debent effe inter
fe aequales.

Demonftratio.

Quidquid fint conflantes A, B; eriteytrzeY, ezx=eZ (91. 8.), et
Ay=Az, fi eft y»=2z(23- §.): P™ certis coefficientibus k, 1, m, -
K, L, M, etc. independentibus a Ax; erit ergo gyAx + kAx2 4 1Ax3
+ mAx4-f etc. zZAx-fK Ax2-f LA x3-{-MAx4+ etc. (84. §)> qu°d
eft impoflibile, quin fit « y ~ £z (29. §.).

96. Theorema.

Si vero partes variabiles Y > Z duarum functionumy :=Y + A, z” Z+B
unius variabilis abfolutae x fint inaequales, quidquid fint partes conflantes
A, B ; erit exponens rationis differentialis functionis y habentis majorem par-
tem variabilem, major exponente rationis differentialis alterius funffionis z»
nimirum ey > ez.

De monfl ratio.

Suppono partem variabilem in quavis fun&ione y et z a parte conftanti
perfe6te effe feparatam, ita ut e. gr. in funttione y refoluta in feriem (63.8.)
A denotet fummam illorum duntaxat terminorum, qui carent variabili x,
et Y exprimat fummam reliquorum terminorum comple&entium variabi-
lem x. Sic fi eflety:r=Y-f- A:= (a-f x)2+ 2b, cum fit (a-f x)2* a2+ 2ax
4-x2; deberet effe pars variabilis Y =2 ax + x2, et pars conftans
A=ald-2p

Hoc praemiffo manifeftum fit, non poffe effe Y > Z, nifi detur tertia
aliqua funttio X variabilis x, pro qua fitY:=Z4-X: igitureY~=e Z 4-eX
(92. 8.), hinc*Y>£Z, et ey>ez (91. 8.).

97. Corollarium 1.

Quoties exponentes ey, sz rationum differentialium debitarum duabus
funftionibus y, z unius variabilis abfolutae x inter fe aequales fuerint; to-
ties debebunt effe etiam aut integrae funftiones y, z, aut faltem illarum

partes
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partes variabiles inter fe aequales (96. §.): eapropter eft abfolnte impof.
fibile, ut determinatus quispiam exponens rationis difFerentialis pluribus
functionibus refpondeat, quarum partes variabiles, non forma duntaxat,
fed etiam magnitudine a fe invicem differant.

9S* Corollarium 2.

Si vero exponentes ez>sy duarum rationum differentialium debita-
rum funftionibus z, y unius variabilis abfolutae x fuerint inaequales; erit
quoque pars variabilis funftionis z , cui major exponens refpondet, major
parte variabili alterius funftionis y (95. 96. §.): et ideo eft abfolute irn-
poffibile, ut certa funftio plures rationes differentiales recipiat, quarum ex-
ponentes, non tantum forma, fed et magnitudine a fe invicem difcrepent.

99. Definitio.

Si y= Z fit aliqua funCtio variabilis z (e. gr. y!=i— z2), poterit
quoque z fpeftari inftar certae funftionis z”~=:Y variabilis y, quae per
aequationem y:=2Z eft determinata (in affumto exemplo erit ea funCtio
z=/(i— y)* determinatio funftionis z := Y variabilis y per funCtio-

nem y:=Z variabilis z vocari poteft inverfio funftionis y,
100. Corollariutij.

Si data quaecunque funCtio y=uZ variabilis z inverfa generet functio-
nem zt=:Y variabilis y; erit y refpeftu funftionis z~=Y aut Variabilis
abfoluta, aut aliqua funftio cujuspiam variabilis abfolutae x, prout fuerit z
refpeCtu funftionis yt:Z vel variabilis abfoluta, vel certa funCtio variabilis
abfolutae x (99. 4. §¢): erit quoque funCtio y = Z ita connexa cum fun-
ftione zt=Y, wut, dum pro quopiam valore v variabilis z ejus funftio
yrrsZ certum valorem V induerit, valore V tributo ipfiy, tanquam quan-
titati variabili, ejus funftio zt=Y valorem v debeat obtinere (99.

101. Problema.

Si data quaecunque funftio yu=2Z variabilis z invertatur, ut z=:Y fiat
certa funftio variabilisy (99. ;  determinare relationem ititer expo-
nentes rationum dijferentialium, datae functioni y — my variabilis z
et alteri per Ulius inverfionem obtentae funitioni Y variabilis
y, debitarum.

Solutio.
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Solutio.
1. Sit Y= Aza-fBzb+ Czc4. gtC., unde per inverfionem (99. §.)
nafcatur PypdQyg+ Kyraretc. (63. §).
2. Erit ey (aAza-1 -f bB\h'~-l+ ¢cC z0-1-f etc.) ez, et ez
ACp Pyp-14'gQyq"'x4"rRyr_1 + etc.)gy, ubierit ez=1i in prima, et

fiy — 1 in fecunda expreilione, fi z in funCtioney (1), adeoque y in fun-
ctione z (1) fuerit variabilis abfoluca (ico. g6 88 &)e

3. Ponamus autem, aflumta utcunque PafVad quantitate e, variabilem Y
in funftione z (1) abire in y4"e) ipfam idcirco fun&ionem z in(i) capere
incrementum E = (P PyP"l4-qu q“ x4- rRyr* x4- etc.)e + ke24-ied
4- med4- etc. (65. §8.).

4. Quodfijam z4-E fumatur loco z in funCtione y (1); debebit fun-
ftio y in (1) ob (100. §.) capere incrementum e, nimirum abire iny 4-e,
ficut z in (3) fupponitur abire in z4~E: incrementum hoc e funCtionis
in (1) erit ergo per (65. §.) e= (aAza“ 14-szb~‘t4-cCzc-~|-\-etc.) E
4-[3e 24y E 34- e,

5. EX (3) per (32. §8.) elucet, quamvis ntam potentiam incrementi E
aequari alicui polynomio formae generalis (Pnen4-K en+I-f-L en+24-etc.,
pro (pz=:p Pyp‘-l4' GQyq_lI 4"IKyr~ I4*etc.: fi igitur potentiae E, E2, Ea
E4 ere. per ejusmodi polynomia determinatae in (4) fubftitui cogitentur;
debebit inde pro certis coefficientibus f, g, h, etc. independentibus ab e
nafei aequatio e~ (aAza"“ r4“szb'_r4-' cCzc~ 14-etc.)(pPyi’*‘ rd-qQyq- *
4-r Ryr~r4— etc.) e4—fe24—ge*4—he44— etc'» (luae Per e dabit ob
(24.8) 1= (aAza“ x4-bB zb™ 14'cC-zc’“ I4-etc.) (pPyl1” 14" qQyT"**

-rRyr~"x4“ etc.), unde et ex (2) elucet quaefita relatio.

103. Corollarium.

Quoties fuerit eyz=xez exponens rationis differentialis funCtionis y
gy
datae per variabilem z; toties exprimet ezt=.-~-exponentem rationis dif-

ferentialis funftionis z variabilis y , quae per inverfionem ex data funftione
y variabilis z potell obtineri, ita ut, fi fuerit «xz= i in sy~=xez ob fun-
Ctionem y relatam ad variabilem abfolutam z, debeat etiam elle gy ~j in

Sv
ez — -£- ob functionem 2z relatam ad variabilem abfolutam y (ioo.

ioi. 8.).
VolumtH 1. F Defin»
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103. Definitio.
Differentiatio (atae fun&ionis y eft determinatio illius rationis diffe-

rentialis dependens ab inventione exponentis ey (79. qUem deinceps
NOMine exponentis differentialis inteIIigemus.

104. Probhiem a.

Differentiare functionem formae Yy — Aza-f Bzb -f- czc-f etc. pro qui-
buslibet coeffcientibus A, B, C, efC. et exponentibus 4, b, C, etC. rationalibus
tt irrationalibusquavis item variabili Z, abfoluta fit,
certae variabilis abfolutae x. (4. 8.).

solutio.

Multiplicentur finguli termini per exponentes potentiarum variabilis z
in iisdem contentarum, ipfis autem potentiis lubftituantur potentiae uno
gradu inferiores, tum totum ducatur adhuc in exponentem ez rationis dif-
ferentialis variabilis z; erit quaefitus exponens differentialis (103.8.) ey
= (aAza“|-f'hBzb-1-fcCzc™ 1+ etc.) ez, pro ezirri, fiz eft varia-
bilis abfoluta (86. 88. &)@

aut aliqua funftip

105. Problema.

Differentiare fundtionem yz=2ZX aequalem produfto ex duabus f unitio-
nibus Z, X wunius variabilis abfolutae x.

Solutio.

Multiplicetur exponens differentialis cujusvis faftoris feorfim fumti per
fa&orem alterum; erit fumma produ&orum aequalis quaefito exponenti
differentiali ey (103. §8.), nimirum ze\+xez = ey.

Demonflratio.

Si variabilis abfoluta x, ad quam funttiones Z, X funt relatae, augea-
tur differentia Ax; abibit funttio y:=Z X in v*:=:(Z4-A Z) (X-f AX), erit-
que Ay ZAXA*XAZ-fAXAZ GO 2% §)  Si ergo fumantur
feries differentiis AX, AZ aequales per (s4 8§¢)» debebit pro certis coeffi-
cientibils «, /3 Yoetc. independentibus a Ax fieri Ay==(Ze X 4-XeZ) Ax

+ «Ax2-fAA X34 rAXx4+etc., hinc ey= ZsX + X«Z (82. §.).
106. Corollarium 1.

Si funftio u= PQR - - - u aequetur produfto ex funftionibus P,
Q, R, - — U numeron, ety;=PQ K - LTV fit produ&um ex lun-

ftionibus
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iftionibus numero n+t; eritsy:=£.PQR - UV=PQR - UsvVv
--VE PQ R- — U (105* 8.)* quare, fie.P, Q, R, - — U fiipponatur
aequari fummae produftorum ex -exponentibus differentiaiibus fingulorum
factorum P, Q, R , - U in omnes reliquos fa&ores, debebit ey aequari
fummae proiuftorutn, quae nafcerentur, fi exponens differentialis cujusvis
funttionis P, Q ,R, - U, V feorfim <iuceretur in omnes reliquas
fundtiones.
107. Corollarium 2.

Hinc (106. §.) et ex (105. §0 per (31. §0 fequitur generatim, ex-
ponentem diiFerentialem produtti ex quotcunque funftionibus aequalem effe
fummae produftorum, quae obtinerentur™ fi exponens differentialis cu-
juslibet funftionis feorfim fumtae multiplicaretur per omnes reliquas
functiones.

log. Probiemd

Differentiare funftionem fraStam y — relatam ad unam variabilem

abfolutam x.
Solutio.

Subtrahatur procludunt «x numeratore in exponentem differentialem
denominatoris a produfto ex denominatore in exponentem differentiaiem
numeratoris, et refiduum dividatur per quadratum denominatoris; erit
quotus aequalis quaefito exponenti differentiali (103. §.) , nimirum

«}l ----- g/ mpmmmmm————— L]

Demonftratio.

Ob yV ~U erityeV + Vey~fiU (95. 105.8.), unde facile elucet,
quod erat demonftrandum.

109. Problema.

Differentiare logarithmum y = lu fpe&atum injlar unius funttionis va-
riabilis u, abfoluta ea fit, aut aequalis cuicunquefunctioni alicujus variabilis
ab/olutae x.

Solutio.

Capto exponente differentiali variabilis u, dividatur is per ipfam va-
riabilem u, et quotus ducatur in modulum M fyftematis, ad quod logarith?7
mus y = lu fpettat; erit produftum aequale exponenti differentiali loga-

F 2 rithmi



44 CAPUT U

rithmi y — lii, qui petebatur (103. §.) nimirum ey ™ M, vel ey
ivi

= -— , fi u eft variabilis abfoluta.
u

DemOnftratio.

In (35. §. 3-n.) per (4i.§.)> Tumeo modulo M pro Ayet pofita variabili
hinc Au“ Az (2i.8), erit pro numeris ibidem determinatis

B, /C\:, 6, etc., PA.lu m M)UAU \“ RA-VZ ) CAUB\.

M u2l u3
eu .
— (89 gje

110. Corollarium 1.

Pro logarithmis naturalibus, quibus deinceps conftanter utemur, eft

6 ll |
modulus M.— 1 (41.8.)** igitureyrrdun — , velslu®* — fi u eft

variabilis abfoluta (109. §.).
111. Coro i].arium 2.

Si dati quicunque logarithmi fpe&entur inftar quantitatum variabilium;

poterunt per (110. 8.) etiam logarithmi logarithmorum facile differentiari.

Sic e. gr. y=:llu dabit ey = is0? et yAH Iu dabit
emilll fu .
£y — liu u_l_[f_.r?l_u 5 et ita ;Igorro.

112. Corollarium 3.

Quantitates vero exponentiales differentiabuntur per eadem praecepta,
fi capiantur illarum logarithmi naturales. Sic funftio yr=az dat ly=zla,

. y .
hinc la (95. 110. 90. §.), adeoque ey=:a7ez la. Etfiiny~v2
fint v, z du<ie quaecunque functiones relatae ad unam variabilem abfolu-

tam x; erit ly~zlv, et ~-]-ezlv (105. no. 8.), hinc ey

V2*"'7. feV+ VZEZI v.

113. Corollarium 4

Pro bafi e logarithmorum naturalium eft lem j hinc £.e7:=ez£z
(U2. 8.)e

114. Co-

etc.’
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114. Corollarium 5«

Cognito autem exponente differentiali logarithmi naturalis datae cu-
juscunque variabilis u, fi is ducatur in modulum aut Iogarithmorum Vulga-
rium (43, §.), aut aliorum logarithmorum artificialium, obtinebitur expo-
nens differentialis logarithmi vulgaris, aut alterius logarithmi artificialis
ejusdem variabilis u (109. 110. §8.).

115. Pro blema.

Conftderatis finu et cofinu arcus variabilis p injlar duarum functionum ejus-

dem circus, invenire exponentes rationum differentialium iisfundtionibusdebitarunu
Solutio. <

Funftiones ejusmodi habentur in (59. §.), et illarum differentiae in
(56. m6. n. 57. §. 2. n.)." nimirum pro certis coefficientibus M, N, O , --—--
p, q, r, etc. independentibus a A debet efTe A Sin <p~A (pCof(p
N ACp3-f O A<f4+etc., et A Cof<p= — A (pSin(+ pA (pz-\-qA <P*+r A (f4
-f- etc. Quidquid fit ergo (p, variabilis abfoluta, aut fuuttio quaecunque
alicujus variabilis abfolutae; erit per (89* &)e

eSin (pCof<p. eCof=;— E£<f>Sin(p.
1rQ. Corollarium 1.

Cum fit Sin v <p~i — Cof<p et Cofv#:= 1— Sin (p; obtinebimus per

(91.115. §.) fequentes exponentes differentiales:
eSinv (PSin(p. gCofv(p~— e(p CoC(p.

117. Corollarium 2.

Eft porro Cot(p7=~~": per (ic8- H5* §e)
debebit igitur effe.

,Ja’g<p=c i1 ~ =~ s* "

*Cot 9 — inirr~ - "4€Cokc”-
n 8 Corollarium 3.
Denique eft Sec""~Cof~"1, et Cofec(pP=Sin <?"*: per (104.115. §.)

inveniemus ergo

e Sec P - £<pTanlg(pSec(p.

:'COfin(pz T
«CofecO= — ~ A 1 = — etpCotl? CoCec<p.
F 3 119. Co-
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119. Corollarium 4,

Ha&enus fpeftavimus finus, cofinus, finuS et cofinus verfos, tangen-
tes, cotangentes, fecantes, et cofecantes arcuum variabilium (p inftar to-
tidem funttionum horum arcuum, quo cafu erit ubique in praecedentibus
6g>—=:if fi o nulli funftioni alicujus variabilis abfolutae aequetur, fed fit
ipfa variabilis abfoluta; fi ergo illae fun&iones cogitentur inverti, ut ex
IS nafcantur funttiones exprimentes arcus # per ipforutn finus, cofinus, etc.
(99- 8-V, obtinebimus pro his novis funftionibus per (102.8.) ex (115. 116.
117. n8- S) fequentes exponentes differentiales:

£S1Y9 ~ s Cof
>-% P = 2. e<p_
e Sin v 9 ~ e Cofv <0
4 *<p=—
t9 =11i2SJ. 6. .9= — £% L*.;
Y Sec £2 Colee (p2
_ e Sec (p _ o er nfec (P
rep  Tang $Sec ’ Cot<pCofec (o

120. Corollarium 5.

Si 9= Arc Sinz, vel <p Arc,Cofz denotet arcum circuli, cujus
finus vel cofinus fit z ; erit Sin £p*.z et Cof (ptrr™ (1 — z2) cafu primo,
vel Cof(p:=z et Sin**u/X1—1z2) cafu fecundo: ob (119.§ 1 2.n)
erit igitur

eArcSinz == -777——-* eArcCofz= 7-—-" r*
V (1— Z2) Ai— 72
fai. ColOllarium 6.
Si vero <€>=Arc Sinvz vel Arc Cof vz fignificet arcum, cujus

finus vel cofinus verfus eft z; erit Sin v $z=zz et Sin"“ "(2z— z2

cafu primo, vel Cofv Qz=zz et Cof ty~\fK2z— z2) cafu altero: per
(119. 8. 3. 4. n.) obtinebimus igitur

. . o L
e Arc Sinv z V(ZZE 72) - «ArcCofvzz~rr~f(ZZS£ 2%)

132. corollarium 7*

Si porro <p:=ArcTangz vel = A>-cCotz exprimat arcum, cujus
tangens vel cotangens eiizj erit Tang<p= z et 6ec<pz”™ 1-fz2 cafu pri-

mo,
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mo, vel Cot <=z et Cofec(£>2:= i+ z2 cafu fecundo: debet itaque effe
per (119. 8. 5-6.n.)

tArcTangzrrr—7—-t* ArcCotz =
9 1-fz2 9

123. Corollarium 8.

i -fz2

Si denique <£>:=ArcSecz vel 9= Arc Cofecz denotet arcum, cujus
fecans vel cofecans eft z; erit Sec(p= z et Tang<pSec(p:=z>/"(1—'22)
cafn primo, vel Cofec<p=z et Cot pCofec (p:=z>/(1— z2): igitur per
(119. 8. 7. 8 n.) fiet

ArcSe 22 ArcCofec z= 5, . °
eArcsec. z — ﬂX.I_-:mZ_Zy «Arccoftec z = Z-/(l _22)

124. Problema.

exponente primae rationis differentialis'certae fun&ionis y, *W/£&
«ir# exponentes quarumvis altiorum rationum differentialium ejusdem fun-
ttionis.

Solutio.

Datoey=P, quaeratur e.gy“ gP exponensprimae rationis differentialis
functionis datae P; erit gzy"eP exponens fecundae rationis differentialis fun-
ftionis y: invento ny:EP:;Q, quaerature.ezy ~ eQ exponens primae ra-
tionis differentialis funCtionis Q; erit gy:=gQ exponens tertiae rationis
differentialis functionisy : etgeneratim cognito exponente ey Z ntatf ratio-
nis differentialis funftionis y, quaeratur g.gy:=gZ exponens primae ratio-

nis differentialis fun&ionis Z; erit nﬁ)i/t"rgz exponens proximae altioris
(n-fijefimae rationis differentialis funttionis y (93.§-).

125. Corollarium 1
Cum nulla fit fun&io adignabitis unius variabilis abfolutae, pro qua
exponens primae rationis differentialis ope praecedentium principiorum ne-
queat determinari; fufficient eadem principia ad inveniendos exponentes
omnium altiorum rationum differentialium quarumvis funttionum unius va-
riabilis abfolutae (124. 94. §.)e

126. Co-
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126. Corollarium 3,

Dum funé&fo y datur per ipfam variabilem abfolutam x, pro qua fit
2 5
exrrri; determinabuntur omnes exponentes differentiales ey, ey, ey, etc.

per certas funftiones ejusdem variabilis abfolutae x, carentes exponente
difTerentiali ex. Generatim vero recipiet funttio y omnium ordinum ra-

tiones differentiales, fi ad nullam rationem differentialem devenire licuerit,
n
cujus exponens conftans fit: utprimum autem exponens ey alicujus ntae ra-

tionis differentialis conflanti cuipiam quantitati fuerit aequalis; erunt expo-

nfr n+z >
nentes ey, ey, et fic porro altiorum rationum differentialium aequales

nihilo (124. 8o- §+)» Sic e. gr. funftio yz= ~ dabit ey = - L. *
X Xz * ]
= ~ry ey — - N> et Porro: funftio y = x3 vero dabit ey

1= 3X0; Byt=6X; ey— o ey—o, €yr=0, et ita porro.
127. Corollarium 3.
Si pro fun&ione y:=Azas-Bzb-f CzH-I-Pz”-j-etc. deter*
mines ey, gy per (1242. 104. §.), eadem dein Jege, quam coefficientes
et exponentes in ey, ey fequuntur, exprimas exponentem ey mtae ratio-

nis differentialis fun&ionis y, et hinc per (124. 104. §.) elicias"™ vy ;

invenies hunc quoque exponentem illi legi fubjacere, unde idcirco per
r
(31. §.) concludes, exponentem sy cujusvis rtae rationis differentialis

debere elle
a(a— i)(a— 2) -———- (@a— r-fi)Aza"
-fb(b— i)(b— 2 ) ———-- (b— r-J-1) Bzb~r
(l~\~c(c—0(c—2) ------- (c—r+i)Czc"r
\y = (+ - - _
+ PP—0(P—2) — (p—r+i)Pzi?~r
k+ etc. etc*

128. Corolla rium 4. |

Ubi vero funftio y differentianda data fuerit aut per unam variabi-

lemz, aut per plures variabiles z, u, v, quae totidem funttiones unius
varia-
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variabilis afcfolutae x exprimant, debebant exponentes differentiales varia-
bilium z, u, v inftar totidem funftionum variabilis abfolutae x tra&ari, quo
fiet, utnon modo primi exponentes differentiales ez,eu, ev,fed etiam

) 2 * ] 2 3 .
altiotfes, uts z, ez,etc. m expref”-ones pro ey, ey, ey, etc. mgre-

2 2
diantur. Sic funftio yt=12zz dabit ey~ 2z*z Cio4 8§)> eyf~szez

3 3 2
+ 2£72(124. 105. §.); €y = az ez-f-6fiZE£Z (124. 92. 105. 104. §.),

z 2
et itiporro: fun&io y :==uv dabit ey,3t=U6V+V€Lé (105.80i ey~UE£Et
3 2 2
4-veu4-2eUev (124. 92. 105. §.); eys=uf£v + veu4-3eugv-f3evsu

(124. 92. 105. 104. 8.)» et Ita porro: funftio autem y = u x 2, in qua eft

k variabilis abfoluta, hinc «x = i, dabit ey”~=e uxz-f-2xu (105. 104. §);

2 2 3 2 3
eyN=2 ud-4x£u + x2£u (124. 92 10£. 104. §.)» & ~=6fiud-6x eu-f-x2e»

(124. 92. 105. 104. §8.), et fic porro.

129. Tlieorema.
S i, datis quantis Z, X determinatae magnitudinis, et duobus aliis U, V
variabilibus , quorum quodvis pojfitfieri minus quovis dato quanto, pro qui-
buslibet valoribus quantorum U, V fuerit Z>X +,U yirow/ Z< X 4- V;

erunt quanta Z, X inter fe aequalia.

De monftratio.

Impoflibile eft, ut fit Z > X 4*U et fimul Z< X — V veIZ<X4-V:
fi enim eft Z< X — V,; debet efle a fortiori Z<X, et Z<X + U: Si
porro eft Z>X-J-U; erit a fortiori Z> X ; hinc, quia quanta Z, X funt
determinatae magnitudinis, extabit quantum tertium D magnitudinis pari-
ter determinatae, pro quo fiatz= X +D: cum autem, per hypothefin
poflit fieri V<D, poterit etiam fieri X + V<3Z, eoque ipfo eft impolli-
bile, ut, exiftente Z>X + U, fit fimul Z<iX-fV pro quibuslibet va-
loribus quantorum variabilium U, V.

Vi theorematis habebimus igitur binas fequentes conditiones poflibi-
le«, atque ex his evidenter poteft demonftrari abfoluta neceilitas aequalita-
tis quantorum ZzZ, X.

I. Z>X—U etfimul Z< X + V.
I1.Z >X — U et fimul Z< X— V.

Vdmtn 7, G Si
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Si enim quanta Z,'X non effent aequalia; deberetefle Z > X , vel
Z < X, quorum utrumque pugnat cum aflumtis conditionibus. Nam pro
Z t>X abfurda eflet conditio fecunda in (11), extaretque differentia Z — X
— D determinatae magnitudinis, pro qua fieret Zr=;X + D, hinc D< V
ob fecundam conditionem in (1): igitur, cum per hypothefm poflit fieri
V < D, poflet efle D< V et fimul D >V. Porro pro Z< X eflet
Xt= Z4-D pro certo quanto D determinatae magnitudinis, hinc 7;— X— D,
en ideo D <U ob primam conditionem in (1) et (Il1): quare, cum per
hypothefm poflit fieri U<D, pofletefle U<D et fimui U>D.

130. Corollarium x.

Ex hoc principio generali methodi exhauftionis antiquorum fequitur
aliud principium analyticum, quod infignem habet ufum in plurimis difqui-
litionibus maximi momenti: fi nimirum Z, X, P, Q, R, --—--—- p, q, r, etc.
fint quanta independentia a variabili w, fitque pro quovis valore hujus
variabilis Z> X + pw+ qw2+rw3+ etc., et fimui Z<X + Pw-fQ«a
+ R w3+ etc.; debebit efle Z= X (76. 129. §.).

131. Corollarium 2

Quamobrem , fi differentia Ay certae functionis y relatae ad variabi-
lem abfolutam x ita dependeat a differentia /ix ejusdem variabilis, ut pro
certis quantitatibus E, F, G , ---—-- e, f, g, etc. independentibus a Ax et
quovis poflibili valore differentiae Ax (15. §.) debeat effe Ay>XAX
4-eAx2+ fAXx3 -f gAx4 + etc. et fimui Ay<X Ax + EAx--f-FAx3
-fGAx4+etc., quia eo ipfo debet etiam fleri £V >X + (e— k)AX
-f (f— ])A x2+ (g— m) A x3-fete., et ay < X-f- (E— k)Ax -f(F— [)A xz
+ (G— m)Ax3-fetc. (84. 8+); erit ey “ X exponens differentialis fuo-
ftionis y (130. §.), cui eynrrXsx poterit fubftitui (8. 8§e)e

132. Corollarium 3.

Huic principio (131. §.) innititur methodus quaerendi exponentes dif-
ferentiales funttionum incognitarum, qua in fequentibus frequenter utemur;
guacunque vero methodo, hac aut alia fimili, determinatus fuerit exponens
differentialis ey, debebit is fumi cum fignis contrariis, fi conftet, futi&io-
nem y decrefcere, crefcente variabili (18. 79.).

133. D e-
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133. Defini ti o.

Quantitates variabiles U, v dependent afe invicem i quoties alteru-
tra ipfarum mutatur, ex hac mutatione certa mutatio in alteram redundati
quodfi autem quantitates u, v tales fint, ut quaevis ipfarum poflife mutari,
quin ideo etiam altera mutari debeat, erunt eae independentes afe invicem.

134. Corollarium r.
Quaevis duarum a fe invicem dependentium variabilium u, v poteft
fpe&ari inftar certae funftionis alterius variabilis; quocirca erit alterutra
ipfarum variabilis abfoluta; vel ambae aequabuntur duabus fun&ionibus

unius variabilis abfolutae x Ci33* 4* §0*

135. Corollarium 2.
Omnis fun<?io y plurium a fe invicem dependentium variabilium cen-

fenda eft referri ad unicam variabilem abfolutam CL34* §¢)> cujus differen-
tiatio idcirco praecedentibus praeceptis fubjacet.

136. Corollarium 3.

Si vero quantitates variabiles u, v fint independentes a fe invicem, non
poterit una ipfarum aequari certae fun&ioni alterius (133. §.): quamohrem
debebit eiTe quaevis ipfarum variabilis abfo/uta (4. §.); aut aiterutra erit
variabilis abfoluta, et altera aequalis certae fun&ioni alicujus variabilis ab-
folutaex; vel ambae aequabuntur quibusdam functionibus duarum,variabi-
lium abfolutarurn x, z.

137. Corollarium 4.

Omnis fun6tio y plurium a fe invicem independentium'variabilium
u, v, z, etc. cenfenda eft referri ad plures variabiles abfolutas, ita ut pro-
prie nunquam liceat ejusmodi funftionem y ad unicam aliquam variabilem
abfolutam p relatam fpeftare, a cujus mutationibus pendeant mutationes
fundtionis y, fingularumque variabilium u, v, z, etc.

138. Corollarium 5.

Quoties tamen variabiles u, v, z, etc. in data futi&ione y a fe invicem
independentes fuerint; licebit illas mutationes feorfitn confiderare, quae ex
certis mutationibus variabilium u, v, z, etc. feorfim fumtarum in fun6tio-
nem y debent redundare, ita e gr., utjam u, v, jam u, z, jam vero v, z
pro conftantibus quantitatibus poflint fumi, adeoque y inftar certae fun6tio-

G 2 nis
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nis UNios variabilis, z cafu primo, v cafu fecundo, et ucafu tertio queat
fpe&ari (133. §.).
139 Definitio,

Nomine primae rationis differentialis fun&ionis y plurium a fe invicem
independentium variabilium u, v, z, etc. inteliigemus rationem, cujus ex-
ponens gy aequatur fuminae exponentium primarum rationum differentia-
lium, quas funttio y pro lingulis feorfim fumtis variabilibus, u, v, z, etc.
recipit (138. §o)*

140. Corollarium r.

Exponens ntae rationis differentialis functionis 'y plurium variabilium

n
U, V, z commodiflime exprimetur, vel {impliciter figno ey» ve?, quo ipfae
variabiles iny contentae exhibeantur*figno uvz«yj. ligna verouey, v4y p

Kgy expriment exponentes ntarum rationum differentialium funftioni y
pro variabilibus u, v, z feorfim fumtis (138* §+) debitarum: erit igitur
ey = wzby ? = ufiy-1-vfiy4-rey (139 §)»
141. Corollarium 2.
Data funftione y plurium a fe invicem independentium variabilium tr»

V, z, invenietur exponens « y = nvzey i/iius primae rationis differentialis,
fi per praecedentia praecepta quaerantur exponentes primarum rationum
differentialium, quas fun&ioy pro lingulis feorfim fumtis variabilibus u*
v, Z reciperet, iidem dein exponentes in unam fummam addantur (140*
139" 8e)e
142. Corollarium 3.

Sicut autem ex data funftione y plurium a fe invicem independen-
tium variabilium u, v, z per praecedentia praecepta elicitur exponens ey
illius primae rationis differentialis (141. §.) ; fic poterit ex hoc ipfo expo-

nente elici exponens zy fecundae, ex ifto vero exponens £y tertiae, ex

hoc porro exponens ey quartae, etc. rationis differentialis ejusdem fun-
ftionis y (139. 124. §.)
143. Corollarium 4.
Omnis funftio plurium variabilium a fe invicem dependentium u, v,
z, etc. exprimi poteft formula generali y ~ Auavbzcetc.  Budve zfetc.
HhCurvD letc. -f-etc. (63. §.), eritque (135. §0

« y
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eyj=(cAuavbzc“ I-ffBudvezf* I-}-iCu”™vhz}~XxAr etc.) ez
-f- (b Auazcvb"'1l-feBudzfve- 1+ hCudz‘vh 1+ etc.)ev
4. (anvbzcuam1d dBvezfiid1-fgCvhz' us-*1-fete.) eu
+ etc. etc. etc.
Ob (139. 8.} eftergo €ym zcy4-v*y + ucy*
144. Corollarium 5.
Quamobrem methodus differentiandi fun£tiones plurium a fe invicem
independentium variabilium in (141. 142. §.) praefcripta> extendi poteft
generatim. ad omnes fhnfriones plurium variabilium, feu hae dependeant

a fe invicem* feu non (143. §.).

145. Theorema.
Exponens primae rationis differentialis cujusvis functionis y duarum va-
riabilium u, v debet habereformam funftianis M «u-f*Ng v, in quafemper fit
véM ufi N

€V fiu
Demonftratio.

Generatim poteft: poni y:=A uavb+ Bucvd4-Cuevf 4* etc. (63. 8e),
unde pro M— aAvbua,_I4—cB vdu°""|4—erfue—x4—etc., et N~bAuavb_I
4-dBucvd~l~j-fCaevf- 1 4— etc., obtinetur “«y”~Meu, v«y5: Nfv: igi-

vc M
tur (140. 144. §8.) uv«y~r=Mfiud-Nfiv, et F TR ITE

146. Corollarium 1.

Ex Hcyt=:MfiU, veyr=:Nev, obtinetur ve.ueym veM«u, ue.vEy
— «jNsv: cum igitur debeat efife ubN6v=r.vg M«u (145. §.), quaelibet
funttio y duarum variabilium u, v ita eft comparata, ut pro ea debeat fieri
yg,ucy = ufi.vey.

147. Corollarium 2.

Si funftio quaecunque y duarum variabilium u, v bis continuo diffe-
rentietur, ita ut primum capiatur exponens differentialis funfrionis y pro
fola variabili u, tum exponens differentialis exponentis wy pro fola varia-
bili v. vel primum differentietury pro fola variabili v, tum ipfe exponens
v«y differentietur pro fola variabili u; eadem utroque cafu obtinebitur fun-
frio formae generalis Xeusv, denotante X funftionem independentem

ab exponentibus differentialibus eu, ev (146. 8.).

G3 148. Co-
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148. Corollarium 3.

Ex liis facilis eft tranfitus ad inventionem legum, quibus tam expo-

nentes altiorum rationum differentialium functionibus duarum variabilium
debitarum, quam exponentes rationum differentialium debitarum funftioni-
bus trium, quatuor, etc. variabilium fubjacent. Sic, quia exponens pri-
mae rationis differentialis funttionis y duarum variabilium u, v debet ha-

bere formam funftionis eyt"Meu + Nsv; habebit exponens differentia-

differentialis, feu exponens fecundae rationis differentialis ejusdem funCtid-
2
nis y formam fun&ionis £y ~
'z
-f Meu-fuUENe v+ veMeu + vsNsv -f N«v (141. 142. §.);
pofito UEME£=Qeu, VEN=Re v, et "eN”peu, vliiM=

ue(Meu-fNsv)+ ve(Mtu-f~-Nsv)t=»s Mea
2

confequenter,
qsv, erit femper.

gyt=Mfiu4-Nsv-f P6usv-f-Q £u2-f-R s v%
us M -n ve N

pro Q— &3 R — v et ob CJ45- §e)

'-pt+t«=£+S="G2)="2C

149. Corollarium 4.
Exponens vero primae rationis differentialis cujusvis funCtionis Y
trium variabilium p, g, r continebitur formula generali £y = fty -f %y -f r€y
(140. 141. 8.) =Pep + Q£qg + Rer5ita ut, quia quaevis variabilium p, q, r
feorfim fumta in ejusmodi differentiatione inftar conflantis quantitatis potefl:

fpeftan, déHeat &fle 98Py ZQ_  _r<P- PR = 1«Q
r eq £p er ep er gq

150. Corollarium 5.
Deinde fi fun&io y trium,variabilium p, q, r continuo ter differentie-
tur, quocunque ordine haec differentiatio perficiatur,
rentiando iplam funftionem y pro fola variabili p, tum differentiando ex-

ponentem p£y pro fola variabili q, ac demum differentiando exponen-
tem ~fi.Pgy pro variabili r, vel alio quovis ordine;
dibit funttio formae generalis Zepsqer,

puta primum diffe-

eadem femper pro-

exprimente Z funttionem inde-
pendentem ab exponentibus differentialibus £p, gq, er: id enim ex (149. 8.),

ut (147* 80 ex (145. 8.) potefl colligi.

151. TNeo-
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151. Theorema.
Si capiatur tntus exponens differentialis u«y, et ntus exponens differen-

tialis vey funé&ionis y duarum variabilium u, v, prior pro fola variabili u,
n m

et pofterior profola v, tum quaeratur ntus exponens differentialis vseu«y ex-

A m /fm . . m n - n I’_
ponentis llIEy profola variabili v, et mtus us.vey exponentisvey pro Joia

.. % o, n m m n
variabili u; debebit effeve . ugy;zrut . v«y.
Demonftratio.
r t
1. Ponamus pro certoindice r efie VE.uEy:=:u£.vEy; erit etiam

UE.vE.uEy = lIE.IIE.vey: eft autem lIE.vE . Isy ~ VvE . UE uey (146. 8°) 5:

r+i r r-fx r+i ‘e t+*
re .ufy, et uE .uf£.vgy"=u£.vEy: igitur debeteffe VE. uc.y ?=- ue .Xxey.
Hinc et ex (146. 8.) per (3i.8.) fequitur, pro quovis poiiibili indice k debere

k k
efie VvE. uty = u«.VEy-

. t m m r
2. Porro fit pro indeterminatis indicibus r, m, ve.ugy rrsug.vsy; erit
r+i m m \ m r+i
etiam VE- lley — vEeue .VEy . vVEy ob (1): quare, cum pro
m m
rE=:i re ipfa fit ve.uey=: ve. vey ob (i), debet pro quovis poifibiJi indice
n m m n

n ob (3i« §e) efie *UE Yy~ UE. vey.
i52. Corollarium i.

Hinc (151. 8+) per (140. 141. §.) obtin§bimzs fequentes exprefiiones
2
pro exponentibus differentialibus £y, gy, ey, ey fun&ionis indeter-

minatae y duarum variabilium u, v.
ey z=.uey 4-vey.

£ 2 z
eyrz;ley+ 2llg.vEy vs

3 _n 3 2 23
ey—3U<y+ 3u£.\£y 3«g.VEy vgYij

4 ~ .3 2 z 3 4
£yr=.y +4 U{*vEy + 6 UL . VEY-T 4LE VEY + v*y.’
153* Corollarium a
Lex, quam fequuntur termini fingularum expreflionum in (152. §.),

manifefta eft; fi fumas e-xpreflionem exponentis .differentialis ty pro in-
deter-
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determinato indice r eidem lege conformem, tum ex illaelicias ey t— s. e y

per (140. 142. 8)» invenies, fa&a per {151. 8.) reduttione, etiam ex-
rti

ponentem differentialem ey ei legi fubjacere: "hinc igitnr per (31. §.)

fequetur, quemvis ntum exponentem differentialem cujuslibet funftionis y
duarum variabilium u, v fequenti formula contineri:

n n . n . nfn— 1" n-* 2 .
ey ”N =uey + — . ué . vfiy + — e us . vey
1.2 3
?; Ve +
‘ 1.2 .3 Y
4 -n™NT-_L> r£ j}y. V. . »8Yy + + v >
11.2 - - - - - r
i54. Corollarium 3.
n n n n
Ex hac generaliflima formula, ob Us(uv):=veu, W(uv)= ubv, et
n-r t n*r r
generatim ue (\Ms.uv) = g uev, fequitur formula pro nfo exponente
differentiali produ&i yt=uv ex duabus variabilibus u, v, nimirum,
n n _n n-i nn—,) nz2 .
g.UV?=VEU-i-—-—- eu6v m —-—— —e £fuev i--——--——--
1 1.2
-+ 7 1. (n- fx1)- "s'u«xv+ — + Uu; V.

155. Problenia.

Invenire generalem exprejfionem valoris, quem funBtio y variabilis z
obtineat, fi haec variabilis augeatur data quantitate u.
Solutio.
Variabilis z vel eft abfoluta, vel aequalis certae funflioni alicujus va-
riabilis abfolutae x (4. 8.): quidquid ea fit, fpeftetur ut abfoluta, quo

fiat £Z=1i, tum in hac hypothefi quaerantur exponentes differentiales
2 3 4
ey, ey, ey, ey etc.: fi enim Y valorem denotet, quem fun&io vy,

variabili z abeunte in z - f«, debet obtinere, erit per (64. 127. §8.)

Y1 Xp.2 Xi2.3 R U - RS
Seu, quod in idem recidit, ob £z=i
2 3 r
sy+.— ey i . e 1---+-"T .
| e_zy 1.2 ezy2 1«2 .3 ezy3 ' i.2.3...r tg”z/s

156.CO-
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156. Corollarium T.
Si — a loco u fumatur 111(155. g.), prodibit inde fequens generalis
expreffio valoris, quem funtlio y data per variabilem z obtineret, fi haec
variabilis minueretur quantitate w.

Y~y — — a>4- W2 =mmmmm — — oolH + n ur.
1 1.2 1.2.3 1.2.3 ... r

Vel ob sz”™i.

~Nogvy UF ey _& 1 + £ 0000 gy
* 1 gz 12 ez 1.2.3£23 —0 2. £2r"

157. Corollar ium 2.

Quamobrem, pofitis coefficientibus numericis ~ — — zrr
1 3 1 T
"i~2~3 ~ A* - - - ~— ————j-" *’' ent Seneratim» prout variabilis

z augetur, vel minuitur quantitate w (155. T56. §.)

* 22 3 Tv
Yafy 4"aby & -f-aey “- — - - 4N <<y Wr
Vel
2 3 4 r
Ve y 0 d &Y 012 EY_ 4R35V agur ARl i hTEV T
£7 £72 £73 £74 £7Zr

158- Corollari um 3.

Si, data functione Z duarum variabilium u, v, variabilis u maneat con-
flans, et v abeat in v4 N v; obtinebit Z fequentem valorem X per
(i55* §0» ubi, v confiderando inftar variabilis abfolutae, ell gv=1i; i
porro in X maneat v conftans, et u abeat in u-fAu; induet X fequen-

tem valorem Z1 (155. 8.)» fumta variabili u pro abfoluta, quo fiat

. . # 2
fu<-w: fi igitur ex prima ferie eliciantur feries pro sX, e X, e\, etc.

eae dein fubftituantur in fecunda ferie, tum reduftio fiat per (151. §¢)»
obtinebitur tertia feries, valorem Z1 generatim exprimens, quem quaevis
funftio Z variabilium u, v eo cafu induet, fi hae ambae funul in u 4’\A u,
v + Av abeant.

X — Z 1VgZ™v | VgZAv'2 1 vEZAv3 . VvgZAvr
1 > 1.2" 1.2.3 le2* rr**

Velumen 1. H Z1~
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XAu2 *
7:*_ X + UgYA-- ue u ll«XAu3 , , «*XAur
1T2 1.2 ....r
Z1— Z
ZAv3  ______ + VeZAvr
1 1.2 1.2.3 1.2...r
"SZAu usZAu2 . utZAu3 u«ZAur
------- +
1.2 1.2.2 1.2...r
C z -
NZAU -, ugZAu2 . weZAu3 MZAUF > A
1.2 ... xy
| ! 1.2 ! 1.2.3 1.2 ...ry 1
'«ZAu , ueZAn2 . ugZAu3 xf ueZAur N\Av2
- - - +
1..2 1.2.3 i.2...r> 1.2

y
.vfAeZAu . »?ZAu2 . ugZAus3 i ugdénAur 'NAVBV3

VoI odi»2 B.2.3 1.2...xj 1.2
eZAu , UusZAu2 lleZAn3 U« ZAir "N Avr
+ < * 1 1.2 1 1.2.3 1.2...1,2. ..r

159. Corollarium 4.

Pari prorfus ratione quaeri poteft expreffio generalis valoris, quem
funftio Z trium aut plurium variabilium u, v, z, etc., his fimul in u-j-A u»
v+ AvrZ+ Az, etc. abeuntibus, obtineret, pro tribus variabilibus deter-
minabitur ea ex jam inventa expreflione Z* pro duabus variabilibus (i58§ >
fiin Z1 cogitetur z+ Az loco z poni, expreffio dein ex Z1per (155. 8¢)
derivata per (151. 8.) congrue reducatur..

CAPUT
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D E
PALMARIIS QUIBUSDAM ADPLICATIONIBUS
CALCULI DIFFERENTIALIS AD THEO.
RIAM FUNCTIONUM.

160. Definitio.

O m nis aequatio, translatis ejus terminis ad unum membrum, induet
formam aequationis Z=o0. Si Z fuerit functio unius aut plurium variabi-
lium, erit Z = o aequatio determinata cafu primo, et indeterminata cafu
fecundo. Utroque porro cafu appellabitur aequatio Z = o algebraica
vel transcendens, prout fuerit Z fundtio pure algebraica, vel faitem ex
parte transcendens (5. §.).
161. Problema.
m

Datam aequationem VX n — U o continentem. functionem irra-
m
tionalem X n convertere in aliam, quae omni irrationalitate ajficien&e

/unitionem X careat.

Solutio.
m r; Tr
Cum fit X~=-g~> erit differentiando X = — = -—- . 5gi.
tur erit —u -— ----—--mv.)y. aequatio quaefita.
\Y, m fcX

162. Corollarium j.

Hac ratione poterit data quaevis aequatio Z= o ab omni irrationa.
litate afficiente quantitates variabiles liberari: quare, cum praeterea
omnis aequatio facile a fractionibus, li quas contineat , liberetur, licebit
omnem aequationem algebraicam Z = o ita confiderare, ut Z fit aliqua
fun&io integra et rationalis unius aut plurium variabilium (160. §.).

H?2 163, Co-
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163. Corollarium 2*

Expreffio generalis omnis aequationis algebraicae determinatae poterit
e(Te haec; Zs=xm+ Axm“ *+-Bxni"*+ Cxm" »+ - -px+ Q=:0,
aut alia hujus formae (1628§.): dicetur ea vero elle imi, 2di, 3tii, veL
generatim mti ordinisprout fun&io Z fuerit uniy 2di, 3tii7etc. ordinis.
(9. §)*

164. Co rollarium 3.

Aequatio autem algebraica indeterminata Z = o inter plures variabi-
les u, v, z poterit induere formam fimilem praecedenti (163. §.), ita ut
quilibet terminus vel aliguam potentiam unius tantum variabilis, vel pro-
du&um ex certis potentiis plurium variabilium complettatur (160. 162. §8.):
pertinebit idcirco aequatio Z ~ o ad ordinem imum, vel 2dum, aut 3tiumr
vel generatim mtum,, prout fuerit funftio Z 1mi, vel 2di, aut 3tii, vel
mti ordinis (8. 8)» Eapropter, fi aequatio indeterminata Z = o fuerit mti
ordinis, in nullo termino poterit fumma exponentium quantitatum variabi-
lium u, v, z in eodem termina contentarum indicem ordinis m excedere
(8. 8o)*

165. Defin lti a.

Radix aequationis determinatae (163. vocatur is determinatus
valor variabilis x, quo loco x alTumto funftio Z — xm-f-A xm~1-j-B xm* z
+ etc. re ipfa fit aequalis nihilo.. Sic e. gr, funftio Z= x44-x3— 5x2
4*x— 6 fiet pro quovis quatuor valorum x n 2, x:=— 3, xr:/"-rin
x — — ~f— r aequalis nihilo: quivis horum valorum dat igitur unam radi-
cem aequationis Z — x4-f-x3— 5x2-f~x— 6= 0.

166. Corollarium i.

Cum fun&io Z nequeat aequari nihilo, nifi variabilis x determinatum
aliguem valorem habeat, neceffe eft, ut omnis aequatio Z*“ 0 faltem unam
habeat radicem, quidquid ea fit, realis, vel imaginaria (165. 8.)>

167. Corollarium 2.

Omnis aequatio quadratica x2-}-Ax-(-Brrro habet duas radices,
X— — A-f-f/(A2— 4B), et x£=— (A2— 4B;, quarum utra-
que erit realis, pro A2"=4B, et A2>4B, vel utraque imaginaria pro
A2<4B (165. §.).

168« D e-
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168. Definitio*

Faffores datae funttionis integrae et rationalis Z ™ x m-f A xIl
4-me~24- 7 l Px-j-Q vocantur funttiones pariter integrae et ra-
tionales,, quae inter fe multiplicatae producunt funttionem Zt funttiones
ejusmodi imi> vel 2di, aut 3tii, etc. ordinis (9. §.) appellantur faftores
ftmplices,. vel duplices, feu quadratici % aut triplicet feu cubici, et ita
porro.

169. Corollarium 1.

Funttio integra et rationalis Z diviftbilis efl: per aliam funttionem in-
tegram et rationalem F, fi ea per hanc divifa generet quotum aequalem
funftioni integrae et rationali X; omnis igitur funttio integra et rationa-
lis Z erit per quemvis fuum fattorem F divifibilis; et quaevis funttio in-
tegra et rationalis F, per quam altera Z fit divifibilis, erit unus fattor hu-
jus funttionis (168. &

170. Corollarium 2.

Pro Fr=:x— /a in (169. 8.) erit Z= X (x— fiQy hinc Z:=0 pro
xt= u.: quilibet ergo fattor fimplex x— fl funttionis integrae et rationa-
lis zn= xm—j—Axm—I4 ————————— + Px-f-Q dat unam radicem aequationis

determinatae Zz=o0 (165.

171. Corollarium 3*
Omnis funttio quadratica 7x24"/3x4-a nabet duos fattores fimplices

=\ ————- " — N * ~ —)e———— —
X/v-\—5Y 2 03— ~pr~ by et xsy 5o/ / 4 «vy»
utrumque realem, fi fit ,81 ~$ Xy vel /Z> 4«7, aut utrumque imagina-

rium pro B2 <ldxy (168- &)»

172. Corollarium 4.

Arcus circuli Q r cujus finus vel cofinus excedat radium, eft impofli-
bilis: quaelibet ergo funttio quadratica 7 xz -f-/3x-f- x conftans ex imagi-
nariis faftoribus fimplicibus poterit exprimi formula gq2x2— 2'pgxCof(f>
4-p~ , ipli vero ejus fattores imaginarii erunt p (Cof 4- Sin d?\ f—
et p(Cof<p— Sin<p/— r)— gx (171. §.)e

173. Theorema.
Funffio integra et rationalis Zz:x.m4"Ax""’*1-f BxO01" 2 Cx™-3

4-Dxm-4 4" - - - + Kx-f-L ordinis mti tot femper, nec plures,
H 3 nequi
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negne pauciores y habebitfaftores fimplicesformas x — quot unitates furit
in exponente xn ordinis, ad quem ea pertinet.

Demonflratio.

1. Si fumantur numero m quantitates indeterminatae a, b, ¢, d,--~k,1;
erit produftum (x — a)(x — b)(x— ¢)--—-- (X— k) (x— D=;*m-f Px™-i
N QXm-»_LRxm-3 -|--------m-m- N Ux + V certa fun&io ordinis mti, in qua
quantitates a, b, ¢, ----—--- k, 1, lege per naturam multiplicationis determi-
nata inter fe connexae conftituent coefficientesP ,Q ,R , -———-- U,V : quod(i
ergo fupponamus hanc fun&ionem aequari datae funfrioni Z, quo fiat
P— A, Q= B, Rt=C, - - - U=K, V=L (29. 8.); nafcentur nume-
ro m aequationes inter totidem indeterminatas quantitates a, b, ¢, - k, 1
et datos coefficientes A, B, C, — - K, L, ex quibus porro poterunt de-
rivari aequationes determinatae, -quarum quaevis unicam duntaxat quanti-
tatem incognitam a, b, ¢, ------- k, 1 complettatur: quare, cum per quam-
vis harum aequationum determinatarum unus faltem valor incognitae a, b*
¢, - - - k,1, quam illa continet, perfefte fit determinatus (166. §.); ex-
tabunt eo ipfo pro finguiis incognitis a, b, ¢, - k, 1 certi valores, qui-
bus loco a, b, ¢, - - - k, 1affumtisre ipfa fiat P= A, Q— B, R=C ,-—-—--
U~A=K, VA=L, hinc etiam2: = — *) (x— b)CX — O oo (X— -K)(x— ).

2. Eft porro impoftlbile, ut funftio Z praeter hos faftores alium ali-
quem, ab illis diftinttum, faftorem fitnpttceth x — a habeat. Nam pro
certa funftione X deberet fieri Z ~ X (x— «) per (168- §¢); adeoque
etiam (x— a) (x— b) x—«¢) - ™~ - (x— k) (x— 1):=X (x— a): illud
igitur produftum fieret =;0 pro x =a, quod eft impoflibile, quin eo ipfo
aliquis fattorum x— a, x— b, x—c¢, - x —k, x— 1 fiat aequalis
nihilo, puta x— ar=o0, hinc x:=a = «, contra hypothefin,; cum x— X
debeat effe faftor a finguiis illis fa&oribus diftin&us.

174. Corollarium 1.
Quaelibet radix x ~ * aequationis determinatae Z ~xm+ A xm_!r
+ Bxni* 24-me~34 ----------- 1 Kx-fLt=0 dat unum faCtorem fimplicem
x — * funftionis Z (165. 173. §. 2. n.).
175, Corollarium 2
Omnis aequatio determinata Z ~ o ordinis mti (i74— 8¢) habet radi-

ces numero m, nec plures, neque pauciores (170- J73* 174 §e)e

176. Co-



CAPUT ITT. bs

176. Corollarium

Quaelibet aequatio Z .= XMA-AXM~1-FBXM~2 Ncceeeeeee b Kx+ L=<t
ordinis mti, fi ejus radices numero m fint a, b, ¢, k, 1, poteft fpettari
inftar produ&i ex m aequationibus radicalibus X—a= 0, X—Db=0>
X—0C =0, = x—k=o0, x—1 s, ita ut fit Z=(x—a) (x—"h)
(x—c¢) - - - - (x—=k).(x—=1=0 (175. 174- §e)e

177.. Corollarium 4.

Duae radices a, b dabunt aequationem 2di ordinis (x— a) (x — b)™ X2
—(ab) Brab=0. Tres radices a b, ¢ dabunt aequationem 3fii ordinis
(x—a)(x—"h)(x —c)=x3— (a-f-b-f-c) x2 -f (ab-fac+ b<0 x — abc= o.
Et quatuor radices a b, ¢, d dabunt aequationem 4t ordinis x4— (a-fb
4-c+ d)x3-f-(ab-fac+ ad 4"bc drbd4*c d)x2— (abc + abd 4* acd +mbcd) X
4-abcd= o (176: §8.).

178- Corollarium 5.

Et fi generatim numero r radices a, b, ¢, - - - u generent aequatio-
nem Z= xrd-Axr14-Bxr~ad-——h L Xrw(2n~2>4-Mxr 4- Nxr~2n
4 emeee Lrxdou=a; nafcetur ex illa aequatio ordinis rd, 1 radices

b, C,- - - U, vV habitura, nimirum Z(x—v)=xr+1-f-(A— V)Xr -|-mrmme

a, C
Ao (M vL)xr~(2n"n 4 CN= v M)xr~kn~1)4 - (U= v T) x—v U = 0
(176. &)
179. corollarium 6. ,
Lex, qua coefficientes ex radicibus componuntur, 'conftans eft in ae*
quationibus 2di, 3*«, 4t ordinis (177. 8) : et fiilla aflumatur pro coeffi-
cientibus aequationis ordinis r; fubiicietur ei eo ipfo etiam aequatio ordi-
nis 143 07q8'§ 0* Hac ratione per (a1. §.) facile evincemus, coefficien*
tem termini fecundi cujuslibet aequationis mti ordinis aequari fummae om-
nium radicum ejusdem aequationis fumtae cum figtio contrario; terminum
vero ultimum aequalem efle produfto ex omnibus radicibus fumto cum figno
proprio vel contrario, prout exponens m ordinis, ad quem aequatio per-
tinet, eft par vel impar; quemvis vero intermedium coefficientem, puta
coeificientem nti termini aequari fummae productorum ex quibuslibet nu»
mero n— 1 radicibus fumtae cum figno proprio vel contrario, prout index
d ejusdem termini eft numerus impar vel par.

»80. Co-
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igo. Corollarium 7.

Quamobrem, ut aequatio aliqua xm-f Ax m~ x e J-Kx
+ L— o termino fecundo Axm 1 careat, neceflarium eft, ut ea nec om-
nes pofitivas, neque omnes negativas, fed pofitivas et negativas radices
liabeat, fummaque radicum pofitivarum. exaequet fummam negativarum
(179- 8>

181. Theorema.

Si funffio Z ~xm+ Ax™-1+ Bxm” 24 - --——- + Px + Q pro certo
valore x variabilis x pofitivum, et pro alio valore /3 negativum valorem ob-
tineat; debebit una/altem radix -aequationis Z — o inter x et 3jacere.

Demonfirati0.

Sit ((>/3 (idem ratiocinium eft ad x </3 adplicabile); neceffe eft, ut
inter « et /3 innumeri valore?, finguli minores valore x et majores valore
A, locum habeant, atque inter omnes ejusmodi valores duo a, b extent,
pro quibus funftio Z ex valore pofitivo tranfeat in negativum; inter hos
porro valores a <b variabilis x intercedet neceffario aliqua quantumcunque
parva differentia b— a q i - i a fecus funftio Z pro x:=a~b valorem
pofitivum fimnl et negativum obtineret, quod eft impofiibile. Quapropter
dabitur inter a et b tertius aliquis valor x — k variabilis x, pro quo funftio
Z nec pofitivum, neque negativum valorem indueret, qui eam idcirco red-
deret aequalem nihilo ; quo ipfo demonftratur, inter * et /3 unam radicem k
aequationis Z = o jacere (165. §.)e

182, Corollarium 1.

Aequatio Z ™=o0 habebit faltem unam radicem realem, fi bini reales
valores variabilis x extiterint, pro quorum uno fun&io Z obtineat valorem
pofitivum, et pro altero negativum (181* §e)e

183. Corollarium a

Si inter duas radices reales a, b datae aequationis Z ~ 0 nulla alia
realis radix ejusdem aequationis jaceat; debebit fun&io Z pro quovis va-
lore variabilis x jacente inter radices a, b valorem pofitivum, vel pro quo-
vis valorem negativum obtinere (181. §.)e

184. Cor 0 Uarium 3.
Inter valores x et (3 variabilis x, pro quorum uno fun&io Z (181 «8e)

induat valorem pofitivum, et pro altero negativum ) aut unica jacebit
radix
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radix aequationis Z ~ o, aut, fi plures radices inter ipfos jacuerint, nu-

merus omnium erit impar (181. i83- §e)e

185. Corollarium 4.

Si vero funftio Z pro utroque valore reali x, /3 variabilis x induat va-
lorem pofitivum, vel pro utroque negativum; aut nulla jacebit radix aequa-
tionis Z ~ o inter valores reales X, ,8 aut numerus radicum realium inter
ipfos jacentium erit par (i8i- i83- §e)e

186. Definitio.

Evidens eft, funftionem y relatam ad variabilem abfolutamx, quae,
variabili x continuo crefcente, aut perpetuo crefcat, vel continuo decref-
cat, nunquam obtenturam valorem aliquem maximum vel minimum, certo
valori variabilis x refpondentem. Si autem funftio y ita fit conformata, ut
ca pro certo valore xr=v valorem V obtineat, majorem vel minorem fin-
gulis valoribus, quos ipfa pro quibuscunque aliis valoribus variabilis x,
tam majoribus quam minoribus valore v, indueret; erit V Maximum vei
Minimum abfolutum funftionis y. Si denique, variabili abfoluta x continuo
crefcente, funftio y pro certo valore xt=v talem valorem V recipiat, qui
fit major vel minor fingulis proxime fequentibus et praecedentibus valori-
bus, quos eadem funftio pro aliquantillum majoribus et minoribus valori-
bus variabilis x obtineret, licet fors V non fit valor major vel minor quovis
poffibili valore funftionis y ; appellabitur V quoddam Maximum refpeffi-
vum cafu primo, et Minimum refpedtivum cafu fecundo, atque de hujusce-
modi maximis et minimis fermo erit in fequentibus.

187. Corollarium .

Si funftio y data per variabilem x obtineat valorem V pro x:=v, va-
lorem vero P pro x~ v + e, et valorem Q pro x= v— e, fitque pro certo
quantumcunque decrefcente valore quantitatis e tam V > P, quam V > Q,
vel V < P et V<j Q; erit V aliqguod maximum cafu primo, et aliquod mi-
nimum funftionis y cafu altero (186. 8.)e

188. Corollarium 2.

Et viciflim, fi valor V, quem funftio y pro valore x= v induit,
fit aliquod maximum aut minimum ejusdem funftionis; debebit extare cer-
tus valor quantitatis e, pro quo quantumcunque decrefcente funftio vy,

Volumen L | pofito
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pofito x:=v-{-e, tum x =v — e, obtinebit valores, quorum uterque erit
miuor cafu primo, et uterque major Valore V cafu fecundo (186. §.)

Scholion 1.

, Maxima minimaque fun&ionum pofitiva a negativis diftinguenda funt.
Confiat, quantitatibus negativis— A, — a nonnumgquam valores inaequa-
les ab Analyftis ita tribui, ut quantitas negativa — a major efle cenfeatur
guantitate negativa — A, fi pofitiva a minor fit quantitate pofitiva A.
Qui hac ratione de quantitatibus negativis fentiunt, methodum inveftigandi
valores quantitatum variabilium, qui datas illarum fun&iones reddant ma-
ximas vel minimas, ad generales quasdam regulas folent revocare, nec efi,
cur utrumque cafum, maximorum nimirum minimorumque pofitivorum et
negativorum, perpetuo diftinguere cogantur. Nos interea cum aliis maxi-
ma minimaque pofitiva et negativa feorfim confiderabimus, per valorem in-
ter plures valores negativos maximum vel minimum eum confhnter intel-
lefruri, qui inter eosdem valores, fi omnes forent pofitivi, effet ma.~mus
vel minimus: fic e.gr. inter numerosnegativos— 2,— 3,— 4,—5,—6,— 7,

erit nobis — 2 minimus, et— 7 maximus numerus negativus.

Scholion 2.

Methodum uniVerfafem et compendiariam' inveftigandi maxima et mi-
nima quarumvis funftionum fuppeditat calculus differentialis: priusquam
ejus principia exponam, pauci? attingam aliam methodum, quam pro fim-
plfcroribus cafibus iis, qui in calculo differentiali haud funt verfati, offert
methodus exhauftionis antiquorum. Supponatur nimirum fun&io y variabilis
x re ipfa efie maxima vel minima pro x; tum fumatur quantitas e indetermi-
nata, quae nitra omnes terminos poflit decrefcere, ponaturque x4-e, deinde
x— e loco x in y, quo fiat,uty cafu primo aliquem valorem P, et cafu altero
dlqgnQ obtineat: pro cafu maximi erit jam y> P et fimul y>Q , pro
cafu minimi vero debebit poni y<P ety < Q(i88- 8> ur>de °pe congruae
redu&ionis facile determinabuntur binae expreftiones Z> X -fae+ be2
+ ce3-f- etc., et Zr< X-f-«e4-/3e2 -4-y e3-f-etc., quae ob quantitates
Z, X, a, byc,--- a p,y, etc. independentes ab e dabunt aequationem

Z = X (130. §.) determinantem valorem variabilis x, pro quo funftio y
fit maxima vel minima.

Exem.
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E x 6111 p ].a.
Pro valore x, qui fun&ionem y;=ax— bx2 reddat maximam, debe-
bit effe
axXx— bx2> a(x + e)— b(x-4-e)2;
ax — bx2> a(x— e)— b(x— e)2:
igitur eric
a<2bx-fbe; a>2bx — be.

at=2bx (130. §.)* hinc xz= ~

Pro valore x, Tui functionem y — * f+ reddat maximam, debe-
x2-f-m
bit poni
X—n 7 x-fe—n X—n ~ X— e—n
X2+ m (x-fe;2-]-m, et xz-j-m (x— ej2-fm

Hinc autem obtinebimus
X2— 2nx>tn-fne — xe, et x2—2nx<m + Xe — ne:
igitur x2— 2nx m (130. §8.), x:=n +:v~(m+ n2).

n I_ nQ

Pro valorex, qui fun&ionem y ~ — — reddat minimam, opor-

tebit ponere
A-fBx2 "A+BCx-fe)2 ttA-fBXZA,A-fB(-x—e)*

€
X X+ e X X— €

Quamobrem erit
Bx2> A — Bxe et Bx2< A+ Bxe;

Bx2:=A (130. §), hinc x= +

189. Theorema.
Si exponens ey primae rationis differentialis alicujus functionis y datae
per variabilem x, hac pro abfoluta Jumta, ut fit e x =i, pro certo valore
x = v determinatum aliquem valorem pofitivum vel negativum obtineat; fun-

Hio y nec maxima fiet neque minima pro valore x= v.

Demonftr atio.
3 4

2,
Fiat y ~ + V prox~ry, et gy=P, £y=Qi ”~y— R, ey t=:S,
et fic porro pariter pro x=:v; debebit funCtioy pro x~v-j-e obtinere fe-

quentem valorem A, et pro x=;v— e valorem B CI57*§-)
12 Ar=
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A= HhV +«P e+aQe?2 e3-f*Se4d etc.

| 2 3 4
B= + V— «I’e4-*Q e2— «Re34"a Se4—  etc.
Sit jam valor P exponentis ey debitus valori x s=rv pofitivus; erit

etiam «Pe valoris pofitivi, et — «Pe valoris negativi: pro certo vaiore
e erit ergo pars valoris A fequens poft + V valoris- pofitivi, et pars va-
loris B fequens poft + V erit valoris negativi (77. §.) * confequenter va-
lor -h'V nec major erit, neque minor utroque vaiore A, B feorfim fumto,
eoque ipfo nequit elTe +_V aliqguod maximum, vel minimum funé&ionis y

(186. 8. et 1. Schol. igg. §phU-
T N

Si autem fit P valoris negativi, proinde «Pe negativi, et — EIiPe
pofitivi valoris; erit pars valoris A fequens poft +.V valoris negativi, et
pars valoris B fequenspoft + V erit valoris pofitivi (77.8.)rvalor +V
nec ergo eft major rneque minor utroque vaiore A, B feorfimacccpto,
quorum alterutrum locum haberet, fi + V effet aliquod maximum, velL
minimum fun&ionis y (rg6; §. et 1. Schol. 188- §phi).

190. Theorema.

Si exponens differentialis ey indicis imparis zn-f-r pro certo vaiore v
variabilis x determinatum aliguem pofitivum aut negativum valorem obtineat,

2 3 2n
finguli autem exponentes differentiales ey, ey, ey, -—--- ey inferiorum

ordinum pro eodem vaiore xr= v aequentur nihilo; funttio y nec maxima
jfiet neque minima pro xm: v,

Demon Aratio. o
in+i an42
Si fupponamusr pro x=v fieri y= + V, ey~ P, sysrQ,
an+4

ey=:R, ey = S, etc. cum' per hypothefin fit eyt=:0, eyZ=o,
3 2h
«y— 0,- — ey=0 pro xr=v; debebit funftio y pro xr=v-fe obti-
nere fequentem valorem A, et valorem B pro x= v— e (157. 8.).

A= £tV+(«Pe-|-aQe2-f«Re3+etc.) a . e.

2 y 2n 2t
E = 4—V—K— «Pe4—<<Q»2— aRe34*etc.) « e g,

Hinc autem evidenter fequitur, eodem prorfus ratiocinio, quo in
(189 8<) ~mus ufi, pofTe oftendi,. valorem 4iV funttionis y debitum
valori
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valori v variabilis x in affumta hypothefi nec maximum effe,. neque

minimum..
191. Theorema.

Quodft autem pro certo valore v variabilis x ftnguli exponentes ey, ey.

3 zn-i zn
ey y- - - ey fant aequales nihilo, exponens vero ey pro xz=:v deter-

minatum aliquem valorem obtineat; erit valor funffiotiis y debitus valori
x~=v aliquod maximum pofitivum, vel minimum negativum, fi valor expo-

nentis 2s"y pro x— vjruent negativus:- fi vero hic valor fuerit pofitivus;
erit valor functionis y debitus valori x= v aliqguod minimum pofitivum vel.
maximum negativum »

De monffratio. '

Z]. znu zn\z 21'8
Pro x:=v fiaty:=+V, et gy— P, £y~ Q, ey— R, ey=r:S,.

et fic porror cum per hypothefin fitey:=o, %y= o,sy— 0, - 2gny}‘\ro;

debebit funftio y pro x= v-f- e habere fequentem valorem A vel C, et va-

lorem B vel D pro x— v— e (157. §.)-

zn zn+r zntz zn+3
Az=+V+(*F 1-- <zQez -f- xRe3 - «Sed 4+ etc.)e2nr.
zn 2D tr znj-z 211+3
B= +V+£«P — «Qe2 - «.Re3 m «Sed , etc.)e2n L
zZn +i 2n+2 Zn+r
-f «Qe2 -f- «Re3 « Sed + etc.)e2rrx
zn an+t zZn+z 2ni 3
D:=— V+ (*Pe — xQe2 -f- «Re3 — «Se4 + etc.)e2l'lL
24T 2,n

Sit jam P= *y valoris po(Ttivi> erit etiam a Pe quantitas pofitiva,
proinde debebit efTe etiam fumma omnium terminorum poft + V in fingu-
lis expreflionibus A, B, C, D fequentium valoris pofitivi (77. 8>) : igitur
dabitur quantitas e, pro qua,, utcunque ea decrefcat,. erit tam A > V quam
B> V, vel tam C < — V, quam D <m— V r id eft, valor funftionis y debi-
tus valori x:=v erit aliquod minimum pofitivum V» aut maximum negati-

vum — V (18& 8¢ et 1. Schol. 188- §phiX

2n zn ,
Porro fit P ~ ey valoris negativi; eritr quoque «P e quantitas nega-

tiva, eoque ipfo erit fumma omnium terminorum poft + V in fingulis ex-
preflionibus A, B, C, D fequentium valoris negativi (77. §.): hoc igitur

cafu extabit quantitas e, pro qua, utcunque decrefcente, debebit elTe tam
1 3 ACV
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A <V quamB<3V, velC> VetD > — V, proinde erit valor funttio-

nis y debitus valori x“ v aut aliquod maximum pofitivum V, aut mini-
mum negativum — V (186. §+ et Schol. 1.)

192. P roblema.

Determinare valores variabilis x, pro quibus data funttio y fiat maxi-

ma vel minima.
So 1u tio.

<Sumta variabili x pro abfoluta, pofitoque £xt=i, capiatur ey, et,
quia exponens ey pro illo valore variabilis x, qui funttionem y reddit
maximam vel minimam, nullum valorem finitum potefl habere 189. §.),
ponatur ey:=o0, tum quaerantur radices aequationis ey”~=o0: fi enim
aequatio haec radices reales a, b, c, etc. habeat; erit fors functio y pro
quavis radice x— a, x:=b, x;=c, etc. maxima, vel minima, quod fe-
quenti ratione licebit explorare.

2 3
Sumtis fucceflive exponentibus differentialibus sy, ey, ey, -
Xt 2T+l
ey, ey, ponatur in quovis x;=a: fi pro radice x= a aequationis

ey ~ o reliqui exponentes fucceflive aequentur nihilo; incertum erit, an

funttio y pro x~=a fiat maxima vel minima; fi autem deveniatur ad cer-
arf-i
tum exponentem *vy indicis imparis 2r + i, quiproxrrra determinatum

quempiam valorem obtineat; conftabit eo ipfo, funttionem y pro x~a

nec maximam fieri, neque minimam (190. §.); quodfi vero deventum fue-
-V
rit ad exponentem ey indicis 2r paris, qui pro xl=a valorem aliqguem

determinatum induat, pofitivum aut negativum; dabit functioy pro s;~a
quoddam minimum pofitivum vel maximum negativum cafu primo, aut ali-
quod maximum pofitivum vel minimum negativum cafu altero (iQi.g.).

193. Corollarium 1.

'Valorem variabilis x, qui funttionem y reddat maximam vel minimam,
*ex aequatione «y “ O quaeri oportere ideo folum aflVruimus, quia certo
conllat, exponentem ey pro illo valore nulli valori finito pofTe aequari:
verum hinc haud neceffario fequitur, debere fieri ey — o, cum poffit effe

eytrr oc denotanto K quantitatem aliquam conflantem. Quam-

obrem, fi non fubfiltat aequatio «y ~ o ; tentetur aequatio ~ — o
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cujus radices reales debeant dare valores variabilis x fun&ionenvy redden-

tes maximam vel minimam.

194. Corollarium 2e
Ceterum elucet quoque ex (i87«§0> <duo modo poflit explorarr,
utrum fun&io y pro certa radice reali x =: a aequationis ey = o vel

o fiat maxima vel minima-

195. Corollarium 3.

Perfpicuum eft,, hanc methodum inveftigandi maxima et minima pro*-
prie ad illas tantum fun&iones pertinere, quae uniformes funt (13. §.)*
aut pro uniformibus poffunt haberi, quales funt e. gr. radices poteftatura
imparium, utpote unicum valorem realem exhibentes, et radices poteffa-
tum parium, quae, dum reales fun% binos quidem valores exhibent, unum
pofitivum, et alteram negativum, quorum tamen quivis feorfim poteft

fpe&aru
196. Definitio.

Si continua differentiatione fun&ionis y~r: xm-|- Ax"1"1+ Bxm*“ 2

+ Cxm" 34\r Px + Q ex aequatione yt=o0 derirentur aequationes
2 3 4
£fyZ=o0, ey.— 0, ey!=ro, ey”~=ro, etc.; vocabitur y~ 0 aequatio prin-

cipalis; reliquae autem aequationes appellabuntur ejus aequationes differen-
, 2 3
fiales, «y:=0 prima, ey = o fecunda, ey~ o tertia, et fic porrov

197. Corollarium r.
Pro aequatione principali X =:i-fAz + K224-C23-f" “ -“4-Q Fr~*
4'Rzr+ Szr+1+ Tzr+2+ U zr+3 + --—-—-- +'fzm~*+gz.ra-*-f hz.m= o

erk ejus rta aequatio differentialis (196. 127. §.).

foor(r Wr—2)(r— 3) - 5.4.3.2.1. Rx
VA+Cr+0rCr— 1)(r — 2) - 5.4. 3.2.5z1J
st crd-Yyankiiprr—in) e 5.4.3.T22\
+ (r+ 3)(r+ 2)(r+r)r - - e 5.4.Uz3)

1IX* *

C (m— 2) (m— 5) +
/M- (m— 1) (m— 2) (m—r)gzm~(r+l)\

V+ m(m— x)y(m— 2) - - (m—r-fi) hzm~

198. Co-
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198. Corollarium 2.
-
Omnis aequatio differentialis ey”~=0 eft aequatio principalis refpe&u
r r+1

aequationis differentialis g.gy =gy =0 uno gradu fuperioris (196.8.)
199. Coroiiariu m 3.

Si aequatio y”~ro praeter radices a, b, ------- p habeat radices aequa-
les «,«*«, — - @ numero n, quo .proUs=(x— a)(x— b) - — (Xx— p)
fiat Y = U(x— x)'\t=0 (176- §); erit prima ejus aequatio differentialis
<<y_5='(x— «)nfiu-fnU (x— a)n" l:rro (4 81l. §.)* feu «y~(Cx— *>U
+ nU)(x— x) n*"I= o, atque haec habebit radices aequales x, x,-——-—- X
numero n— 1 (170. §.)

~200. Corollarium 4.

Ex aequatione principali y — o habente radices aequales x, oc, u -—-Xx
z
numero n derivari poffunt aequationes differentialis ey= o, gy:=o,

3 n-i
gy~o, - - - sy ~o0, quarum prima habeat radices aequales x, x, «etc.

numero n— 1, et quaevis fequens una pauciores quam proxime praecedens,
n-1
ultima vero gyt=o0 unam tantum radicem X=:x (199. 198- §e)*

301. Corollarium 5.
Quoties igitur funftio yjmU (x— a)n habuerit faftorem (x — «)»,

exiftente n numero integro pofitivo; toties erunt omnes exponentes diffe-

z 3 « *
rentiales gy, ey,eyt— - - gy aequales nihilo pro x= a, exponens

n , ... nh
vero ey pro x= «, cum Xx nulla fit radix aequationis gy~ =0, valorem

gliguem determinatum induet (200. 165. §.): funftioy pro x~=« nec ergo
maxima fiet neque tninima, fi n fit numerus impar; maxima vero ea erit vel

minima, fi n fuerit numerus par (190. 191. §8.)e

202. Theorema.

Inter quasvis binas radices reales et inaequales p, g, aequatisnis yi=o
guarum una fit proxime major altera, ita ut inter eas nulla alia radix jaceat,
jacebit una radix aequationis differentialis gyt=o0 exhibens unum valorem
vartahihs x, pro quo funffio y dat quoddam maximum, pofitivum vel ne-
gativum.

Demon-
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Demonflratio.

Sit p > ¢> poterunt inter p et g innumeri valores variabilis x cogitari,
quorum QUIVIS minor eft radice p et major radice q, pro lingulis vero his
valoribus variabilis x obtineret funCtio y certos valores, vel omnes pofiti-
vos, vel omnes negativos, cum inter p et q nulla radix aequationisy=;®
jaceat (183. §e* quare cum fiat y“ o tam pro xr=p quam pro x=g
(165. §.), facile hinc colligitur, certo valori variabilis x jacenti inter p
et g refpondere quoddam maximum funftionis y , pofitivum vel negativum
(186. & et 1. Schol.); eum vero valorem debebit exhibere una radix aequa-
tionis sy~ 0 092, §0-

203. Corollarium 1.

Sint a, b duae radicum realium aequationis y ~o0, aomnium maxima,
et b proxime minor, quo fiat, ut inter illas nulla alia radix jaceat. Sumto
valore x:=v majore maxima radice a, pro quo funttio y:=xm-{-Ax'n"I
4-Bxm" z+ - - — fc-Px+ Q induat valorem pofitivum (78. §. 2. Schol.),
cum inter v et a nulla jaceat radix aequationis y "o ; debebit funftio y
pro quovis valore x jacente inter v et a manere valoris pofitivi (igi. §.)*
igitur, quia inter quemvis ejusmodi valorem xjacentem inter v eta, et
quemvis valorem x jacentem inter a et b unica radix a locum habet; debe-
bit funftio y pro quovis valore x inter a et b fieri valoris negativi (184.
185. §.). Inter radicem realem maximam a et proxime minorem radicem
b aequationis yr=o0 jacet igitur una radix aequationis differentialis ey =0
exhibens unum valorem x, pro quo funftio y dat quoddam maximum nega-

tivum (202. §.).
204. Corollarium 2.

Sint i>k>1 tres radices reales aequationis y ~ o0, quarum fecun-
da fit proxime minor prima, et tertia proxime minor fecunda, ita ut nec
inter i et k, neque inter k et 1 alia radix locum habeat; jacebunt inter illas
duae radices aequationis differentialis, una interi etk, altera vero inter
ketl, ita quidem, ut alternatim una illarum det maximum pofitivum,
altera vero maximum negativum funttionisy, prima illud, etfecunda iftud,
vel vicifiim (202. 184- §0*

205. Corollarium 3*

Aequatio y= xm+ Axm-1-fBxm“2+ - - " *f Px-fQrrrro mti

ordinis habet m radices; aequatio autem differeatiaiis ey ;=m x n“I

\dunen J K
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-f(m— i) Axm“ 24- - - - 4* P— o debet habere radices una pauciores,

nimirum numero m— i Cx75* §-): quare, cum inter binas quantitates

reales non nifi reales quantitates poffmt jacere, fi omnes radices aequatio-
nis y ~ o reales fuerint,
reales:

erunt etiam omnes radices aequationis

fi autem aequatio principalis yr=0 quocunque numero r< m
dices reales habeatj habebit aequatio « y =0 minimum
les (202. §.).

ra-
r— i radices rea-

206. Corollarium 4.

«

t, o m ., 1 2 3 4 .
rro radicibus realibus a, a, a,a, - - - - a, a, a, etc. aequationis

12 3 4 non+i
y:=ro habeat aequatio sy = o radices reales «, x, u, x ,-—-a, a, etc.

(205. 8 ): fi hae et illae ita fint difpofitae, ut utrobique prima fit omnium

maxima, tum reliquae fe invicem ordine magnitudinis fequanturj jacebit
1 12 2. 2 3

n nn+i
a inter aet a, x inter aet a, et generatlm X inter

a et a; quaevis porro

. . 1 , 3 . S L .
radix, prima x, tertia x, quinta a, etc. aequationis ey”~=0 dabit, fumta

z 4
loco x, aliguod maximum negativum, radix autem fecunda u, quarta a,

5
fexta a, etc.

dabit quoddam maximum pofitivum functionis y (202. 203.
204. 8.).

207. Corollarium 5.

Quoties aequatio differentialis eyrrro habuerit radices imaginarias;
toties eas habebit etiam aequatio principalis yz=.0 (205. §.).

208. Corollarium 6.

Ex radicibus tamen realibus aequationis differentialis sy~ronon licet
concludere in radices reales aequationis principalis yi=o0:

pofiibiJe eft, ut
illae omnes fint reales,

licet hae fint omnes imaginariae. Quodfi tamen
radices reales aequationis differentialis ey — o ejusmodi fuerint, ut,

iis,
prout fe invicem ordine magnitudinis fequuntur,

loco x fucceilive fubfti-
tutis, funttio y maxima pofitiva ec negativa alternatim det, ut in (206 §.);

jacebit neceffario inter quasvis binas ejusmodi radices una radix aequationis

y = 0 (181. §.)+, proinde, fi aequatio sy”~ o numero n ejusmodi radices

reales habuerit, habebit aequatio y~ o ad minimum numero n— 1 radi-

ces reales. Interea notandum eft, aut omnes radices reales aequales, quas

aequatio differentialis ey ~ o poteft habere, aut omnes exemta una in

forma-
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formatione illius judicii elTe reiiciendas, prout numeras illarum eft par
?el impar (201. 8.).
209. Corollarium 7.

Ut quantitas pofitiva inter duas alias quantitates jaceat, oportet utram-
que hanc quantitatem efTe pofitivam, vel unam pofitivam et alteram nega-
tivam: dum ergo omnes radices datae aequationis y ~ o reales fuerint,
et aequatio differentialis ey = o aliquot radices pofitivas habuerit; de-
bebit habere aequatio y~=o0 totidem vel una plures radices pofitivas (205*
206. §.).

210. Theorema.

Numerus omnium radicum realium, quas data quaecunque aequatio
ytrr:Xn4—A xm™'1-f B xm~ 2-|----------- f Px+ Q o habuerit, debebit -ejfe
par vel impar, prout exponens m ordinis, ad quem ea aequatio pertineatt
fuerit par vel impar.

Demonftratio.

1. Sumatur quantitas +. v ita, ut v major fit fingulis radicibus reall-
bus aequationis y = o, radicibus negativis, fi quae adfint, fpe&atis inftar
pofitivarum, fitgue vm> A v"'1*'1 + Bvm~z + = -—-- bPv+Q (78.

2. Schoi.)

2. Inter -fv et o jacebunt omnes radices pofitivae, inter — v et o
vero omnes negativae.

3. Sit jam m exponens par adeoque (+ v)m valoris pofitivi; habebit
funttio y tam pro x= + v, quam pro x = — v valorem pofitivum ob (i) :
pro x = o autem fiety;=:+ Q. Exiftente igitur termino ultimo Q pofi-
tivo; erit tam numerus radicum pofitivarum inter-fv eto, quam nume-
rus negativarum inter — v et o jacentium (2) feorfim par (185. §.): fi
autem terminus ultimus Q fit negativus; erit numerus illarum, et harum
radicum feorfim impar (184. %.). Numerus omnium radicum, pofitivarum
et negativarum fimui, eftigitur par utroque cafu.

4. Sit m exponens impar, adeoque (Hiv)H valoris pofitivi pro -f-v,
et negativi pro — v: hoc cafu dabit ergo x~r:-f-v valorem pofitivum, et

— v valorem negativum pro y, ob (1); x= o aatem dabity”-f~ Q.
Pro termino ultimo pofitivo -f Q erit igitur numerus radicum pofitivarum
inter x ~ + v et x~ 0 jacentium (2} par; numerus vero negativarum jacen-
tium inter — Vv et (2) impar (185. 184* §e); et pro termino

K 2 ultimo
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ultimo negativo —»Q erit numerus radicum pofitivarum inter xt=-f*v' et
X =0 (2) impar; numerus vero negativarum iuter x:=— vetx=:0 (2)
par (184. 185. §.)* Utroque ergo cafu erit numerus omnium radicum, po-
fitivarum et negativarum fimul, impar.

3ii. Corollarium 1.
Terminus ultimus Q aeqnationisy’\z:xm4*A xn,~ 1 4— ——-f-Px+Qrro,
cujus omnes radices fint reales, erit pofitivus vel negativus, prout nume-
rus radicum pofitivarum fuerit par vel impar. (210. 179. §.).

212. Corollarium 2.
Omnis aequatio y = o mti ordinis habet radices numero m (175. §.):
1 inter illas dentur radices reales numero n, erunt religuae numero m— n
imaginariae. Quare, cum numerus m — n femper fit par, fi uterque
numerus m, n eft par, aut uterque impar, perfpicuum eft, numerum radi-
cum imaginariarum, quas aequatio y = o poteft habere, femper effe pa-
rem (210. §8.)

3i3.-Corollarium 3.

Aequatio yz=o0 ordinis paris m (211. §.) poteft habere omnes ra-
dices imaginarias: aequatio vero y = 0 ordini* imparis m debet habere
faltem unam radicem realem (212. §.).

214. Problema.
Determinare relationem inter coefficientem cujusvis termini datae aequa-
tionis y=:0 et coefficientes duorum terminorum adjacentium, quorum unus

illum proxime praecedat, et alter proximefequatur, pro cafu radicum imagi-
nariarum ejusdem aequationis.

Solutio.

1. Data fit aequatio yr=xm+ Axm” I4"me“ 24-me- 5 , -
-fQxm~r+1-f Rxm~r-f Sxm- r- 14-Tx™ e [ fx2
+ gx + h= 0, quaeraturque relatio inter quemvis rtum coefficientem R
et coefficientes Q, S pro cafu radicum imaginariarum.

2. Si ponas x = B in (1), obtinebimus aequationem X=:1-f Az

4—Bzz4“Cz3— f - 4-Qz*- I4—Rzr4'Szr.+I4—Tz.r+2+ Uz r+34—— —

4-fzm"'24-g’\m“,,4-hzm=o. .
3. Hinc
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=T
3. Hinc (2) invenies per (197. §.) aequationes differentiales « Xt=o0,

6Xr:o, * Xr=o; et fi quaevis harum dividatur per primum ejus ter-

minum * tum ponatur m— r+ icn, m—rs=n— 1, m—r— It=n 2,
fiet.
s X ~ 14-«z+i3za+ yz,+ iJ24 + - - - + [*znP=o.
gr;XA=i+ az4-b224 cz3-f - - - - -f-uzn@ml— O
9 X =1 4-5l24-S522 +  ---v-rmeme- 4e7"-2=0.
R, crdiiyrs _oobdooyirdeiyeT,
PtO«= Tr; vV o= ipTQ ’
,_(r+ 3)(r+ 2)(r+ Dru.
* - T.JTQ - ’
_m(m—1)(m— 2)-—-—--- (m—r4-2)h
" (r— 1) (r—2) ---4.3.2.1.Q"
_(r+i)s ., _ 0%4-2) (rb~inT
a— R ' [ 2R
(-3 k 2) (rbiiyu s
Cc— 3.2K s
_m(m— 1) (m—2) - - - (m— r4~Qh
1 r(r— 1)(r—2) - - - -4.3.2.R
04-21. w cr+3u2+a)u:
™ e G ¥ ® — e T8
0 __ m@M—= Q) ~—~=—=—-0m— nli
Ard-i)r(r— 1) ——-- 4.3.2.S

4 Aequationes hae (3) pro znr -I- abibunt in tres fequentes ae-

quationes.

L =x n4-axn" I4-i3xn--24-yx n~34-<fxn~4 |- -
]len~l4*axn~24"bxn 34*cxn 4 - -—hu=o0.

N’\:xn'_24-5xn~34“/\ XU”4 — 4-’\ rr°-

5. Ex his porro aequationibus (4) per (197. §e) facile eliciuntur fe-

quentes aequationes differentiales.

n-2
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gt ~ X H -2yt 23— o,
nin i
ni_%\ﬂ_:!*,.ll- _2a *+ (n_ 'jz(on_-- - 0'

eN=x*+ -i?LX+ —--2— - s=
n— 2 (n—2) (n— 3)"
6. lam vero fieri poteft, ut aequationes quadraticae (5) habeant ra-
dices imaginarias,nimirumfi fit per (167. 8.),
— & =N e IR*< (m-r+ OCr+j). s g
n2 n(n— 1) 1.k ¢c m—r

4N eehinc oh (j) U. Sz< -xL=1>M A2 . RT,

(n— i)z (n— OOft- 2) (in— r— 1) (r+1;
2N e Ttz Gnr 43 Crr
(n—2)z  (h— 2)(n—3)* ’ («i-—r_ 2,0+ 2)’

7. Relatio (1) indicabit ergo, utramque radicem aequationis *e Lr=o0
in (5) effe imaginariam; adeoque debebit hoc cafu etiam aequatio L ™o
in (4) habere faltem unum par radicum imaginariarum (207. 198. §8.): cum

igitur quaevis radix x=-~~ aequationis L = o0 in (4) det unam radicem
aequationis j X ™~ o in (3)» haec autem nequeat habere radices

imaginarias, quin illas eo ipfo etiam aequatio X :=o0 in (2) per (207. i98-8.)
habeat; erunt in eadem hypothefi etiam aliquae radices z aequationis
X = o in (2), proinde etiam aliquae radices x aequationis y= o in (1)
imaginariae.

8. Si dicas, nullum rtutn coefficientem R aequationisy =o0 in (i) ta-

lem effe, ut is conditionem (I) in (6) impleat, fed pro quovis ejusmodi
coefficiente fore aut

pcsfr-r+ O ft+1). SQ, aut R2> iIKI+I2.SQ,
(m—r)r Cm— r)r
proinde etiam in (S)
aut 4 - >
nz n(n— 1) n2 ~ n(n— 1)
n-a
erunt quidem ambae radices aequationis e L o in (5) reales (167. 8e):

verum inde nondum fequitur, aequationem L ~o in (4) nullas habere

radices
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radices imaginarias (208. 198- §0: fi vero eo non obftante aequatio Lt=o0
in (4) radices imaginarias habeat; habebit illas etiam aequatio y = o in (i),
ob rationes in (7) relatas.

9. Sicut (I) dat faltem unum par radicum imaginariarum aequationis

L — o in (4);4 fic quoque conditio (11.), cum ea indicet radices imaginarias
- . Im

aequationis j M - o in (5), dabit faltem unum par radicum im-agir-1aria-
rum aequationis M:=o in (4) per (207. 198. §.)» eapropter, quia quae-

vis radix x .= = aequationis L =0 vel M;=o0 in (4) det unam radicem
r f"J F

z ~ — - aequationis e X m o vel e X £=20 in (3); dabit conditio (I)
X

unum faltem par radicum imaginariarum aequationis s Xt=zor et con-

ditio (li) indicabit faltem unam par radicum imaginariarum aequationis
* r-1

e X t=ro in (3,). Debet autem aequatio e X = o eo ipfo jam habere unum

r t-i
par radicum imaginariarum, quia id habet aequatio s X = fi.eX mo
r-r
(207. §.): igitur habebit aequatio e X = o0 ad minimum duas radices ima-
ginarias ob conditionem (1), et duas ob conditionem (I1). Verum hinc
' . r-*

haud elucet, radices imaginarias aequationis e Xt=:0 in (3% quas indicat
conditio (1), ab iliis ejus radicibus imaginariis, quas denotat conditio(ll),

diftinftas effe; aliunde vero certo conftat, eas non poffe efle diftinftas:

fecus enim poffet habere aequatio*”™ X o in (3) pro quocunque ejus ex-
ponente n, adeoque etiam pro n”~=3 quatuor radices imaginarias, quod
eft impoffibile. Itaque binae conditiones (I) (Il) in (6) tantundem indi-

cant, quantum urra ii/arum indicat, nimirum unum par radicum imagi-
nariarum aequationis yrrroin (r), ob (7).

10. Quodfi autem conditiones (1) (I1l1) in (6) locum habeant, qoo

cafu radices aequationum s i..=o, eN SS O in (5) debent effe imagi-
nariae; habebunt etiam aequationes L mo, Nj=o0o in (4) radices imagi-

narias (207. 108* §0? cum autem quaevis radix x —i? 5 aequationis
1 .
Lt=o vel N= o in (4) det unam radicem z = — aequationis s X ro

r+l :
vel e X'— o in (3); habebit quoque aequatio e Xi=0 faltem unum par
radicum
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rti

radicum imaginariarum ob conditionem (1), et aequatio s X “ 0 pariter
unum par ob conditionem (II1). Cum porro aequatio % *X 0 fit Ida
* r-t LRy

aequatio differentialis £ , s X = 0 aequationis £ X = o (196. §.); debet

uatiorV x = O ea ipfo folum unum par radicum imaginariarum habere,
r+i " r-1
quia id habet aequatio e X ~ O (207. 198. 8¢): aequatio igitur e X == O

habet unum par radicum imaginariarum ob conditionem (I), et aliud par
ob conditionem {].U), atque iftud par ab illo diftin&um eft. Nam ante
omnia evidens eft, ut conditio (111) locum habeat, debere effe n>3;

adeoque aequatio V x = o in (3) debet effe minimum 4ti gradus: hinc
autem elucet, ipfam capacem effe quatuor radicum imaginariarum. Deinde
certum eft, coefficientes cujuslibet aequationis ab ejus radicibus certa lege
dependere (179- 8§¢)> coelficientesque «, 5]. ob (3) per diverfos coefficien-

tes aequationis principalis y~=0 determinari: igitur debent etiam radices

imaginariae aequationisV xs=0 in (3), quarum indicium eft conditio (1),
diverfae effe ab ejus radicibus imaginariis, quas conditio (111) in (6) indicat.

Ut primum vero aequatio VX==0 in (3; ob conditiones (1) (I1l) duo
habet paria radicum imaginariarum; habet etiam aequatio X ~ o in (2%

proinde etiam y = o in (1), faltem duo paria radicum imaginariarum (207.

198- 80* 215. Coroltarium.

His principiis nititur regula Neutoniana ad explorandas radices imagi-
narias datae cujuscunque aequationis inventa. Singulis nimirum terminis
datae aequationis, exceptis termino primo et ultimo, fuperfcribantur fra-
ftiones» prout eos fequens exemplum exhibet: exploretur deinde, an qua-
dratum cujusvis coefficientis minus fit fra&ione fuperfcripta du&a in pro-
duftum coefficientium adjacentium, vel non: cafu primo fubfcribatur ei-
dem termino lignum — , et cafu altero fignum + , terminis vero primo et
ultimo femper fubfcribatur fignum +. Numerus enim alternationum ligno-
rum fubfcriptorum indicabit, aequationem datam ad minimum totidem ra*
dices imaginarias habere,

2m 3(m—1) 4fm— 2) 3)

irm— i) 2(m— 2) 3(ui— 3) ben 4
4 Axm-i 4 Bxnt'% + Cxol~3 4- Dx'11-4 "k-—--=20.

216. Theo-
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216. Theorema.
In quavis aequatione idi gradus, cujus ambae radices reales funt, tot
femper adfunt Jignorunt 4----vel--—- f* alternationes, quot radices pofitivae,
et tot fuccejftones + -f vel------- , quot radices negativae,

Demooftratio.
Sequentes gquatuor formulae exhibent omnes cafus poflibiles,
l. xz-fAXx+ B=o. Il. x*~ Ax— B=o0.
Il. xz— Ax+ B=o0. IV. k2+ A x— B=«.
latn vero in (11) et (1V) ueceffario debet effe una radix pofitiva et 4
tera negativa (179. 8.), ficut una adeft alternatio et una fucceftio figno-
ram. In (I11) debet effe utraque radix pofitiva (179. 8.)# ficut duae adfunt
fignorum alternationes. In (1) demum funt ambae radices negativae
(179. 8.)» ficut binae fignorum fuccefliones.
217. Theorema.
Quoties pmnes radices datae aequationis y = o fuerint reales, ejusque

t
rta aequatio differentialis ey = o tot fignorum alternationes quot radices po-
fttivas habuerittoties debebit quogueproxime inferior aequatio differentialis

ey 0 totidemfignorum alternationes habere, quot ea habet radices p8.

fttivas
Demonftratio.

r-1
1. Aequatio differentialis (r— 1)efima fit «y =: x* + ax*-1+ bx*“*

«f-cxn,~3-Hdxn"44- - + px+ g=g.

2. Erit rta aequatio differentialis sy £=nx®"l + (u— i)ax*~'6
Jh(n— 2)bxn-}+(n — 3) cxll~*f - — Hr pr=:0.

3. Omnes lignorum alternationes et fuccefliones, quas aequatio (2)
compleftitur* debent quoque in aequatione (i) contineri.

4. Aequatio (2) habeat alternationes fignorum, proinde etiam radices
pofitivas numero m, qui par fit, aut impar.

5 Si min (4) eft numerus par; terminus p in (2) debet effe pofiti-
vus, adeoque + p (211.8§.): prout igitur adeft -fq vel — q in (i), habet
«equatio (1) aut totidem, aut una plures fignorum alternationes, quam
aequatio (2), nimirum numero m, aut m+ 1, ob (j).

PofrfliftM /. L 6.H a-
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6. Habet vero aequatio (i) ad minimum totidem radices reales pofiti-
vas, quot aequatio (2) ob (198' 209. §.); confequenter habet (i) ad mi-
nimum numero m radices pofitivas ob (4)« cum igitur m fit numerus par;
debet (1) habere m + 1 vel m radices pofitivas, prout— q vel -{-q adeft
in (1) per (211. §.)« Aequatio (i) tot igitur habet pofitivas radices, quot
fignorum alternationes (5).

7. Si vero numerus m in (4) alternationum fignorum, et radicum po-
fitivarum aequationis (2) impar eft; necefle eft, ut ejus terminus ultimus
fit — p (211. 8.)« prout eft ergo -fq vel — q in (1), habet aequatio (1)
alternationes fignarum numero m +i vel m, ob (3).

8- Deinde habet aequatio (1) ad minimum m radices pofitivas, ficut
aequatio (2) ob (5) per (198' 209. 8.): quare, cum m fit impar numerus,
'debet: aequatio (r) habere radices pofitivas numero' m+ | vel m, prout ea
-j-q vel— g habet pro termino ultimo (2ii. 8.)* adeoque tot debet ea

‘habere radices pofitivas, quot lignorum alternationes, ob (7).

21g. Corollarium 1.

Si aequatio yrrro ordinis mti omnes radices reales ha@eat; habebit

2
etiam quaevis aequationum differentialium ey — o, ey=:0, - - -
m-r
— gy o omnes radices reales (205. 198. §.)» cumque ultima aequatio
m-1

t gy~ o debeat efle quadratica, habebit ea tot fignorum alternationes,
quot radices pofitivas (216. §.)e igitur habebit etiam quaevis praeceden-
tium aequationum, proinde ipfa quoque aequatio principalis tot lal-
lernationes fignorum, quot radices pofitival*(217. §.)

219. Corollarium 2.

Aequatio ordinis mti habet radices numero m, et terminos numero
m + i, quorum quivis bini contigui dant unam fignorum alternationem
vel unam fuccefiionem, quocirca debet efTfe m numerus omnium alterna-
tionum et fuccefiionum fimui; quare, fi aequatio mti ordinis numero n ra-
dicet pofitivas totidemque alternationes fignorum habeat; habebit ea m— n

radices negativas, et totidem fignorum fucselfiones, fi quidem omnes ra-
dices unt reales (218. 8.).

SchoO-
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£cholion.

Cntn quaelibet radix p, aequationis y = o debeat dare unum fa&orem
fimplicem x— fi functionis y 074—§-)> quidquid haftenus de radicibus
generatim demonftratum eft, ad illuftrandam etiam naturam fa&orum fim-
plicium, in quos fun&iones integrae et rationales funt refolubiles (173. 8.),
pertinet. Eft autem refolutio funCtionum in faftores fimplices maximi mo-
menti in calculo integrali; quocirca optandum foret, ut extaret aliqua me-
thodus eam omni cafu perficiendi; interea certum eft, admiffa refolutione
omnis aequationis determinatae yt=o0, quae inventione omnium illius ra-
dicum, reales fint, aut imaginariae, perficitur; eoipfo concedi etiam refo-
lutionem cujuslibet funftionis integrae et rationalis y in fuos faftores fim-
plices (176. 8.). Artificfa autem, quae ad detegendas radices datarum
aequationum ha&enus excogitare licuit, admodum imperfeCta funt; qui ea
nofcere cupiant, fcripta adeant, quorum praecipua in introductione com-
memoravi,

220, Theorema.
Si funStio fraSta P data per variabilem z ejus Jit indolisf ut illa pro de-

terminato quopiam vaiore z = a, evanefcente numeratore P et denominatoreQ,

abeat in necejfe ejl, ut ipfapro zzza eundem valorem habeat, quem

ep } .
quotus -r- pro z=:a obtineret.

Demonftratio. w
) . . 2 2,
1. Si pro z=a exponentes differentiales eP, « P, ------- sQ, «Q, etc.
2 2

obtineant valores «Pr, fPr, -———-———-- gQr, eQr, etc,; obtinebit funCtio

pro z = a4-w per (157. §.) fequentem valorem.

oieV1-\-ocws P 1 - - - f~acar~r,sP1
cceQl-f ctu eQT4" ------- +« f)l” 1L «Q1
P
2. In eadem hypothefi debebit funCtio — pro z?=a— « fequentem
valorem habere (157. 8e)e
1 _ 2 2 r r_
— aePNr-~"sP1l— - -- -} awr~1.R
------------ 4~ace0r'~|. eQl s
L 2 , 3 * lam
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P
3. lam vero vel fun&io -q- crefcit, vel deerefcit, crefcente varia-
bili z: cafu primo erit ejus valor debitas valori zz=a minor valore
et major valore (2); cafu autem altero erit is major valore U)t et minor
valore (2) pro certa quantumcunque parva quantitate u: quodfi igitur V

P
denotet valorem funé&ionis debitum valori zt=a; dabuntur certi co.

efficientes K, L, M , ———-
que cafu

k, l m, etc., pro quibus ob (i) (2) erit utro-

\VJ t>g/rz- -+km etV <i £A\;Erj+ K«-f-L»24*MwJ4-etc.

«P1
Eapropter erit neceffario V —rErJ'/i (130. 8.).*

331. Corollarium 1.

Si pro zs=a etiam quivis rto inferior exponens differentialis tam
funfrionis P, quam fun&ionis Q fiat aequalis nihilo; debebunt in (n.1.2.)
omnes termini praecedentes terminos, in quibus continentur exponentes

t r P
differentiales £p*, eQ* negligi; valores idcirco funftionis debiti va-
loribus a+ w, a— u variabilis 2, exprimentur fequenti modo;

r r r+i rxi r+2 r+i
a»r-*. bPl-fawr e PlL-f aw+l. £Pl+ etc.
~X r t»* s J12 *
»r“1LEQL + aar. £Qx+ a«l €Q1 + etc.

r r f+ * ryi n* . r+ z _
f~xuTFJ.s P*f- amTeQ14" X cor** £P 4- etc.
~"r " r -
Hifttw~ 1 gQ* -j- xa¥. £Q1+. a»r e £Q.1+ etc.

Hinc vero, denotante V valorem funftionis -~-debitum valori

fequitur ut in (n. 3.), pro certis coefficientibus k, 1, m, - — K, L, M, etc.

independentibus ab v, et quapiam quantumcunque decrefcente quantitate *
debere fieri
r

y 1L W2+ etc.; et V < CKytLolt etc,:

gitar V = 1£1<i3C. e
-Q'

232 C«-

r+1 > r+i__
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222. Corollarium 2. b
Qtiamobrem, fi petatur valor V, quero funttio frattay — pro illo

determinato valore a variabilis z debet habere, pro quoea abitin — , fu-
2 ?

«antur quotientes -fJL, -s”~, _fJL,etc. polito i, inchoandoque
£2° €Q  €Q

a primo fiatz:=a: quoties enim aliquis horum quotorum pro z= a

in abiverit, nihil certi poterit, indecolligi,fed quaeridebebit valor

proxime fequentis quoti pro z=a: fi autem ad quotum deveniatur, qui
pro z=a aut fiat aequalis wihilo, evanefcente folo numeratore, vel
obtineat valorem indefinitum, evanefcente folo denominatore, aut va-
lorem quempiam determinatum induat; debebit etiam data funftio y pro
z=a cafu primo aequari nihilo, cafu autem fecundo et tertio eundem in-
definitum, vel determinatum valorem habere (220. 221. §.).

223. Corollarium 3.

pum datur funftio y = PR variabilis z, quae pro certo valore zt=a,
evadente P ;=0 et R = > 00, abit fh o. 00, poni potg)ft Q~~ <>
hinc yE=r P quo cafu, pro z= a, abibity in % invento itague va.
lore fun&ionis y := P pro z=a per (222. 8.)> habebitur valor fun-
ctionis y =P R debitus valori zt=a.

224, Corollarium 4,

Et fi aliqua funftio variabilis z pro certo valore zt=a, pro quo

abeant q,p in~-r=o00, abeat in . poterit fumi P= — etQ =~ |

Q Q
kinc 3 v "[T-» Quae funftio pro z:=a in —  debebit abire: deter-
minato igitur valore fun&ioois b pro z:=a per (222. §.), obtin®-

bitur eo ipfo etiam ralor funftionis B pro z:=a.

L 3 22 5.Pro*
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235. Probleina.
. . : M ) ) )

Fraftionem rationalem genuinam ~ (10. ir. 8§8.) datis faftorihus
ftmplicibus denomi'natori.s N, qui omnes ftnt inaequales, refolvere in totidem

. . . M
fraSiones partiales, quarum fummn exaequet datam fradtionem — »

Solutio.
Pro quolibet faftore fimplici formae generalis p— gx denominatorls

A
N determinetur una fradtio partialis ---------- , ita ut ejus numerator A
p gax

eum valorem habeat, quem quotus — pro x ;= fumto exponea-
te «jifferentiali obtineret.
Demonflratio.

Cum p— gx fit unus faftor fun&ionis N, dabitur alia funftio inte-
gra et rationalis X, pro' qua fiat Nt=X(p — gqx): poterit igitur funftio

M . v . . . .
— pro quapiam funftione .integra et rationali Z refolvi in duas fra-

N
ft’\||ones, ita ut iit *
M A m Z AX + Z(p — gx)
N p— gx ' X N
Adeoque habebimus Mrr=AX + Z(p — gx), etZ ~ —— p— Qgx
debet ergo eiTe unus fattor fimplex funftionis M— A X (169. §.), et
_ o M M Cp— gx)
ideo M— A X ”™~o pro p— gx;=o0, feu A ;= = e N Pro

Verum pro xi= fit M (p— gx)— o, et N:=X(p— gx):=o0:
A a a
numerator A aequatur igitur ei determinato valori, quem quotus

pro valore x = - 2 , pro quo is abit in ~ , obtinet5 hinc debet efle
q (6]
(220. 8.)
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- gm (p~qgx) Cp—gx)e.M qMx~-_E_
£N ~~ aN fiN: q°
feu Aliria*! pro x _ JL obfca”™ii= Oprox=JL.
@l t q * fiN

226. Corollarium 1.

Si functio integra et rationalis a+ b xn dicatur habere unum facto-

rem fimplicem e— fx , cum fit fi(a-]- bxn)r=n bxn“’ly adeoque

—fxm  fxm fn-m e

e(a+ bxn) ~ noxI"l1. nbeu~m—1 ~r° X f
obtinebimus per (225. §.) feqnentem expreflionem pro nna fra&ionum
partialium, in quas fun&io frafta rationalis = > datis omnibus
fa&oribus fimplicibus denominatoris, poteft refolvi, nimirum pro fractione

partiali oriunda ex faftore fimplicife— fx denominatoris a-f bxu

n—m

ub(e— fx)ell" m” 1

237. Corollarium 2.

Si faftores denominatoris N fint quidem omnes inaequales, fed vel
omnes quadratici formae generalis tz—\—/3x—{—yx2, vel aliqui quadratici et
alii fimplices; repedetur fra&io partialis oriunda ex quovis fa&ore quadra-
tico, fi hic refolvatur in duos fa&ores fimplices, fra&ionesque partiales
his faftoribus competentes per (225. §.) determinatae in unam fummam
addantur,

228. Corollarium 3.

Sic fi d2— c2x2~ (d-f-cx) (d— cx) dicatur efiTe unus faftor quadra-
xm

ticus fun&ionis a-fbxn, funftioque frafta rationalis ——— -in fractiones
a a -j-bxn

partiales refolvi debeat; fraftio partialis oriunda ex illo faftore quadta-
tico erit per (225 227, 8.),

1Tecn—m cn—m
nb(d-fcx)du“ m'1" nb(d— cxjd”"™m""'1l
__cn_m jTd— d+ rx—-cx
-nbdn“m'1 " d2— c2 x2
confequenter, prout eft n— m par aut impar numerus, erit ea fragio
cn-m —2 cn—n+ 1 —2

nbdu~ir2 d2—c2x2 * ve* nbdu"m~1 dz—c2x2
229. Tlieo-
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229. Theorema.

pro Xr=Cof P+ Sin <pf — 1 et quovis numero integro pofitivo M

debet ejfexn::Cofn(pI Sin n(p/ —1
Pemonftratio.

Eftenim x*~ Cofq2+ 2 Cof< Sin P>t — Sin % igitur per
(5. & !+ Schol.) xa=Cof2( thSma" . Etfipro quocunque nume-
ro integro reffet xri= Cofrq HSinripye—1, deberet eo ipfo effe
etiam Xr+ t=Cofr (p Cof(P 4*Cof PSinr Pr—iASin  Cofr  —1
— Sin<p SinrA=Co rf| + Sin(r+iysa—1 per (5. 8 L SchoU).
Hinc |taque ob @L §) nece ario feqwtur quod erat datnonftrandum.

330. Corollarium 1.

Si p(Cof<p4*Si0 Pyf— 1)— gx et p(Cof<p— Sin(p/'— 1)— gx fint
duo fa&ores fimplices imaginarii functionis rationalis c + ex*“* debebit haec

funftio bis aequari nihilo, pro x = ~-(Cof$4- Sin*'—0 et x= ~-
(Cof d>—Sin<Pv™—*)i «rit igitur per (229. §.)
A (Cofn *Sinn P/—i)r=o0;
c-|--*-(Cofnip—Sinndp/—i)=:0.
Hinc 2 ¢ -

rCofn(p:O' et Sinn(p/—1==¢;
feu ¢ 4¢ IOIQIEZofn(P 0, etSinn~P=o.

231. Corollarium 3
1
Quidquid fit funftto rationalis et integra a4 bX y heceffe eft, Ut pro
quolibet ejus faftore quadratico pl— 2pgxCof\p4-qz ob (17*. 230. s>
liat

Cofn et nN'=®
232. Problema»

111
Datam /unSionem integram rationalem a*4 »* re/olvere in /nos
faftores.

Soluti®.
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Solutio.

1. Exponens n eft numerus par vel impar. Pro numero pari n™r2m
habebit funftio an-f-xn omnes numero n—~2m faftores fimplices imagina-
rios; adeoque, quia quivis bini faftores fimplices inter fe multiplicati
dant unum faftorem quadraticum; habebit illa hoc cafu faftores quadrati,

COsS numero

2. Si autem exponens n“ 2m + i eft impar numerus; habet funftio

an+ xn unum faftorem fimplicem realem, et n— i faftores fimplices
imaginarios, ex quibus numero m faftores quadratici poffunt
produci.

3. Quilibet faftorum quadraticorum funftionis an-J-xn (1) (2) expri-
mi poteft forrnula generali p2— 2pgx Cof™-fq2*2 C*72. 8.); et pro quo-

libet debebit arcus (p ita determinari, ut fit per (830. §.) arrF-P~n—Cofn (pz=:0,

et Sinn<pt=o.

4. lam vero erit Sin n<p:=o, fi, denotante k quemcunque terminum
progreffionis o, 1, 2, 3, 4, etc., fiat np— 2Kkir, vel n <p:= (2k-fi)tt
Per (J*8= * Schol.): praecedens formula (3) femper ergo dabit unum

faftorem quadraticum funftionis an-f-xn, fi fiat

p= L ettt ——Cof2 Kir;=0;
a

n

vel @z=-27 12 eta+  Cof2(k -0

5. Prima aequatio In (4) nequit fubfiftere: cum enim i Cof2kr;=1;
effet an - —?;—~o, hinc :) »D— a" valori vel imaginarii, vel rea-

lis negativi, prout eft » numerus par vel impar, cum tamen £ in @~
debeat habere valorem realem pofitivum,

6. Hinc, ob Cof(2k+ i)irzr:— 1 (5. §. 1. Schol.), fequitur, formu-
lam in (3) pro quolibet valore k=:0, k:=i , k= 2, k=3,k = 4, et fic
porro, daturam unum faftorem quadraticum funftionis all-f-xn, fi fiat

n
————————— et an— P = ° ob (4) (5), adeoque p;=apro g= 1:

Wiumen & M his
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his ergo valoribus in (3) fubftitutis, obtinebitur fequens generalis expref.
lio omnium faftorum quadraticorum funftionis an-|-xa.

2k-fDr ,
aa— 2ax Cof(------------)- ------- --f- x2.
n
7. Quamobrem, fi in (6) loco k fuccefllve fubftituantnr numeri
€>,1, 2, 3, 4, 5, et ita porro quamdiu eft 2 k + i < n, obtinebuntur

omnes favores quadratici funftionis an+ xn, ad quos praeterea eo cafu,

quo n fuerit numerus impar, faftor fimpl& a+ x debebit accedere (I, (2).
Exempla*

a34-xixa2— 2axCof~ -f-x2)(a -f-x).

ad-fx4:=(a2— 2axCof"-f x2)(a2— 2axCof— + x2).

a*-fxs= (a2— 2axCof N--fx2)(a2— 2.ixCof~ + x2)(a + x).

a64*sz:— (a2— 2axCof~ 4*x2) (a2— 2axCof— -fx2)(a2— 2ax Cof-"-f-x2).

Scho 1i on.

Sed, quaeret ter, curil/i duntaxat numeri impares foco 2k+ 1 in
(7), qui numero n minores fant, fubftitui praecipiantur? dabit utique for-
mula generalis in (6) etiam pro quovis alio majori numero impari 2k + 1
unum faftorem quadraticum funftionis an+ xn, ob (4). Verum id quo-
que certum eft, faftores quadraticos, qui pro numeris imparibus 2k +i >n
ex (6) poliunt elici, ab iis, qui pro numeris 2k-fi<J n indidem eliciun-
tur, haud effe diftinftos. Sit enim generatim 2k-f-i:=2rn”~hx numerus
major numero n, ita ut r quemlibet terminum feriei 1, 2, 3, 4, etc. poflit
denotare, « vero denotet numerum imparem minorem numero n; dico
ex (6) pro 2k+i=2rn + * eundem fequi faftorem, qui pro 2k-{-1

obtineretur. Eft enim Cof ™ rn Cof (2re+ ; Cof2rn
n — u

Cof — XSin sr» Sin— =sCof— (5. 8. j. Schol.)
n n u

233. Problema.
Funftionem integram rationalem an— xn refolvere infuos faffores.

Solutio.
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Soluti o.
*. Pro exponente pari n habebit funfrio a®— x“ duos fa&ores fun-

plices reales, etn=2 faftores fimplices imaginarios, et ex his omnibus
i1z
nafcentur numero — -— factores quadratici*

2. Et pro numero impari n habebit funftio an— xn unum faftorera
fimplicem realem, cum n— 1 fa&oribus fimplicibus imaginariis, qui fimul

n—1
dabunt numero — — factores quadraticos.

3. Quilibet faftor quadraticus funftionis an— x” (1) (2) obtinebitur
ex p2— 2pgxCo(\p + g2x2 (172. §.), 'fi Pro quocunque termino progref-
fionis arithmeticae 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc. loco k affumto fiat per (230. §.) et
(5. 8. 1. Schol.).

Pp= -1 ~ =0; 'et Sin2k?r=o0;

vel & = an+ -~r:=o; etSin(2k+ i)»r=o.
n q

4. Cum vero fecunda conditio in (3) abfurda fit, ut in (232. §. n.5.);
certum eft, formulam generalem fa&oris quadratici in (3) daturam quemvis

fattorem quadraticum funttionis an—-xn, fi in illa ponatur <p— , et

an— -E==0, ‘hinca=p pro q= X, denotante k quemcunque terminum
feriei arithmeticae 1, 2, 3, 4, etc.: his igitur valoribus in (3) fubftitutis ob.
tinebimus fequentem exprefiionem generalem omnium fa&orum quadrati-
corum funttionis an— xn

a2— 2ax C0f~rn—--H la.

5. Quare, fi in hac formula (4) fuccefllve ponas k s i, kz=2, k =23,
k = 4, et fic porro quamdiu eft 2k<n; derivabis inde omnes faftores qua-
draticos funftionis an— xn, ad quos praeterea accedet fa&or fimplex a— x,
vel quadraticus a2— x2:=r(a— x)(a-fx), prout fuerit n numerus impar,
vel par (2) (i)»

Exempla.
27T
5
a*— x41=(a2— 2axCof~ + x2) (a2— x2) (a2+ x2) (a2— x2).

M?2 X"

a3— x3;= (a2— 2axCof f x2) (a— Xx).
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a*— xs;=(a2— 2axCof*~+x2)(a2— 2ax Cof™-J- x2) (a—Xx).

aB— x6:=(a2— 2axCof™+ x2)(a2— 2ax Cof™ x 2) (a2— x2).

Scholion.
Ratio autem, cur loco 2k illi tantum numeri pares, qui numero n
minores funt, in (4) fubftitui praecipiuntur, eft eadem, quam jam pro cafu
fimili in (232. §. Schol.) adduximus. Omnis enim numerus par major nu-
mero n per 2rn+ 2a poteft defignari, ita ut,

gque numerum parem minorem numero n,

denotante 2x quemcun-
coefficiens r quemlibet termi-
num feriei 1, 2, 3, 4, etc. pofllt indicare: facile vero oftenditur,
lam in (4) eosdem Rro 2k=2rn + 2«, et 2k= 2«

formu-
factores dare.
N

- , 2air\ 2aw
Nam eft Cof---—--= ----- =Cof(2rT + ) = Cof2r7rCof-mmmm-

+ Sin 2rr Sin — Cof (5. 8. 1. Schol.)
n n

234. Probiem a.

Unus f affor quadraticus functionis integrae et rationalis a+ bxn eft

p2— 2pgxCof<p-}-g2x2; determinare fraStionem partialem ex
4

dani, data funftione fratta rationali —4r“——
X

ipfo oriun-

in fraStiones partiales re-
folvenda.
Solutio.

1. Fa&ores fimplices dati faftoris quadratici funt gx — p (Cof<p-f-

Sintyf'— 1), qx— p(Cof$ — Sinipy'— 1) per (172 §0: quodfi ergo nume-
ratores fraflionum partialium his factoribus fimplieibus debitarum vocentur

A, B; erit per (227. §.) fraftio’partialis oriunda ex dato faftorequadratico
A ' 1 B o
gx— p (Cofp+ Sin(p/*— 1) * gx— p(Cof(p— Sin — 1)

q(A -j-B) x--(A— B)pSin® /— 1— (A + B)pCof<p _
p2— 2pqgx Cof<P-f g2x2

2. lam fit M?=xm, N= a-f bxn hinc «N~=nbxn” lex, et per (229.8.)

Dm \
xm= -~~ (Com<p;+Sinm(p~— 1);
xn"i— E—_ (Cof(n— I)<P+.Sin(h— J);

pro x = +. Sin Cp/=— 1); n



CAPUT I 93

Per haec determinantor valores numeratorum A f B fractionum par-
tialium in Cl) fecundum (225. §.), nimirum:
qll m CofmCP + Sinm~j/j— | .
nbpn“ m~1 Cof(n— i)’\4"Sin(n— H<P/— *’
gqn~m Cofm<P— Sinmtysf— 1
nbp"~m“1 Cof(n— i)(p— Sin(n— — 1
Eft autem per(5-8. 1. Schol. et 23i.§.)—

Cof(n— 1)(p=Cofn Cof<p+ Sinn(pPSin©= — b 11C0f®;
p

Sin(n— i)<p:=Sinn<pCof<p— Cofn (pSin = — - Sin <p:

adeoque eft etiam

* pm+1 Cofm (p-f-Sinm $ \f— 1~

nagm Sin<p”r— 1— Cof(p 1

g pmt 1 Sinmfp~— I — Cofm $
nagm Sin<p”™ — i-|-Cof(p

Quare addendo, et fubtrahendo erit
ob (Sin”~y'— 1— Cof<P) (Sin<p>/'— i+ Cof<P);=— (Sin g2+ Cof<p2):=— r.

« nm+ X

At+B=——— Cof(m+ i)<p;

Oonm+1
A— B=:i-——- m Sin(m -fi) <p/— 1.
nagm v
Et pro his valoribus in (1) fubftitutis obtinebitur fequens fimpliciffima
exprellio quaefitae fractionis partialis.
2pm+1 pCofm ft— gxCof(m-fi)(p
nagm p2— 2pqxCof(p-j-q2xz
Scholion. *
Notatu digna eft methodus quasvis funCtiones fra&as rationales, datis
faftoribus fimpUcibus et quadraticis denominatorum, refolvendi in fractio-
nes partiales ope coefficientium indeterminatorum.

M
1. Si proponatur fraftio refolvenda in fraCtiones partiales, ‘'datis

faftoribus fimplicibus formae p— gx, et quadraticis formae ct-f*/sx -f*Yx2
denominatoris N J fumatur pro quolibet faftore fimplici una fraCtio partialis

————————— >et pro quolibet fattore quadratico accipiatur una fraftio formae

gx
A< B x '
TF- ~JT----1 >literis A, B indeterminatas interea quantitates denotantibus.
ti-T-px “r Vx

M 3 Tum
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Tum reducantur omnes bae fraftiones partiales ad communem denomina-
torem aequalem produ&o N ex illarum denominatoribus; erit fumma
omnium numeratorum divifa per N aequalis datae fun&ioni M—. Quodfi
igitur fumma omnium numeratorum aequetur dato numeratori Mj obtine-

bitur aequatio, ex qua valores pro A, B, etc. fecundum principia primi
capitis poterunt determinari.

M
2. Eadem prorfus methodo refolvetur quaelibet fra&io " in fra&io-

nes partiales, dum denominator fraftionis refolvendae aequatur alicui po-
tentiae ntae aut faftoris fimplicis X = p— gx, aut quadratici X=zx-\- (3x
-}-«p2,: nimirum, fumtis interea quantitatibus indeterminatis A, B, C, D,
E, F, G, etc., ponatur

i A | B < ¢ iK i h
X»-""*"xu-2 "+ X2 ' X'
, M A+ B x, C+Dx U+ Vx
vel ~ = *“ x A~ — XN + - - -+ X ’

prout X exhibet fa&orem fimplicem, vel quadraticum, tam quaerantur
valores pro A, B, C, etc., ut in (i).
. . . L M .
3. Si denique denominator N fra&ionis refolvendae — inaequales

aliquos, et alios aequales faftores fimplices vel quadraticos, aut illos et
hos habeat; habebitur cafus ex praecedentibus cafibus (1) (2) compofitus,
ad quem idcirco eadem methodus poterit adplicari.

4. Licebit demum hanc methodum ad quosvis faftores polynomios ex-
tendere; fi nimirum denominator N frattionis refolvendae M habeat fa-
ftores polynomios formae generalis a-j-bx + ¢x2 {------------- (-mxr; {©m-
per poterit determinari una frattio partialis debita tali faftori polynomio,

modo ejus numeratori tribuatur forma a-f/3x-f-yx2 -f - - - Axrt*
funftionis ordinis uno gradu inferioris.

ELEMEN-
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CAPUT IV

DE
PRAECEPTIS FUNDAMENTALIBUS CALCULI
INTEGRALIS , INTEGRATIONEQIJIJE

FUNCTIONUM RATIONALIUM.

235. D EFINIT 10.

Integraie dati exponentis differentialis eft funttio, cujus ratio differen-
tialis habet exponentem dato aequalem; unde, quid fit datum exponentem
differentialera integrare, per fe intelligitur: praecepta in hunc finem do-
cet Calculus integratis. Signum autem integrationis erit /, praefigendum
exponenti differentiali, cujus integraie fuerit defideratum: fic /X «x
indicabit integraie exponentis differentialis Xsx.

236. Corollarium 1.

Integraie dati exponentis differentialis sytzzX sx poteft elle funttio
y = Z-t-C compofita ex aliqua funttione Z variabilis x, et quantitate
conftante C, quarum pofterior nullo patto immediate ex ipfo exponente
differentiali poteft colligi (91. §.).

~N237. Corollarium "2
Quamobrem praecepta calculi int-egralis eo tendunt, ut per ea ek datis
exponentibus differentialibus ey partes variabiles illorum integralium vy
utpote cum iis certa lege connexae (83. §.) poffint derivari: plerumque
tamea-, inventa parte variabili, putaZz, alicujus integralis/eyz=y, fcri-
bemus y:=Z-|-C, litera C quantitatem conftantem defignaturi, quae fors
addi debebit parti variabili Z, ut perfettum completumque integraie
habeatur. -
238. Corollarium 3.
Facile vero, inventa parte variabili Z, pars conftans C certi integralis
y = Z + C in aftuali calculidifferentio-integralis adplicatione determinatur:
plerumque enim ex natura quanti, pro quo expreflio analytica yz=Z-{-C
Vthtnev | ' N quae-
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quaeritur, elucet, quemnam determinatum valorem V fun&io y pro certo
vaiore v variabilis x debet induere, quo fit, ut, fi pro xi=v pars variabi-
lis Z valorem determinatum U obtineat, fit U-{-C= V, hinc quantitas
conftans C ~ V — U, et integrale ipfum yr=2Z-fV — U.

239. Corollarium 4.

Methodus univerfalis explorandi, utrum pars variabilis Z alicujus in-
tegralis /X «x = Z-j-C rite fit determinata, confiftit in differentiatione in-
venti integralis Z-fC: fi enim exponens differentialis e(Z + C)z=zsZ
aequetur dato Xex; certi erimus, integrale /Xexrr:Z-J-C effe legiti-
mum, ita ut nullum aliud exponenti differentiali X ex poffit refpondere,
cujus pars variabilis, non tantum forma, fed etiam magnitudine a parte va-
riabili Z differat (235. 96. §.)

340. Corollarium 5.

Hinc et ex (115. - - - 123. 8.) colligemus fequentia integralia, quae
inftar totidem formularum fundamentalium calculi integralis poliunt
fpe&ari.

1Js Cof<p:=Sin<p+ C. 2jT— £%$Sin <p:=;Cofin<p-fC.

3fe (pSinOz Sinv &+ C. 4 / — £P Cof<p:=Cofv<p+ C.

5J7s pSec (p2r=TangCp + C. 6 Cofecip2— Cot <P+C.

*j.fe cpSec ®Tang p= Sec P-fC. 8y — Cofec<p Cot Cofec P+ C.

d7fr~n): =ArcSinz+c- I°~ /"™ V ) ArcCofz+c-

Sinvz+c- Arc Cofvz +c-
1 3 Arc Taris z + ¢ st N ro= A rcec°tz + c -
'5 7 N — = ArcSecz+C. ~ f~ ~ T }=ArcCofecz+C.

341. Corollarium 6.

Sic quoque ex (239. 90. §.) fequitur, integrale cujusvis exponentis
differentialis AeZ, determinati per produftum ex exponente differentiali
*Z certae fun&ionis Z in quantitatem conflantem A, aequari produtto
cx integrali huius exponentis in eandem .quantitatem conflantem, feu effe
/AeZ S=A/«Z.

242. Co-
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242. Corollarium 7.

Ob 239- 92, 80 autem erit integrale exponentis differentialis
ey— «P-4-eQ+erR H— — —f ez compofiti ex pluribus exponentibus
differentialibus aequale fummae integralium Ungulorum exponentium illum
componentium, nimirnm P+ *Q+ eR+ - - »

+ fsR + ———- +/* Z.
243. Corollarium 8.

Si in aliquod integrale /X ex quantitas quaepiam conftans, per addl-
tionem aut fubtra&ionetn, ingreffa fuerit, poterit ea negiigi, atque ad
conftantem indeterminatam C referri (237. §8.)» confequenter in fpecie loco

/X a :=U -flog-~z-fc, cum fit 1 ze=r 124 poterit fumi

/Xexz=U+1Z + C, quamdiu partis duntaxat variabilis ratio habetur,

244. Corollarium 9.

Dum integralia per arcus circuli determinantur, loco arcuum negati-
vorum fubrtitui poffunt arcus pofitivi, modo illorum finus, cofinus, finus
verfi, cofinus verfi,etc. cum fignis contrariis fumantur, vel in cofinus,
finus, cofinus verfos, finus verfos, etc. convertantur (239. 240. §.).

245. Problema.

€z .
Integrare exponentem differentialem ey z=:—- fraftunt, CuUjus numera-

tor aequatur exponenti differentiali denominatoris z, quidquid fit ijle, ali-
qua variabilis abfoluta, aut (Ua€cunque funftio certae variabilis abfolutae

G- §o>,

0, .
Solutio.
Sumatur pro integrali logarithmus naturalis denominatoris, feu fiaC

y =1z + C (239. 110. §.)-
246» Corollarium.
A ZTM
Si - dicatur effe integrale alicujus exponentis differen*

tialis ey, quod pronao abit in — ~+ C; erit AlogZ4-Cgenuinus valor
Zn N
— — 1~C)
z=zAZn~leZ (239. 8¢); debet utique datum integrale pro =0 poni

=/AZ°-'eZ=/"|~=Al1Z (245.341. §.)e
N 2 241. Pro-
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247. Problema.
Integrare exponentes differentialesformula generali A ZmeZ romprehe*-
_/os, quidquidfit z, variabilis abfoluta> aut aliqua funtHio certae variabilis
abfolutae
Soluti o.

Potentia variabilis z uno gradu altior divifa per fuum exponentem
m -f-1 duftaque in datum faftorem conftantem A dabit integrale quaefi-
tum, feu erit (239. 104. 8.)

Adm+l

/Azmcz = — -7-———-f-C.
n J m+ i

248* Cgl:)rollarium 1.

Per (247* 8e¢) integrabitur quivis exponens, differentialis formae
X«x(a-fY)P, fi funftio X ex extra vinculum aequetur exponenti differen-
tiali funftionis a-f-Y fob vinculo: pofito enim z:=:a4-Y,

erit ez

i=g(a-fY)= Xexj. hinc /Xex(a-fr-Y)? — fezz? — d - f

249. Corollarium 2.
Si detur exponens differentialis formae gy = Azasz -\-Bzhez
4-Czc£2 4 -etc. =z.(Az»-bBzb+ Czc-f- etc.)ez; eritilliusintegrale, nulla
. . . . Aza+l Bzb+l Czctr

guantitatis conftantis ratione habita, y = -7 — - beem | -etcC
a+i 1 b+i * cd-i 1 '

(247. 242.8.).

250. Corollarium 3.

Hinc elucet, quemlibet exponentem differentialem gy~rrPP Q* Rr------
Xuez efie perfefte integrabilem, fi P, Q, R ,------- X quascunque funftio-
nes variabilis z formae generalis sz4""zl4"Mzm4-etc., etp,qr,
numeros integros pofitivos denotent: femper enim poterit exponens ey
explicari per feriem formae Aza4—sz4—Czc4— etc. duftam intz con-
ilantemque terminis numero finitis, utprimum numerus terminorum cujus-
libet funftionis P, Q ,R , ~———- X feorfim finitus eft.

251. Corollarium 4,
Quamobrem nulla poterit a(lignari funftio integra et rationalis Xez

variabilis z, cujus integrale perfeftum per principia praecedentia determL

nari nequeat.

252. Pro-
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» 353. Probleina.
. A Gx A Gx
Integrare exponentes differentiales frattos, formulis —
comprehenfos*
So lutio-
Pro z~rp-fgx fletftX- — ——— - — unde per (241. 245. §0
P+qgx q z Agx
obtinetur fequens integraie (I). Porro eft — 29
. A €X . .
e e et e * unde* mte%randa ope inventae formulae (l1). per
~ 2g— 2x/ge e r
x| e
(242. §8.) invenieturfequens integraie (I1)* Denique pra z — fiet
V o
we AQ-X— — — ; et hinc per (241. 240. §.), reperitur fequens
g4-ex2 /ge I-fza
integraie (l1)*
y A v A
- — 1
p4-qx q
OAe x A
g—exz 2/ge ‘(£ £$Q + c-
f*As x A
11, Are Tang + C.
/ ge “"b /g
253. Problema*
Integrare exponentes: differentiales formula generali bx —lcxa
comprehenfos.
Solu tio.
Pro zt=x+ Eb . hinc sz-e x transformabitur datus exponens in
— c
ex Bz : igitur integrando per (252. 8+) ob-
a4"bx4-cX2 4*4at—b2 : - 19 9 P '
- I Ly —
tinebimus fequentia integralia*
L 2, 2¢x4d-b.r
ad-bx4-cx2  Thvdac—b2) 1C ang/(dac— b*)">
[° «x r el (4t b2)4-2¢x— b\

a4—bx— cx2 /(4 ac 4— b2) v/ 'w4ac"i"b2j — 2c¢x-\-bJ

N-3' In
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In adplicatione vero harum formularum ad cafus fpeciales quantitates
imaginarias, quas prima formula, exiftente b2 >4ac, dederit, vitabimus,
fi in dato exponente diflerentiali figna mutemus in contraria, cum d-ein ope
fecundae formulae integremus. Sic ope primae formulae reperietur

NN | -~ Tang ~ + C: fecunda autem formula

S B R A IS TS E £

254, Corollarium 1,

cum fit £\Sa4bx4*cx2):=bsx4-2 cxc x; erit — ri-—-——- r=:
— atbxHhcx™*
.1 «(a-f bx4-cx2) b e x .
+ 77- ,tbxxrf +17 e a+ bx+ cx» nte&r’ d° “ o»»
per (242. 241. 245, 253. §.) inveniemus fequentes formulas.
f xf.D— nj=C + = I(a+bx+cx2) —me 7 ~-— ArcTang-f-t— o
3 a-fbx-fcx2 2c cy’\(4 ac— bz) \9 (4 ac— b2)
/UIEIL__— C— — lrad-bx-cx2)4- - 1(™ T £ + b24-2¢cx— bX
J a+bx-cx2- L 2C ;+ 2c/14acd-b2) (4&c4-i)2) — 2cx4-by
255. Corollarium 2.
_ - (A+BXx)Ex__ Aex . B Xex
orro e a4-bx + cx2 ad-bxHhcx2 ' ad4“bx + cx2 * Per (“42*
241. 253. 254. §.) obtinebimus ergo fequentia integralia.
/™ q S = c+ £ IsHxdol>t AcTas7 ® ™)'
/ (Ab-Bxygx__c¢  arLir b _  ~, 2acheo A7 (dachb2)d 2ex— bx
J z+bx.— cx2 2C ~Nc/(4acd-b2) Vy~U »c+ b*;— 2cx 4-bj

256. Corollarium 3.

. N
FormukAapSh_o =-A & xA od EXTOX ki per(2a.,

241. 245. 255. §) fequentia integralia.

Agx _r , _Alf X -V Ab 2cx-f-b
@-bxd-cx2) a V~(abdbxd-cxs  ardac—m) fc \f (dac—t0)*
Aex roLLA L x A\ Ab . 77 (Bactpayd-2ex— b\
x(ad-bx--cxa; - a”™/(ad-bx— cxa;> 28/(4ac+u2; \/ (4ac+b2)— 2cx4-fc/*

Scho-
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Scholion.

Quantitates imaginariae in adplicatione harum formularum (254. 255.
256. §.) ad cafus particulares eodem prorfus modo, quo in (253. §.),
poterunt vitari.

257. Problema.

Dato integrati /u ex invenire integrate /u v ex pro quibuscunque fuue
titionibus v, u variabilis x.

Solutio.

Multiplicetur datum integrale fusx per alteram funftionem v, et
feorlim per ejus exponentem differentialem ev; quaeratur deinde integrale
exponentis differentialis evyuexj fi enim iftud fubtrahatur a produCto

vy*usx; erit refiduum aequale quaefito integrali /uvsx,

Demonflratio.

Sit /usx=:z; erit v/u«x= vz, etev/usxt:ztv. Eft autem
s.vz~V£E£z4"Z tv: igitur vzs=/vez+/z ev, nimirum v/usx”~yuvsx
+fs.vJaex; adeoque/uvex”~v/uex—/ey/uex.

258. Corollarium 1.

Pro trinomio Xz=x-j-/3xr-fyxd et quibuscunque exponentibus

r,q, m, p, polito v=Xp +i, et u”™x"1"1, fiet (257. §.) fx m~lex.X p+*
— XP+/x n"IEx—/s. X p +I(]x m" l«x— —Tn—------”pr+nIVx pxms X :

quare, cum litX”~m + iJx”~vxi, et eX:=r/3xr,~|sx-f*q'yxc|"\|ex, fafita
fubftitutione obtinebimus fequentein memorabilem formulam.

J m m J

— g?.(P+0 /A"m+qg~it £ExXP.
m o j

259. Corollarium a,
Ex hac aequatione pro/xm™,exXP+r~r/xm“ ,exXP (« + i3xr+yxi)
= a/xm" lexXp+ B/XxXm+r,~*exXP + >Syxm++—, £xXP elicietur fequens
formula.

/Cm +q—T£yYP —- +1 m Ct ev XP
J - ~P+qg+m; y(gp+g+«n>/X *xXP

-«EE£1+22

260. Co-
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260. Corollarium 3*

Quodfi autem integrale (259. §.) fubftituutur in (258. §.)> derivabi-
tur inde fequens formula.

C vn+i xmX*' 4r /3fq— r)(p-4i) n
i/ , eXAN gp+g+m gp+ g+ m S '
qp-fq+~y

261. Corollarium 4.

Hinc C259* 26°* 8¢)» pofito q~=2, rt= 1, hinc Xz:x-{-/3x-fyx2,
quod trinomium deinceps conftanter litera X defignabimus, fluunt fequentes
formulae (D (HI)* ex (1) porro nafcitur (I1), et ex (I11) prodit (1V).

J y(2p-f2-fm) -y (2p-f2+my(2p-f-2-fm) J
n./xm-i6xxp = /- ExXi'-*C2rt*+£»0/;«+ .,xX,
y ma ma */ m«
ni./h~ « x*.=zs AL+, «EtLL p ExX 2+ _ESMalL_/T»-mexx?
\Y/ p}-Z—fm 12p+ +«W 2p4-2 +in«/
/XM «x-= - 1S/, - x* + 1M
262. Corollarium 5.
Si in(261. §8.1. Form.) ponas mzzro, etp=:— q, obtinebis fequens
integrale (1):quodfi autem in (261. §. Ill. Form.) ponas p— — q, et

XT" ~erJ x N et / "~xT"" unc*®’ *7ub”ituto

xex prodibft fequens formula (U)

o e 43 0

"I X (@i Bxa G- *dl

263. Problelfia.

Xr

Invento integrali7 ¥ ' per (253. 8§.), determinare integralia

J~T '/ ~E ~1/ (A+|~— Pro quocunque dato numero integro et

pofitivo n. ' s ' Solutio.
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Solutio.

In (262. §. Il.) ponatur fucceflive gq= 2, 3 q— a»--—- gqt=n
determinabitur eo ipfo integrale ut fequitur in (f); per iftud au-
tem dabitur integrale °b (262. §. 1.): per utrumque demum de-

/(A 4~Bx)ex r&\ .. n Txfx . .
terminari poterit etiam /—-----A— —-= Al —z;-f- BJ --—--—-- ' ut fequi-
tur in (U), nimirum pro valore integralis pofterioris iu (262. §.).
invento.

|J<-x o /3-j-2Yx J (ZI’\— 3N2y~/34-Qyx)
X“(n— i) (4<xy— /3z)X ner (n—i)(N—2jK \xy— (i) Xa"»
4. C2n— 3 (2n— 5), 2y~2(/34-2yx)
(n— 1A° ~2y(ii— 3) 4*y—[9)3Xn~3
+ +
4 .(2n— 3 (2°—= 5) $.3(2y)n"“ay/3+2yx)
(N— 1J0— 2, —oeeeeeee 3 2.1.(4ay— fi*/*-*. X
, (2n— 3)7™20—5) - - - - 5-3 I-(2y)n— Psx
QR o Hiy)) J— 3.2.1. (ary— BD~1J  x-
r*\4-Bx gx __ — B ,2yA—/3B A X
J x'1 2y(n— iNXn_I ' 2y c/ Xa

264. Corollarium.

Pro /37=0 obtinebimus ex (263. §. T.) fequens integrale, quod pro

quovis numero integro politivo n pro perfecte determinato debet haberi,

cum integrak/ per (252. §.) fit affignabile.
tx X i (2n— 3)x
/ 54-y x2) “(n— 1J2«vat-fyx2;n“ 1 ' (a— i)(n— 2x 2+ *)2(a-i- yx2)n z
1 (211— 3)(2n— 5)x

(n— D(n— 2)(n— J) v*»)3(«+yx2; I~

4- (2n~3')(2r.—s) --------------- 5-3-% .
n—LE(n—2)-—-- 3.2.1 .kx 1 («4-y*2)
it —(1=23) (20— ) e 5:3.i e
(n—Nn—2) - 3.2.1 (2«)u“ ,y*4 .rx2*
0 265. Pro-

\olurren /.
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265. Probiem a

Integrare exponentes differentiales -~N7 pro quibuslibet numeris

integris et pofitivis r [> 1, n 1.

Solutio.

Pro— p et — | loco pin (261. §. I. Form.) invenies fjpjffentes for-
mulas (!) (11); ~ vero in (261. g. ]_'ll Form.) fcribas — p loco p, elicies

inde fequentem formulam (I11). Ope fecundae formulae poteris determi-

nare integrale > ﬂquaeras integraliaJd Per( 253

254. §.), deinde ponas in eadem formula fucceffive mt=1, ms=2,
,mr=3,---—--- m— r— 1 Ope primae autem formulae determinabitur in-
XLE X . . /*EN\
—» fi,quaeratur antea integrale./—— per (263. §.), de-
inde in fequente prima formula pro pn=n fiat fucceffive m:=o, m:=i,

nir=:2, m— 3, mt=4, - m=:r— 1 Haec tamen integratio ope
primae formulae iis tantum cafibus fuccedet,
quamobrem, fi fit r*=2n — 1,

ma cum tertia,

quibus fuerit r< 2n — 1:

vel r >2n— 1, conjungatur formula pri-

illague integralia quaerantur ope formulae tertiae, quorum

loco formula prima infiniti valoris quantitates exhibet, auxiliaria vero in-

tegralia, quibus in tertiae formulae adplicatione opus fuerit, determinentue
ope primae.

r\ m+18K X m m* ;o /Y NMex /3(m-fi— p) /7 \ m«x
XP 7(m-}-2— 2p)X1"r 7(m+2— 2p)~ XE 7(n-2-2
| / XMHiEX _  x™ rxm 'a 13 /»XINEX
§oX T Tsw oy X v x *
Xm « r\n-~xex (m—J-2— 2p) rxm'_1£x

A(P-O X AANTT  *Kp—1)

«'~xXF*“ !
a66. Corollarium 1.

Siin (265. §. Il. Fortnul.) poras [4— 0, deinde fuccefllve ra~ 2,

mrzi, m?=6,---- m ~ 2r; obtinebis inde, ob 1 (2+7X2)
n a+ yx* 7
per (245. §) fequens integrale, pro quovis numero pofitivo impari 2r + i

periefte determinatum,

m M-{-ys.2
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IXZT+IcX _X2r _ jxx"™N~a az2x2t~4 _ I xN s
/’\pyxa - 2r.e7 . (2r—2)7*(2r— 4)y32r~6)y*
M~1v2 ~ AR

+ + N r - + 3-~+1log (*+rx*>-

267. Corollarium 2.
Si autem in (265. §. Il. Form.) ponas ,8’\=o, tum fucceflive m i,
m” 3, m~ 5, - m=i2r— 1; invenies fequens integraie pro quo-
libet numero pofitivo pari 2r ope integralis per (252. §.) aflignabilis per-

fecte determinatum.

" x 2rfix __ X2r~r ax2rt 3 f kz xzv~s 0i3x 2[-"7
+y X~ (2r— 1) y(l— 3)vz ' (2r— 8)yr (2r— 7)7«
+ + fri—~ + JL
l.yr yr a-f-yx2

268. Corollarium 3.
Si aequationem (IIl) in (265. §.) multiplices per ,8 tum ponas /3— o,

. . . . . fx XmEC .
etm+i locom; elicies inde integraie -— j---- :L__ determinatum per
(a*+ yx2)p
AN,y ~ * quodfi ergo in,hac formula fucceflive ponas p=2, p= 3,
p=4,-—-- p=n, obtinebis, utfequitur, integralery™”~_~~"U pro qui-

buslibet numeris integris pofitivis m, n perfe&e determinatum, ob

(266. 267. §.).
xmex xm+ 1 (m— (2n— 3))xm+ 1
r(« + yx2)" (n— D2oc(<x+yxz)n~1 (n— i)(n—2) (2«)2(a-fyx2) u“;s

(m— (2n— 3)(m — f2n— 5))\m+ 1
In— r)(q— 2)(n— 3)(20t)\(ec -f yxf)"” 3

+ (M= (2r— ) (m— 20— 5) ~- - (m— 3)m+ 1
(n— i)(n— 2) - 3.2.1 .(2«),l~1 («ommmy ™)

q- (ni— (2n— 3))(m — (2n— 5.Q--- (Mm— 1) r * msx
(n— i)(n— 2) - 3.2.1. (2») ¥ «-fyxa

269. Froblema.

. - g X . .
Integrare exponentes differentialis — quibuslibet nu-

meris integris pofitivis r, n.
0O 2 Solutio.



io8 CAPUT IK

Solutio.

Pro — m loco m in (265. §. T.) invenietur fequens formula ('): fi
autem in (261. 8. Il ) ponatur — p loco p, et m=:0; reperietur fe-
quens formula (I1). lam vero ope fecundae formulae determinabitur inte-

g r a | inilla fuccefllve p*“ 2, p— 3, p— 4 ,-—-- p= n,
integraliaque auxiliaria » etc' Per (256. 263. §.)

quaerantur. Et ope primae formulae determinabitur integrale ™ i- ].— t fi

ope fecundae quaeratur”--, hacque ipfa operatione definiatur quoque
deinde in formula prima pro p= n fiat flicceflive mr=i, m= 2,
m 3, m 4, mmr—1
/3(p fm—l) yfep-j-m — 2) r £X
3 x]]lﬂXp rexUX L *HX 1
| T Cex'_ 1 fli rex ”1 I rex
JXN' "2 « (p - ™ 1*

270.Corollarium 1.

Pofito in (269. 8. 1) B= o, p= i, tum fuccefllve m:=1, m:=r3,
m= 5, - m =2r— i; obtinebitur fequens integrale pro quovis nu-

mero pofitivo pari 2r per integrale juxta (252. §.) allignabile perfe&e
determinatum.

WX 2r(*-}- yx2) @I*— i)« x2r 1 (2r— 3)»-x2r 38 (2r— §)x3i2r~*

f £X I . Y \Y

- > +
~N2r— 7/pdx 2r_7

4- yr-x . JL rr
— l . «r. X n cr Jet-fyx2

271. Corollarium 2.
Cum pro b= o, + c= vy in (256. §.) prodeat P4—

«+ yXx2)

= JL log , fin 269 §. 1) ponatur/3: 0, pt=i,

tum
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tum fucceflive m— 2, m— 4, m*“ 6, m*“ 8>-—-—- m— 2r; determina-
bitur fequens integrale pro quovis numero pofitivo impari 2r4- 1.

ex —1 ) y 7

Ir+l(as-fyx2) 2r.ax2F (2r— 2)az x2"-'2- 2r —
4 + -

- 11 -
2r— 6jx**F ©

+ -2 _ .+ -J "~ 10gr 4 > + c.
2ar.xz «r+1 V.\"Ca %i"7 X2) y

272. corollarium 3.
Cognito autem integrali ;~7) Pro quocunque numero inte-

gro pofitivo m, pari autimpari, (270. 271. §.)* determinabitur integrale

£X
«+ ~ro (uov*s a”° numero integro pofitivo n, fi — m loco m
ponatur in (268- §.): erit enim
r* ex | .m

\a + A ) u(n— Dyi2otxm™ [ oed<yp2f 1" 1 < (n— | (\—  (@x)2Am~1(a+ yX2)u~z
y r An~~2n 0 3)FN A~F20— 5 s

(n—lan— 2)(n — 3)2al Xm* 1 ~3
+ - B o
. emb~@2n— 3» "Mma~@n— 5))ereeee ™+ 3
in— 1)(n— 2 ) - 3.2.1.(2«) n-Ixm'~-1(a-l-vx2)
, (m-f(2n — 3)Xm+ 2n— 5))--—--——--- (m+ j) /* ex
(N—iXN—2 ——ommemmmmeee 3.2.1.72x)n~1J x,n(a+ 7x2;

273. Probiem a.

Integrare exponentes differentiales formula generaliey —

comprehenfos, quidquid fint exponentes k,e, wiorfoJit p numerus integer nega-

k -f-1 /
N~ ~ ~ numerus integer, pcfitivus autnegativus.

Solutio.

1 \ j J-.j
Fiat z = x e; eritx=rz "y xk— z.«; ex — — 2 e ez:

adeoque habebimus

O 3 «y
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itt
Xk X | z .62

s? —'(x+ IOxe+ yx«;T — e !

- . - . k 1i .
Cum igitur fit p numerus integer pofitivus, et numerus inte-

ger pofitivus vel negativus; poterit integratio per (265. 269. §.) omni
cafu perfici.
Scholion.

Secundum haec principia commodiffime perficietur integratio omnium
exponentium differentialium fraftorum et rationalium formula generali

(A + Bxa4—be—f Dxc-f-emmmmmmaee j-QxP)gx
£n XsXr
comprehenfornm, quidquid fint numeri integri a, b, ¢, ------- p, s, r, modo

X aut fit fimplex, aut quadratica funftio, puta X = «4-/3x, aut.

Xs=ot+ 7x2] veN X N=«+ /3x-fyx2. Cum enim debeat effe

Aex . Bxa“sex . Cxl~sex . . QxP“sex
6yz=:1"~ + 7~XxXr~ + ~ x' r---+ — —
fingulaeque partes hujus exponentis differentialis, pro numeris integris
s a—s, b— s, - P— s, tam pofitivis goam negativis, ope praece-
dentium formularum facile pofilnt integrari; poterit eo ipfo etiam integrate
y ope earundem formularum perfe&e determinari (242. §.)» Inter omnes
alios exponentes rationales; fra&os maxime memorabiles funt, qui formula

vttl g »
generali Pr0 n=2 comprehendentur: integralia ipforum per-
fe&e poffunt determinari, eadem fere ratione, (Ud fuperius integralia
ejusmOdi exponentium differentialium pro n:=:2 determinavimus (264.

266. 267. 268. 270. 271. 272. §.) Prius tamen, quam haec exponantur,
methodum generalem integrandi omnes exponentes differentiales fra&os

et rationales paucis attingemus.
274. Probiema.
Datis fattoribus fmplicibus formae p-fgqx, et quadratids formae

X + /3x—f—yx2, in quos functio integra rationalis N)fit refolubilis, invenire

. . Msx
integrale exponentis differentialis fracti et rationalis — .

Solutio.
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Solutio.
Si = effet fra&io impropria, poflet ea refolvi in duas partes
m c x ~
Fex, nimirum fun&ionem integram Fex et aliquam fra&ionem
propriam (io. u. 8.)> effetque/— ==/Fs x +J~~C 24-'"%0"

quare, cum integrale / F ex pro quavis poflfibili funftior.e integra et ra-
tionali F variabilis x per (250. 251.) facile determinetur, patet, totum
negotium eo demum reduci, ut oftendatur, quo modo integratio cujus-

libet fra&ionis genuinae ~ r- > qualem idcirco —/ effe fupponemus,
poffit perfici.

Cum, per hypothefin, nofcantur omnes fa&ores Aimplices, aut

quadratici, vel fimplices et quadratici, in guos denominator N eft refolu-

. . ... MUX. . . ASX
bilis; refolvatur exponens differentialis — — infradtiones partiales— 7----- »
N 1 P+ tix

(A-j- Bx)sx - Aex o (A-j-Bx)ex . ooor.
-1[px4_7* -- ,,-----);I'I'I (< + /3X4r--7---;(- Sh, quarum fumma aequalis lit
g

eidem exponenti — = quod per praecepta 3tii capitis omni cafu pote-

rit praeftari: deinde integrentur lingulae fra&iones feorfim fecundum prin-
cipia fuperius ftabilita; fumma enim integralium omnium fractionum dabit

Ms x
integrale exponentis differentialis —r'\T

275. Problema.
Sit funftio a 4-b xn integra rationalis compofita ex faftore fimplici
e — fx, quadratico dz— c2x2, et pluribus aliis f aitoribus quadraticis, qui
omnesformula generali p2— 2pgxCof (p-fg2x2 comprehendantur, ita ut
fmgulos inde ordine derivare liceat, fi loco arcus indeterminati (p certi ar-

cus k, 1, s fucrejjivefubjlituantur: exhibere integrale perfectum
Xmpy
exponentis rationalis —p--—--- i
-Dx«

So ].utio.

tt . . . xmgE X
I- Lna fra&ionum partialium, in quas exponens — poteft re-

folvi, fequitur in (1) ob (226. §.); altera in (11) ob (22%. §); omnes vero
reliquae
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reuquae, ob (234. §0> comprehenduntur in (|||), ita ut omnes inde 0f-
dine fint prodirurae, fi loco arcus indeterminati certi arcus k, i,- - - s
fucceilive fubftituantur.
—fn-Ki. £X fn-m-i —fE£x

I nbeu~ra" 1 (e— i'x) n oen~le— fx
T -—201 LEX 3Ut N cn-m-i__ 27~ x£EX
' nbd1r 101" 2(d2— czx2) cb dn*~u“ 1 d2— cax2

prout eft n— m par aut impar numerus.

11, 2pm+l (pCofm£P —__qg_(;offm f)$) ex
nagm f2— 2pquU|{p+ gq2x2 '

2. Tam vero integrale exponentis differentialis (!) fequitur in (1V)
per (241. 245. §.): integrale auttm exponentis (ij) fequitur in (V) per
(241. 245. 252. §.)» Porro fit

a"p2;b=:—2pqCofiP; ¢c=q2;
A= pCofm(p; N=:— gCof(m-f 1' (p:
erit 2Ac— Bb— 2pg2(Cofm (p— Coi\m+i) .CofQ)=:
= 2pg2(Cofm P— (Cofm (p— Sin (m -f- 1j (p.Sin (p);
hinc 2Ac— Bb;=2pg2Sin (m-f 1) <p. Sin 4>.
yf(aac— b2)t=2pq/ (1 — Cof<pd"=2 pgSin (p.

. 2
Quare, fi hos valores in (255. §.) fubftituas, tum totum in ----—----—--
nagm

ducas, obtinebis integrale exponentis differentialis (1L1), ut fequitur

in (VI). v

fn—m—1
IV, —f—oommmmmeee Io e— fx
nbell ra“ 9.8 ):

rn—m—1 j nv rn—m-—t
V. — log —, aut e Iog(d2— c2X2) ,
V. nbdll~m~1 5 d+ cx nbdi m 1

confequenter
cn-m-i S ‘N num. par

Sjr=£=T (jog(d-cx) 1 (d + cxj prout eft n - m vel Impa[%

\</I. naqFaq_{v Sin(tn+1) <p. Arc Tang ﬂ)*_pSin<p

— Cof(m+1)<p. I(p2— 2pgxCof(p+q2x2)".
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3. Ob (1) conftabit ergo integrale dati exponentis differentialis
ex (lV), (V), et omnibus integralibus, quae ex (VI) poffunt

derivari, (1 loco (& ii determinati arcus k, 1,--—--- s fucceflive fubflituan-
tur, pro quibus loco < fubftitutis ex faftore p2— 2pqg xCof<E>+ gz x2 omnes
faftores quadratici funftionis a+ bx1 vi propofiti problematis eliciuntur,

376. Corollarium 1.

Funftio integra rationalis g + xt compofita eft ex faftoribus quadra-

o ) z 1 (2k-1-1) ) o )

ticis, qui ex gn—2gn x Cof-——-—mr t + x2 ordine elicientur, fi

fucceflive flat k:=o, k:=1i, kn=2, k~ 3, et fic porroufque k:=in— r,
n— 2

vel k = -—-—-- — inclufive, prout eft n par vel impar numerus, ita tamen,

as

ut hoc altero cafu illa funftio adhuc unum faftorem fimplicem g n + x ha-
beat (232. §.): quodfi ergo in (275. §. IV. VI.) ponas et=g“n*, f=r— 1,

obtinebis fequentes

X'1€ X
formulas, per quas integrale exponentis differentialis —g r mm perfefte de-

terminatum eft: nimirum obtinebis illud pro numero pari n ex formula(ll),
fi loco k terminos feriei o, 1, 2, 3 ---—-—--—- ~n— 1 fucceflive fubftituas;
pro numero autem impari n fumes integrale (I) et huic addes integra-

lia, quae fucceffiva fubftitutione terminorum feriei o, I, 2, 3,4, - - - - —2
IOCO kex (”) poffunt elici.
Adhibito
+ logfe”™ + x) Cgno + pro pari n— m— 1,
ng-~n — et — pro impari n— m— x.
+ . _(2k+ 1)
Gin(S’\ 2~ N ArcT 3ngX \ °
n gTT Sioi2xi™r
n
_Cof(n i X = fi)_ 2+ xCor +X*)).
> s ng n
r*m<nt. f sil-c »
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217 Corollarium 2.

Pofito tn:=o0 in (276. §.) obtinebis fequentes formulas, integrate

X
exponentis differentialis-*~ — pro quolibet numero integro pofitiva,
pari, et impari n ea lege, quam in (276. determinavimus, exhibentes.
Adhibito

| + log Cgir+x) Ojot+p'oparin I’
. n-1 e

— pro impari n— 1.

ng n

,_ 9gS-CoffEixin

(ZSm mMArcTang — +  (2k-fi)

g Sin “----— t

— Cof -3-V. 1 Cg~ — 2g"nrx CofA + 0 \% > .
n V. n JJ ng n
279. Corollarium 3*

Quodfi autem ponas — m loco m m (276. §.), prodibunt in-

de fequentes formulae, integrale perfeftum exponentis differentialis
xm(g?.j_" Pro quibuslibet numeri» integris et pofitivis m, n ea lege,
guam in (276. 8.) expofuitnus, exhibentes*

\ Adhibito

ilogfg”™+x) figno + Pro Pari n+«>—
I* nfm -1 et — pro impari n-fm— 1.

ng a
- +n).
X— g r%- I’C0¥(2kp) |t

H.r - 2Si® m + I2,. ArcTang--—--—-----
\ “ > gnSm~" -X

4. Cof— — \(g~n— 2g *xCofNi-tilr+ x2)N.—n+"7
n ss ng u

279. Corollarium 4,
*un&io integra et rationalis g — xn fic eft compofita ex faftoribus,
a 1 2k
«t expreflio g n— 2girxCof~-T + x* fingulos ejus fa&ores quadraticos

dare
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dare debeat, fi i« Hia fucceflive fiat k ~i, k:=2, k~3, et fic porro
ufque k= £n— i, vel k:=--—-—-— | prout eft n par vel impar numerus,
YA
ita tamen, ut ad illos praeterea faftor g L — x2 cafu numeri paris n, vel
£a&or fimplex gn"— x cafu numeri imparis n debeat accedere (233. §.)«
quare fi in (275. §. IV. V. VIl.) ponas e= d=:p= g TT, g~=c= f, ::3 r*
2k
*<— g, b=—1, — ir, prodibunt inde fequentes formulae, quae in-
g\
tegrale exponentis differentialis -— — pro quovis alio numero integro m

hac lege complettuntur. Si n eft numerus par; fumatur integrale (I1), ei-
que addantur omnia integralia, quae fuccefliva fubftitutione terminorum fe-
riei 1,2, 3,4, - — |n — 1 loco k ex (IIl) poliunt derivari: fi vero n
eft numerus impar; fumendum eft integrale ([), cui addi debent omnia in-
tegralia, quae fuccefliva fubftitutione terminorum feriei 1,2, 3, 4,-- - -

—-42--- loco k ex (Ill) polTunt elici.

I — log (g~ — Xx)
n-m-1
ng'
Adhibito
= X figno 4* pro pan n— m,
M 1Cs.n II_I)I(I)AI I v.n ﬂ_ﬂ et — pro impari n— m.
ng
_JL 2k
: 4= 2 X - Cof~~
. (ASin~iR?KrcTang ™ °° ceer

g U Sin~ *e

NCofA"n~1" K-1(g n— 2g n xCof"?r4-X*’\*

ago. Corollarium 5.

Pro ml=:0 prodibunt hinc fequentes formulae, integrale exponentis

£X
differentialis eadem prorfus lege (279. §.) complettentes.
g

P2 I
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~ g;}glﬂ—x).

ng a
jAdhibito

, —1(B "— *)x£ (S “ +Xx) 15800 + pre pari n’'
[ [ irrr-—- et — proimpari n.

Nk 58in 2Karc ‘?an"d ———————— Zg..n n_

Ha Sin
2k f -X- 2k v\ L
— Cof nn — 2g n XCof— 7+ X2n n-

29i. Corollarium 6. "

Et pro —m loco m obtinebimus ex (279. §.) fequentes formulas,
quae eadem lege (279. §) exhibent perfettum integraie exponentis (ifFe-

rentialis —m©* pro quibuslibet numeris integris et pofifivis m, n.
b~ PRl
n n
? Adhibito
figno 4- pro pari n-r m
/\ ,
u. \{j F{ : 1fﬂ A et — pr
ng A
. k
/ VI X--c n Cof— -r2
3Sinfcx2* T. Arc Tan J L - - i —

+ Cof " nis TE 1 g-nz- 29 -“I-.x COf'2k7T—fX2?nJ ->:>>,
v n "J Ng n

282. Problema.

IntegrareexponentemdifferentialemXMeX (&4* hx n) P pro quibuscun-

que exponentibus M, N, P,integris etfra&is, modofit —M%  numerus inte-

ger Pojitivus. soCI utio,
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Solutio.
i
. . z— a)n ez(z-—-a) n
Sitz=a+bx"“; ent x —( -------- )-— ; §= - ( ----—---) ------ v
bn nb a
f =
pro his valoribus, pofito m fiet
m+1 <p-i
IPtz(?— a) » zPgzCz — a)
in+i [ — N .
nb « nb

Explicetur jam (z— a)#” 1 per feriem (52. 8§.), deinde, duftisi om-
nibus terminis in zpez, quaeratur integrale per (249. §.)» ac demum

multiplicetur id per Th" (241.,8.), reftituaturque valor variabilis z;

obtinebitur pro quaefito integrali fequens expreffio.

bs m-fl
L - T —_
;o ~nb~AV P+A 1 P+ p— *
(<— Q ((?— 2)a*# (a-fbxn) p+(p a
V* X . 2 * p-4-<?>— 2
= ((p— NOft— 2) — 3)a* ~ (ab-bxt)p+P~3
1 1.2 .3 * P4—<P—3
+ “
+ (P—hHC—2)C(p—3)-—- (P—nar #(@+ bx~rprAn A
1 . 2 . 3 - r p+ <p—r J
Ultimus terminus eft indeterminatus indicis r, ex quo finguli termini,
poft primum ordine fequentes, elicientur, fi fucceflive fiat r— i» r:=2,
m 1|

rt=3> r=:4, et fic porro. Unde perfpicuum fit, quod, cum <P —

per hypothefin fit numerus integer pofitivus, ubi ad rz=(p deventum fuerit,
terminus ultimus, ob (p— r= o, futurus fit aequalis nihilo : integrale de-

T 1
terminabitur ergo per terminos numero <f£=:———-+ Porro fleri poteft,

ut, priufquana abrumpatur feries, evadat r=<p+ p: hoc cafu erit

P 3 p+ <Pp
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p+ (p— r=0, et terminos generalis dabit fe+ j *") ~ cuju! ioco fumi
debebit log (a+t-xI) °‘) (246. §8.).
283* Problcma.

Integrare exponentem differcfiticilem xm&£x(a-f-bxn)t) pro quibuscunque

numeris m, n, p» modo fit — + P numerus integer negativus.
it
Solutio.
Cum fit xm6x(a—4bxn)P’\rxm+nP.£x(ax"'n+ b)P; ponatur in (282.8.)
tn+ np loco m, — nloco n, aloco b, b loco a, et ax-"“-{-b *,

xn
loco a+ bxn obtinebitur fequens feries.

Cv-'+0-

f ad4-bxn\vi4-(P fatbx«\P+$--<
NN &ARDND; X" nhh —— =4P-QPb. Voot
/a+bxn\ v+9 W
«P— )R voX" )
| .2 P+<P----2
+p—1
X» i
1 22. 3 p+ <J)_3
+

-{-bxn\ P+ <P*r\
( X ) J+ Ci
1.2 - - - r p(p—r /

la hac quoque ferie terminus ultimus indeterminatus eft, qui fingu-
los terminos, poft primum fequentes, ordine dabit, fi in illo fiat fuccef-
five l1,rJ=2, rn=:3, r=4, etita porro. Cum vero, per hypothefin,

+ p fit numerus integer negativus, adeoque <pinteger pofitivus; ne-

ceffe eft, ut, ubi fuerit r:=(p, ob <p— r?=o0, terminus ultimus aequetur

nihilo? conflabit ergo integrale terminis numero —m

Deinde
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Deinde eveniet forsr ut* antequam flatrt=(p, evadat r~”~-f-p, pro quo

a-fbx"N°
o . . ) v xn J £
valore continebit terminus ultimus expreflionem ~ < | oa®Eno-
tabit per (246. §.).
284. Problcmayv
Datis integralibusj-~-**- .~ , ro uibus-
7 Y bx1 a+ bxn J xm(a+ bx") i 9

cunque numeris integrisp&fitivis mrn; invenire integrertiaj”® *X PN

pro *uotibet numera integro et poJditivo p >f>

Solutioir

Ponatur in (258,8.) «s=ra, v:=b, qt=n, /3= o, hinc X:=a-fbxn,
deinde p = — k, et m-f 1 Joco m, obtinebitur ex (260.8.) pro his valoribus
fequens formula (1). Quodfi jam in hac formula fucceflive fiat k — 58/
k~3, k~4» -- - k:=p-; prodibit inde integrale (10? et ex hoc fe-

quuntur, pro mt=o, et — m loco m, integralia (Il11) (IV.).

t f OXMEX — X m+ | n(k— 1)— (m-f-i) ¢ xmex
M(a-J-bxn) k- nak—1)(a-fixn;k~1 na(k— 1), J (a-fhxnk" 4
I = —f L n(p— N— (m-fr)____
J (a-fbx*/ —\.(P— i)na(a-foxn)i> 1 (p— i)(p— 2)(na)z(a+bxn) p~a
4. n(P—1)— (m+ N)(n (p—2)— (mA r)>
(p~ o P—2 (P— 3)(na)3(a+ bx")p“3

(in,p—r)y— (m-fr))(nfp— 2)— (m-f fn fp— 3)— (m-f-1))

e—0.r=2 P= 3 - ) «aya@+ bxnp

(n(p— 1)— (M-FQ)(n(p— 2)— (M-Fp)-—— (N.2- (M-fixN~m+s
AMP—0CP—=2y - - - - - 3 2\Xm)P'srr:fr)y
(n(p— 1)— (iri-fi))(n(p— 2)— (m-fi))— (n.i-*'rn-j-i 3 f xnmgx
(P—=pP—2 * - - - -« 3.2.1(na)P"1ra+Dx"

(np— n— i)x

I T Sk B (o= Dyiieedinep- T (p .)(o— 2xna)i(a+ 1) p-a
of
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fnrp— n— O (nP— |)x
te—0(P—-2)CP— 3) na) a+ bxn) P 3

(np— n— i)(np — 2n— i)(np — jn— Qx
+ (0= ixp— 2)(p— 3) e — b (na)d (a+ bxn) p 4

PSSR
(np—p— o (nP—2n— Q --ememm- (n.Z—%
cP— UP—2) ———— 3.2. (na)P"I(a+ bx
(MP—=n— *)(np— 2n—1) -emee n.i—i)rPe=
(P— 0 (P— 2) —emmmemmmeee 3.2.1 (na)P"V a+ bx"
v f* £x — f
'J x,n(@a+ beIJ) p ~Np— Dna@-fbx")p« *
— i)+m— 1
(p— 1) (p—2) (na)2(a+ bxn) =~
(np— n+M— H)(n(p— 2)-fM—1)
= 0(p—=2)(p—23) (a3a+ bxyv-3
(n(p— i)-f-m— 1) (n(p— 274-m — 1) (n(p— 3) 4—m— 1)
(P— 1) (P— 2) (p— 3) (P—'4) (na)4 (a+ bx")P-4
e ettt ettt eaees C ————
| (n0P—Q -ftn— 0 (n(p—2)4-m—i) — (n.sam—i)n i
(P—i) (P—2) CP—3; wrrrrre 3+2.(na)P-1(adbxmix n*
,(n(p—=1)tm—=10)(n(p—2)4-m—1)—-(n.i-j- m—l ) £X
(P—O0O(P—2)----- — 3.2.1. (na) p_i J xIn(a-fbx")’
s5. Problenia.
Integrare exponentes differenticdes fraffos —4«)(— x mex
a4-bxn * a4- bx" *
ex eX XMEX , eX

(a4-beD’\ * (@a4-bx”)q *~ (ad4-bx”)1 * pr° \Vulbus’
cunque numeris integris et pofitivis M, N, (.

Solutio.
1. Pro n=2 habentur integralis in (264. 266. 267. 268. 270. 271.
272+ §.)  Quodfi autem fit n > 2, difpiciatur ante omnia, annon fit
Xme X xmex f -
a4 hxV numerus Iflteger poiitivus, quo cafu quaerantur

inte-
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integralia per (282. §.)> pofito ptrr— 1), pro primo, et pt=— q pro fe-
cundo exponente. Porro videatur, annon fit —~ — in X 7 »
------------- r- numerus <i<nteger \;:/)ofitivus: hoc enim cafu ?ntegraBuntur

X in(a+ bx")l

ifti exponentes commodiflime per (283* §e)e

2. Abfentibus his conditionibus (1) quaerantur integralia hac ratione.
Si eft b:=+_h; invenies integralia
7» eX ] C ex C X —meX 1 (" x+-mex
1W " — _ ~ a -
x 1 h«/ JL4—.§E g+ W pX ~th ‘J—h4—xn
per (276 ---——-- 28i- inventis autem iftis, determinabis integralia
per (284’ §0-

volumi /. Q CAPUT
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CAPUT .
D E

INTEGRATIONE EXPONENTIUM IRRATIONA -

LIUM, FORMAE GENERALIS

xmex (a+ bxnJb cxzn) pk

286. Probiem»*
Integrare exponentes differentiales formula generali — £
comprehenfos.
SoTutié&.

Pro zt::X'/"c+>/'(a4-bx4-cx2) obtinebitur fequens transformatio

dati exponentis, fumto ¢ cum figno —f, unde per (252. §.) elicietur
ejus integrale (I).

A_ex __ex
\f(ji4—bx4—cxa) b+2Ay/C
Si vero ponas z == 2CX , 7 , obtinebis fequentem transforma”-
~N U ac-i-b2)
tionem dati exponentis differentialis pro ¢ cum figno — , unde per (240.8.)
reperietur ejus iitfegrale (I1).
A £X A <z __
A» + bx — cxz) \fc ’ 1— z%)

|’:]f fn(a4r bX" f'CX?) y7/ C1\C 2c*+ b+ 2/ c/'C»4ta+ cx*b\+ a

i1 ir BEX_7v are sif 7Tt 2EX20 40
' -/’\aétbx_—_cxa ¢ /c ________________________ e

287. Corollarium 1.
Pro b“ o, et aE=o0 feorfim prodibunt iiiuc (286. §.) fequentes for-
mulae integrales*

' Aex

y(a4-cx2)
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S 7
f — Arc Sin -f C.
»/ v (@ai—c* ) vV C vV a y
F~ F~ ~ o= -7- 1C2c*+ b+ 3/ ¢/ {bx+cx2~ + C.
xz/(b-fcx) vV C V. «f
Aex ___ A 2cx—b , »
—————————————————— -/ Atc Sm— b-—--+C -
/xY (b — cx) vC ¢ >m
288- Corollarium 2.
In (262. 8. I1l.) ponatur qg=:£, obtinebitur inde fsx ™ X
__Cyxih £ /X 4 N — pro X “ «+/3x+ y X 2: quodft
47 8v N/ X
ergo fiat « =a , 9= b, y— +.c, reperientur per (286. §.) fequentia in-
tegralia.
<aex + bV (. + bx+ CX3

yix/(.+bx+cx») =
~h VQCE:/‘]EN 1(2cx+ b+ 5Wc/(a+bx+cx2) + c.

/I1X/M -bx-cx»)= <8CT:=i0/ £ + *« -7 2
+41£+’\ArcSi,,’\i’\-+C
N 8c/c /N40C+ b

2cx— b)/~(@a4-bx— cx2
__(26x— b) /~(@4-bx— cx2)

289. Corollarium 3*
et a~=o0 feorfim obtinebuntur fequentes for-

Hinc autem pro btrzo,

mulae integrales.
a4"cxa)5 Ix/(a4—cx1)4— U*/"c4d4-/(a+cx?2)4-C,

Arc Sin 4- C.

Nex/(a— cx2) — ix/(a—cx2)4-
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/xVCM -cx) =

4
"SAIT 190K+ b+ V*cl(bx + oxt)) + C.
yAx/(b—cx)=— -—b)y/cbl--rxn
b 2 A . Zcxf b _
+ TZ7Z AreS* — 5— + C-

290. Corollarium 4

Exponens — -r— ™ * x-- - pro z t= abibit in
xy (cxz+ bx Hha) H- 2 ax
MM
// Fﬂvle_ ib-Q-----——-----------_Q, : ~uam©°breiu per (28Z- §0 reperientur fequen-
/1 -+ & -+ az0

tes formulae integrales.

n A ex A, Na-fbx~VrancexN-fbx-f-aniN
y/"(c\Z-f- bx-fa) Vg \x J
A ex A 2a— bx , N
— = = —= Are COoflrr—- = —=mmmm 4 C.
/x/ (Cx- -fbx— a; XN (4 ac-f-b2) ~

= A Arc Tai, 6V V ~ ~ zi) + C.
/ a & 2a— bx
291, Corollarium 5.

Et hinc, pro bt~o, c= o0 feorfim, fluunt fequentes formulae inte-

grales.
f _r A //a-f/(cx2+ a)N
o/*[0**+ 0 a v X |
fX7 C'XZ = C"f‘7é Arc Cofin c *
r Afx _A t/"a+ bx4.2al(bx -fa
y 7/ (bx+Sj*=c _ [/ r 1lv. * /*
Aex 2a— bX

— r- —C + -7 Arc Cofin — --—-
y ~bx— a) y a b x

292. Co.
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292. Corollarium 6.
Pofito zs=b x 4-a fietB— 7- — 3 adeoqtie N e
“ X+ a bxz+a
| sz -p. a ez
ba / (z 4" a) z/(z 4-a)

Eapropter, fi integrale algebraicum primae partis capiatur per
(241. 248. 80* et pars altera integretur per (291. §.). prodibunt fequen-
tia integralia.

Z'x™Nex __ 2X1 ,/4>x4-a4'2\fabx’\ {r
Jbl=» ~ ~b-—-- b/b 1 J +
X T
rx2<X 2x2

/a . a— bx ~
— == = e X— . Arc Cofin— r—— f-C.
x 4xa b b/b albep=
293. Problema.

Integrare exponentes differentiales ex / X 1,

p-o quovis numero integro impari et pofttivo k, et quolibettrinomio
<c-f—/5x+ y X2
Solutio.
Ponatur in (262. §. TT.) q— + .§; invenietur fequeijs formula (l) et
(11)/ Porro fiatin (261. §. IIl.) m~O et p= + 5? obtinebitur fequens

formula (111) et (IV)» Cum pro n:=3 pars fecunda primae formulae fiat

. X
aequalis nihilo; erit integrale exponentis differentialis —9’\ pro quovis

numero impari pofitivo k >1 perfefte algebraicum, Iice\t/ )i(d pro k.— | ut
logarithmicum, aut trigonpmetricum (286. 8§8.): invenietur vero illud
ope formulae (1), fi in hac fiat fucceiiive nr=3, n=5, n— 7 --—---- nr=k.
Secunda autem formula %fi in ea ponarur fucceifive n=51, n= 3» n= 5,
------- — 2, dabitintegralepro gnovis nomero impari pofitivo
k dependenter a noto integrali/e/X (288- 8§0* Pari rati°ne>  fiat
n=—1, n;=i, n= 3, nz=5 . - n= Kk — 2, invenietur integrale
£X L * mo .
/ ------------- ope tertiae formulae dependenter ab notis integralibus

JATrrr, Jf~T~ (286. 290. &m). Formula quarta demum dabit integrale
y X

Q3- . expo-
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exponentis —§>’<\r— Ljiepen(iienter 3 no"[ll\s Ti'rﬁe—g'ram)us ————— %< r- (290. 8§\
X~ A
“’7VV *7vT etc* fuccefllve fiat n~3, nr=5, n==7, --——- nr=L
7x4 /3) 1 4?2(n—
\] /_X» —=xaxy— éy C’—zm« *y— @A/X.U |
S/ X»+*F - + /i x /[ x ..
J 2gCn +3) A 4T+ 3 3
TT /AX/ X" +* /X » +* | Ax/ X" _
(13
m-7“ t — - V+r+*] *~ +* Fx/x-
iv [/ 6X — 1 L. fex 1 1 (i—H .
J K{X* (n 2)xyfXu-Zz * *’\Xy’\XQ 2

394. Problema.
XrEX £XV5/ 6 X

Integrare exponentes differentiales X TExX~X, ~7v> ,
vV X X xly X
/x<8 quovis trinomio X 5=« +/3x+y x*, guovis numero integro pojitivo r.
Solutio.
Pone ps=! in (261. §. 1.), obtinebis fequentem formulam (].); hinc
autem pro— m loco m elicies formulam (I1). Porro fiat in (261. §. 1.)
p?=z— prodibit inde fequens formula (Il1l), et ex hac formula (1V)
pro — m loco m. Ope harum formularum facile jam reducentur quae-
f*EX /'fx
fita integralia ad integralia uafi *n (288- 286.
290. §+) perfe&e determinavimus, et integrale Per*C293*S*HI1*)
pro — | determinabile, - ]
ACtiss X = A /x — ex/x _ MtH 1l ssexsx.
J y yCm+5) v(m4 3) 27 (m-}-3;~ v
X3 7(m—a4) X/ X  [3(2th— 5) ex/~X
J Xxm (m— 1 ;«xlu—x (m—I)xJ x“~3 2111—i)xj x.m—
/ *r+1£EX _ x my~™X m « rx m~"*‘ex /3(2m _+1i) /»xme x
n
/X yem+1) ymd"0 ~X 2yi.mbe1y*s ~
roeX — /X B(2m—3) r £X y(m — 2) *X
J xw X (m— Jj«x,u- 4 2(m— D«'x,a~*yrX (n— I>yx““»/X*

395. Pro-
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295. Probleina.

Integrare exponentes differentiales xrsx / X k, ~~~
pro quovis trinomio «—f—/3x—j—yx2;=:X, et quibuslibet numeris integris pofi-
tivis r, imparibusque k.

Solutio.

In (261. §. T.) fiat p= 8§, nafcetur fequens formula (T), et (1V) pro

— m loco m. Porro pro — n loco n in (l) obtinebitur formula (I1), et
(]Jl) fi fumatur etiam — m loco m. Denique in (261.§. 111.) fktp;=— §,
et m ~n — 1; elicietur inde fequens formula (V). Quamobrem, invento
integrali /s x ™ X k per (295. §.), determinabis f\ gx/"Xk ope primae for-
mulae, fi pro n*=k fucceflive ponas m =o,m tii, m— 2, m ~ 3, ———--
m:=r — 1: captis autem integralibasj—" , per (293. §.)> *n-

venies integraleJ ~ ~y\ °Pe tertiae formulae > fi in illa pro n=rk fuc-

ceflive ponas mnri, mt=2, mz=z" - m=xr— |I. Porro determi-

o . rtxSXk . .
natis integralibus /ex.~N/rXw>J— ~-——  per (293. §.) invenies eadem ra-

tione in te g r a °Pepartae formulae* Quod autem ad integra-

i i i . X'B\ i . T .
tionem exponentis differentialis -7 adtinet; difpiciatur, an fit r< k — |,

vV A
quo cafu invenietur ejus integrale ope folius fecundae formulae, fi in hac
pro n " k fucceflive ponatur m= o, m~Il, m~=2, m~ 3»-—--—

jn”~r— 1: unde fimul conflat, integrale hoc futurum perfe&e algebraicum,
dependens ab integrali algebraico”™”™ per (293.8§.) determinabili. Quod-

fi autem fuerit r= k— i, vel r>k — 1, debebit formula (11) cum (V)
conjungi, ita ut ope formulae (V) ea integralia definiantur, quae formula
01) exiftente m =n — 2 dare nequiverit, integralia autem, quibus in ad-

plicatione formulae (V) opus fuerit, ope formulae (IT) determinentur.

l./2“+'«/X"=;?C = 10 £ —
* da2dim) Y0+ 2fu) 3

fs(nf-2—2m)" [*

g% om
2y SA¥ITEE J SX/X«.

JL
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Xm+1 «x X™ - mtt pxX™ ~>e:
/ A oxe y(m-f2—n)./Xu-a  vfm+ 2—ny3 [ X*
/&2ni-f2— n) Z- xm«x
2' (m'2—n) | X u
*oex _ — 1 /3(2m-fn—2) /' ex
”l-ywi"x 1 m&Xmy X*“""2 2ma  Tx"'[X*“

yfrr-J-n— 2) p exA

mos 'oXxm~ 17 X?1
IV Ax/X* /X nt2 1Y0n+2—m) rex/X"
/  Xm+>» m*xm ' ma y Xm—*
Aent 2—2m) P gx/X"
2ma xm
Xn-lex 2xn—I 2« ["*Xn—zex 2 /* X n*2ex
//Xn ~ A “—2;/X'r-" TJ /X» A"n—2)/Ix«~* "

396. Corollarium,

Pro ztr=xk transformabitur exponens differentialis xrex(<x4-/3xk

-f7XIK)Nin —- ¢ z u "1.ez'/*(«-1-/32-j-y z2)™: omnes igitur expo-

nentes diflferentiales iila formula comprehenfi perfefte erunt integrabileS,

r4*x1 .
modo fit —£E— numerus integer, pofitivus vel negativus.

297. Problema.

Zyafo in teg ra tix d-/3p inveniri/xmex(* + 8x)P, rf dfofo
hoc invenire J>x-mex (a /3x)p +r.

Solutio.

Primum integrale, ut fequitur in (1), obtinebitur ex (261. §. 11.),
pofito y= o. Quodfi porro idem ejus vafor fubftituatur in (261. §. I111.),
tum fcribatur m+ 1 loco m; prodibit inde integrale (I1.).

IR VA S ’ Do ' . o FtHh)j;

1/ x» « cx +w («+

298. Co-
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398* C orollarium 1.
Prima formula pro — m loco m dabit fequentem (1); fecunda Vvero

formula pro — p loco p dabit fequentem (I1).
T  («+f)P+1 1 B(p-j-i— m) /*gxQ-f/3x)r ~
J XN+l niaxm  *  mx J Xmy
TT / ~*>ngx o Xxm + * (m — p-f-2) P xme6Xx
3prepyvi=r(p— D0 43 gpe <= 1) «/

399, Corollarium 3.

X\ X -
Dato integrali --_j ~ (292; §.) determinabuntur fequentia integralia

pro quovis numero integro pofitivo g, et quovis impari n, fi in (297,8. 1.)

pro p= — 1 fiat fuccefiive m~=|, mt=], m*“ | - m =2§, et in
(298- 8« I1-) pro m =§ fiat fuccefiive p=2, ~t=3, p==4>-———-- pt=q.
0o
/ x5ex _2x5 2xxm2 |2 «’zx'La{I
Jot+ fix. nf3 = 20k~ (n— aijfis
2 n-6 2 n-R
X 2 «eX"' 2

(n— 63 ' (n— 8) pP*

n..li 1 n i

@z . X — a a A X g

3’3n.i 1-i>/ «+ Ax
a 3z

— _ n-gg-H
(«+ B)1 VCog— D«(«+/3)« 1 2(q— N(g— 2)«2a4-Bx)'l-a
1 (n— 2g+ 4Nn— 2q-f6)
* 22— ) (a—2)(g— 3*,C+™x)q* J
-4- (n— 2q9-f~4)/n— 209-4-6) - - -(n— 4)Cn— 2) F\ peFe>
2q-i.(qg—i)(q3-2)--—-—-- 3.27i.«* \«+/X)Vx 1
n

(n— 29-f-4)(n— 29-}-6)------ nh—29n__ /hIf?
29~*.(q— N(q— 2 j - 3.2.1." / «-fydx *
300. Corollarium 3.
Per idem integrale 7~292. §.) determinabuntur quoque fequentia inte-
gralif» pro numeris integris politivis n, g, fi in (298. §.) fumatur prima
VaHTIN 1. R formu-
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formula, et in ea pro p”~=

=— i fiat fucceffive m ~ —

mt= m=r]|,
mtr8— I, in fecunda autem formula ejusdem §plii pro — §
fuccefiive ponatur p— 2, p— 3, p= 4 ,-——- pE=gQ.
fogx . 23
— n-~3 11'
Xz(«+ ;3x) (n— 2)ax 2, (n— 4)«2x"
gft2 ' | ” e 1
n-6 1 - - - - - - - - -
(n—6)a3x 2
.. n-J n-i i n+i i
213 2 2B 2x X*¥ _f*eZyx /~x
it n+f n+i /~£ 4+ f3x
a z .x & 2 a 2
7N exn-j-2 q— A__i
x\a + fix}* -V q

2(g— ij(g— 2) a2(«+/3xjH- 2
. -(n+ 29— 4)(n+ 2q— b)

“T"22(4— 1)(q— 2)(q— 3; a3 a-f~x)I~3

(n4-29— 4)(n-f2q — 6 ) - (n+4'(n+3;N i_
272~2.(g— N(q— 2 ) - 32.«i" 17a -f.yx) 1

Tk

X 2
(n-f2g— 4)fn-f2q— 6)---(n-f-4)(n-#2)n / JEX
31T. L. Ag— ji(g— 2)  ---omee- 3,2.%i -« J

301. CoroJdJariuni 4.

Duo fequentia

y?exf (z-\-x) (289* §) derivabuntur ex (297. 8§.),
pro p~ 1 fiat m“ |. m= 4»- -
Vt=b p =]

integralia determinata per notum integrale

fi in prima formula
m— §— i* et
p~8—1prom=r§.,
/x"x/(>+/3x)= n  x*
vV (n+ 31#8-i- Q&n-ByCu+O/SZ
n-

n(n— 2)oz. n 2

in fecunda formula

‘ (u+3Xn+ IXu~“1'P3

(n—f3)(ti+ rXn—1) - 8.6./3T
-1
m(n—2)(n—4)-—-——- 53« 5

- A IXZEX] (41 K).
(U+3Xn+ )(n— 0 === S6/3 2

A*




CAPUT t~ 31

 ; V.N+q+

fisx /(<<+/3x" = (fk+ M Jo
/ ~ (n-fg-f2) (n-fq)

, q(g~2)xzf (et+P*)S~4 1 .
(n+g+2)(n+q)(n+q~2) *

ayq 2Yq—4)—————7-')-X~r ~Y W 83V t
' (n-t-g+2Xn-}-gXI+N—2) - - - ’D+7Ao+5\/
| EjCgzi3)— &) -—--——-- 553* » fAXST»*8x)
) (n+q+b)’\>+4Xn fg-Lay--(i 47x 5)
302. Corollarium 5.
etm:=1I, m =1,-—-———- m =J deri-

Ex (297.8.1) pro p“ — i

vabitur fequens primum integraie per notum integraie”™/*- --------------—--—--
r x2/ (L+ B-x)'
(287* &m) perfecte determinatum, per id ipfum vero determinabitur fequens
fecundum integraie, fi in-(2<)8>-§- It-) pro mx=§ fiat p~ |, p= i-,—---
p— 5
~4

£
> f X nax 2. . nfn— 2) xmz

& OX+73XX) \n + P [n+ij(n—ijp2 » (u-fi (N—1;" —3pa

-an-aVF-4\— -E 1L £ 1N pJ »/(«+ j3»)

(n*.H \)I("TT— xg(/kn— 331 ——————— 4 2 y3'>z .
- n+1 A
— nfn—2)(n—4V---5 3.1 .CTT P sx
n +i)>—=0 (n—23) a2 3 2 X T«-+13 %)
/r 1 _ n— q+ 4
(«+ 8T Vq—2)*/(«tp&p-2 U—vUi—H*V («+ >TT

, (n— g-f4) (n— of-6>

~ (q-2)(g-4)Cqg-6p/~ + .
(n— 1> N tir

Cn— a+4)(n—q+6) __________
* —qt t o~ - i 2 x a
(G—2)(q—4 ) ——3.1 .« 2 +V (a+/3x/
--(n— qj- 6> (n—iK»+0 C v _
T,
(G— 2 (gnd) - - - - - - 3-1.«q" VACa+Zh;

Erit
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Erit autem hoc alterum integrale perfefte algebraicum, independens
a primo integrali, quoties fuerit q=n-f4, vel q> 11-4-4.

303. Corollarium 6;

Per idem integrale = -——x- notum ex (287. §.) determina-
X"/(«+/3X)
buntur quoque duo fequentia integralia, fi in (297. 8. 11y pro m:=— \
fiat p;=— vy, p~i, p— 1»— — p— L1:— i; et in (298.8.1.) pro
ps=i ponatur m:=£, m=1, -~ m— 1

\fodBx)q_ (a+/3q .
/ "ty q+ i " (g+0(g—0O
q(q—2>«V 0c+ ftxgg "4

(CI"‘ (q— iXg—

00— 2 )(o— 4) ------- 5.3.1 * z‘”'/ ?
r (q+D(q1 OQQ— 3 ; ====== 4:2  xxbAP+</3X)
exfC«+/3><)/\ X- 1(q — n-f4/3
/ * \ — 2)ax 2 n— 2) (n— 4)aaxnz-+
Cg— n4-4)(q — n-f6)/?7
T 16
(n— 2)(n— 4)(n—6)a3x *
+r o+ by@-mb)y---g-v-P\ 7(aw I
n—2)(n—4) - - - 3.1 .* ».x2

n-1

, (Q—n+4)(g— n+61 - --fg— I)(q+| ff~T J . .
n—2)(n—4) - -- -- - 3.1.«a x5ll-_-

Ceterum per fe patet, hoc alterum integrale futurum perfefte alge-
braicum, independens a primo integrali, fi fuerit n=q + 4 veln> q-f4.

304. Corollarium 7.

Ex iisdem formulis (297 1. et 298. §. I.) determinabuntur per integrale

ex (291. notum, fequeatia integralia, fi io priori for-
mula
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mulaprom N — xfiatp=—£, p=£, p=1, - - - pt=8 —i, etin po-
fteriori formula pro p~~" fiat m=1, m~2, m”~=3, - - - msrn— i.
/ s x [/ ___2/0-j-/X)qg m2/(a+BX)g~a
X q > q— 2
. 22/ (VE-/3)q-4 ,
q—4 ‘
S N g+t "
4-1* 2 «/(« + foQ . /»___ex
A i s yx/(«+/3x)
/  ex/Cdc-f/3)q / | ., (g—2n+4/3_

\(n— i)axw-1 ' 2(h— i)(n— 2)xz.x1l~z
. (Q— 2n +4)(q— 2n+6)/32 ____,
e 22(n— D(n— 2)(n— 3)*3 xu™3
. Cg-2;'t4)(q-2.t6) — +1
Aoau_iQn—1)(n—2; - 321 *n~1.x/"
i (— 2n+4Xg— 2n-f6)--—(q— 2)g,3n— p x fjx+fix)™*
« 2a"'L(n— N(n—2) -—---- 3.2.i.a,1-x V X
305. Corollarium 8*
Denique per dem notum integrale (291. 8.) determinabuntur etiam
fequentia integralia, 11in (298. § Il.) prom =— 1 fiat p~£, p= 1, —-
p=:§; et in (298.8.1.) pro p= —* ponatur m =:i, ran*2, m:=3,

r 2y S 2 , f

1.até.yXa*rpx’) 3 o/x/0+ B9 az
P «X ( —1 ~orogf2n— 4)/3
XN «+PF)p(n—i)axn-*  '2(M1— 1) (n— 2)a2.x“™a
(n4-2n— 4)(gq +2n — 6)fi2
3z(n— i)(n — 2)vn— 3)a3xn“ 3
jT —""2n—4Xq+2n—6 ) ------ (g-f2)gir2\ |
~o2nt z. (n—i)(n— 2 j - 21 an~1x /7 (a+~x)N
2T (g-f2n—4)(g4.2n—6 ----'q-f2)qBl~1 P ex #
#H3” *F (N—j; O—2) 3.i.aa~7 */ x/(«+/3X)q
3 306. PrO*
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306. Problema.
Dato integrati /X MEX (k¢ 4yx2)p invenire integralia /X M+3£x0+yx2)?,
[x*nex(a-J-yx3) 1 +l» _
Solu tio.
Primum invenies, fiin (261. §. 1) ponas /SU=ro, et m-f1 loco m:
alterum vero obtinebis ex (261. §. 111.) polito /3= o, et m-f 1loco m.

I'J/X m+2£x(a-f-yx2,P vm+ 2p+ 3-’ ---------- 7fr*h[ii(_>2-p\+g>f2/y v

oy TG00 V&MY,

1. /N Ex(«<+yx2DPH —
.

2p+m+ 3 ~2F i+
307. Corollarium 1.

Si in prima formula ponatur — m loco m, et in fecunda — p loco p,
prodibunt inde fequentes formulae.

j _ (cttyx™P*1 i yr24-3—m)  rex(x-\-y\2zv
J xm (th— *m—ijx 3 X1 2

T/ XMEX Xms =« _(M+3—=2%) ¢+ xmex

1y (a-fyx~P 2«(p— IN(x+yX.2}?—1 2a(p— 1) v/Na+yx”~pP"-*

308. Corollarium 2.

Ex (306. §) obtinentur fequentia integralia, per integrale /ex/(*
+ yx2) ex (289.8.) notum determinata,

B(ulﬂex\/)//\(«lryxg) - (/"____)_(.2];_11'.:1 ........... (20— i)ax2n™3
\ ~2n-f-2;y s2M-f2j2ny2
. (2n-7-i) (2n— 1) x 2xZn~s ___

(2n-j-2) 2n (21— 2; y3

T + (»n-i)(in-~A) - --H S(*+yx'»
(2i) f-2)2n 2n — 2 ) - 6.4 .ylL/ * ~o
-_(2n~i)(2n —3)- - - 5.3.1.a" C s, |,
+ -zr~T1 MrJsx/ Cm
J v \R«4-qg+ 0«1 (2nd-q+ iXartqg—0

, g(g—2>astQ-fyxi~4
(Ut Qti2utq—i)(2ntg—3)+

L q(g—2)Cq—4) - - - 752" > ayxn Y oxan 4
(2n+q+1;(2u+q— 1j — - (21 67 313+4x
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o-1
I 2)(q 4" Te5-3eg 2  [?2EX\A’0cd-vx2
+ @n+q+rix2nd-g~iy — 2«+6x2n+ 4y A '

309. Corollarium 3*

Ex (306, §, I.) et (307. §. Il.) elicientur fequentia per integrale
_Ox
/TT-f'" GX S*) notum determinata integralia.
7 r X2rtgx X2n-1 _(2n— iVx2""»

/m(ad-yx2) \ 2n,7 2niN2u— 2)yi
(20— 1) (2n— 3)x2.x2n~5 __
©2n~2n— z)(2n— 4)?3
J_(@n—i)(2n — 3) -———--
21(2—n2) — 76.4,2. yr
— (2n— I)(2n—-3) ------- 5 3.1.x1r ex

2n(2n— 2) - - - 6.4 .2 .70 ] 4" T*2)
I 2n— g4-3

0 X2nex !/
@@= 2)(a— 4)*S f (B-yr=)ns

y +7%2)q \(q— 2> /1i«<4-y\V 1-2
cen qld-3)en— qd-H »
*@—2@a—4@a—6>3 04-yxDi- b

4- (gn~ (+ 3K2n— gq4-5)-—-- QU — 2) \ 2n+l
— JLIL I
5.3.1.*%» /[(«4-7x2r

(a— 2)(g— 4) -
J._(2n— g4~ 3)(2n— g4~5) ---—-—--- (2n — 2p2n jC x2nfcx

(qg— 2)(g— 4 ) - 5.3.1, «2

Hinc patet, fecundum integrale debere fieri perfefre algebraicum,

independensa primo, fieft q = 2n4-3, sut q > 2n4-3.
310. Corollarium 4.
Porro ex (306. 307. 8.) derivari pofTunt fequentia integralia, per inte-
gralia ex (291 289. 8§) nota perfefte determinata.

g<7 04-yw2'q J (x4-yx2)~ . ctf'(ad-yx2) (""*

J X q q— 2
<>/ (0i-\-yx2) g—4
q- 4
£l q+1
*T-g_2 VC*+YX2 N~—r P <

1 * o* + * x20
[£X
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J-jx/fa+v'x1)‘ f 1_ 1
Xxm +i VA2n.axZn ' 2n <9n— 2)xz.x2n" z

i (g— 2n+?.Xgq— an+ 4)y2 ,

"2n(2n— 2)(2n— 4>3xz11-4 *
mfo-2n+2)(g-"n+4>-Cqg-2)y" 'N

*2n(2n—2) ---4.2. Xz y *
. (9—2n+2)(g— 2n-f4)-—-- (g— 2’\qyan/«-fyx2)’\
* 2n(2n—2)"2n—4 ) -----—- 4.2.a" X
' + I ga/C”+ TX2)"-*
; /(.+t*)'*=Q-5+ r - + 1,+.,<,-«—
y . gfg — 20 «2~(Vf-yx*) * 4
(hti;'w— iAq— 3)
Y o' TP L p— 7.%.«* P yrcedyxad3)y
" (q+0(q—iXgq—3)-—-——-- 6.4
mq(g— g"Cog— 4n ------- 1_+£+_ j+ rex 1Yli»).
+ C4+0(g-<X4-3) - - - 6.4 /(+?

ex/(cboveryg I I (qd— 2n-f3)y
/ vC2n— fjax 2" " 1(2u— 1) (2n— 3)<¢ x2°" *
(

q— 2n+3)(q— 2n+"N)y2
* (2n— 1) (2n— 3)(2n— 5)«3x2n“5 * - - - - -
m(q-2n+j)(_q—21145) — (q—1)?"-m>, | +2
+ (21=D(2n—=3 ; e 3.Lanx  Jv (*+»* ]l
grM)Cag-2n+;--cq-;)jat0y;>x/
1 2n—iy(2n—3) - r - 3| * J

Erit autem ultimum integrale perfefre algebraicum, independens a
tertio, fi fuerit 2n:=q+3 vel 2nP>q+ 3.

311. Corollarium 5.
Denique ex (306. 307. 8.) derivari poffunt fequentia integralia, ad

integraley™— (29t. §.) notum relata.

1

— L . 1
/ */(« 4-y X2 1(g—2)x/ (* t+yx)4 a “ Y («+yxz4“ 4

" (q—6)&V (“-H*2) q~
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q-1 4 qjrr C «
L.« ~ . \f{x --yx2) K23 X7\ &&7x2) *
g*__ VA | , (g-f2n— 2) y

u+Y -f q \*2n.axin 2n(2n — 2) x2.\2n~2
_ (n-f2n—2)(q 4-2n— 4)y2 .

2n(2n— 2) (2n— 4)x3.x2n~4 ‘

4- (9-t-2 - 2)(g-f2n— 4 ) ---—-- (q+2)yH-Ix I
2n(2n— 2;(2u— 4) —- 6.4.2.«». xzIN(X-{-yx2)l~2
(g4-2n— 2)(g-f-2n— 4)-—(gq+2)q?myr ex_ _ '
3n(2n— 2)(2a ~ 4) - 6.4,2.»n3x/(

313. Probiem a.

Integrare exponentem differentialem xmsx (a-fbxn)P,

in quo p efl nu-
merus integer negativus,

alteruter vero, vel uterque exponens m, n, fraffius

ita tamen, ut aequetur alicui frattioni — mdenominatoris 2.
Solutio.
Denotante g numerum integrum pofitivum, ponatur p = — q; erit

pro z:=a-fbxn

m ti
XmsXx | ez(z— a)» *“I
X»«x(a+bx»)P=r = S
nb 1
Quare, cum per hypothefin fit adeoque etiam - = *

% .
certa fra&io Hh — denominatoris 2; poterit quivis hujuscemodi expo-

nens differentialis per (304. 305. §.) perfefte integrari.

313. PrOblema.
m -f f

X- .
Integrare exponentem irrationalem xmex (a-fbxn) 2, in quo ejt
aut numerus integer negativus, aut aliqua frattio, pofitiva vel negativa,

denominatoris 2, quin ideo

(283- 5o)-

Volutatu £

aequetur numero integro negativo

Solui-
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Solutio.

Pro z=7~"(a-f bxn) erit
xrofx (a+bxnl ~ — 2 _ tZu+* £Z
nb ~"

Cum jam u fit numerus integer, pofitivus vel negativus, et —

m -} i

adeoque etiam — ---—--—- 1 vel numerus integer negativus, vel aliqua

fraftio + denominatoris 2; poterit hic exponens omni cafu per

(jOS.-——--- 311. §.) perfefte integrari.

314. Problema~* U
Integrare exponentem differentialem xmgx(a 4-£>xn) t*pro quacunque fra,-

Rione —- denominatoris ~>2, modo fit — numerus integer negati-
, m4-1 , u A rJV
vus, aut--—-----—--—-- J—---f-rnumerus integer  pofitivus.
n .
Solutio.

I. Pro z~=)'(a-fbxn) fiet

xmEx(a-fbxP) v "~7,Yr e zu+"“1.6z(zM— a n '

nbIT*
Il. Pro z:rZZi — erit
\Y x1
m-f t u
w Na o » + & EZ2Zt+AK~*
X™Ex(atbx'0 * = - F r1|+7- _ul
; n (zt*— b) » + f* +I

s
lam vero u, ,tt funt numeri integri per hypothefin: fi ergo fit — —

numerus integer negativus; poterit integratio, adbibita prima transfor-

matione, per (285. §.) perfici; fi autem fit — 1-f1-_— numerus ia-
n ju

teger pofitivus; poterit ea per (285. §.) perfici, adhibita fecunda trans-
formatione.

315. Pro-
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315. Problema.
Definire conditiones, quae exponentem dijferentialem sy:=:xmsx(a
-fbxn)f reddant perfecte integrabilem.

Solutio.

1. Omni cafu, feu fit ey funftio rationalis, feu alia quaecnnque
funftio, modo fit m 1 numerus integer pofitivus, vel — "'p nu-

merus integer negativus, poterit datas exponens per praecepta 4ti capitis
perfefte integrari.

2. Si nulla harum conditionum (i) adfit, attendatur ad exponentem p.
Exiftente p numero integro pofitivo, poterit integrale completum per
(250. §.) determinari: fi autem fit p numerus integer negativus, unico

¢j('v poterit datus exponens integrari, nimirum per (312. §8.), fi fuerit

m—41

-——- aliqua fraftio denominatoris 2.
n
3. Sivero, abfentibus his omnibus conditionibus’ (1) (2), fit p nu-

merus fraftus T denominatoris ~“ 2, vel ~>2; cafu primo aut per-

tinebit datus exponens differentialis ad formulas, quarum integralia in

(299 -—--- 311* §0 funt expofita, aut tunc folum erit is perfefte integra-

bilis, fi fuerit--—ﬁ-——vel numerus, integer negativus, vel aliqua fraftio,

pofitiva aut negativa, denominatoris 2. (313; §.): cafu autem altero non

poterit datus exponens integrari, nifi per C314*8)? fi fit numerus
. . .m-fl , u . . L
integer negativus, vel — — numerus integer pofitivus.

316. Corollarium.

Si fuerit integrandus exponens differentialis formae ey~ =xr£x(ax"
4*b xv)kj fiat £y~ *r+uk.sx(a+ bxv* “Yk, vel gy~r:xr+vk.Ex(axu~v
+ b)k, tutn inveftigetur per (315. utrum, et qua methodo is fit per-

fecte integrabilis.
Scholion.

Omnes exponentes differentiales, quorum integrationem in praefenti

capite expofuinus, ita fuat comparati, ut iliorum integratio ad pauca
S 2 praecepta
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praecepta generalia poffit revocari; omnes fane, ut videbimus in (eqiienti

capite, formam exponentium rationalium poffunt induere,

eoque ipfo reddi
integrabiles. Verum,

cum haec integrandi methodus in adplicarione cal-

culi integralis fit fatpenumero admodum molefta; cumque hi ipii exponen-

tes irrationales frequentiffime ingrediantur in disquifitiones analyticas; et
demum innumeri alii exponentes irrationales ad illos fummo calculi compen-

dio pofiint revocari; operae pretium erat, completa illorum integra/ia di-

ligentius, quam folet fieri, evolvere, aliamque Ompliciorem raethoduru

irrationalibus a doftoribus calrirlr inte-
gralis pallim praecipitur, fubftituere. Artificia,

tionales poliunt reddi integrabiles,

integrandi ei, quae pro trinomiis

quibus exponentes irra-
quin transformatione in ratiouales opus
fit, ufu et allidua exercitatione optime difcantur;

praecipua tamen ad biua
fequenti-a capita puftunt revocari.

f. Multi exponentes irrationales, qui non videntur effe integrabiles,

fola multiplicatione , divifione, aut radicis extra&ioire redduntur integrabi-
les: quaenam harum operationum inftitui

debeat, ex comparatione
formae,

fub qua exponens integrandus proponitur, cum formis illorum

exponentium, quorum integratio nota eft, oportebit determinare.

U. Palmare artificium, quo efiam in antecedentibus faepiu? jam ufi

fumus, confiftit in introduftione novae variabilis, quae, pro diverfitate ex-

ponentium integrandorum, jam toti funftioni figno radicali fubftanti,

jam certae ejus parti, aut alteri cuipiam funftioni folet aequari.

Ceterum,
denuo moneo tyrones,. ut,

dum formam exponentis integrandi attente
expendunt, formas quoque exponentium differentialium, de quorum
gratione fuperius eft aftum,
prae oculis habeant.

inte-
praeceptaque calculi differentialis perpetuo
Sub his conditionibus eveniet fane faepenumero,
ut eertae fun&iones pro variabilibus fponte fe offerant.

Scholion ax

in poteftate habeatur, quo datus expo-
nens irrationalis ita poffit transformari,

Quodfi autem nullum artificium

ut fecundum praecedentia princi-
pia fiat, retenta «rationalitate, integrabilis;

tentetur transformatio per
fublationem irrationalitatis.

Mulri profecto occurrent exponentes,
Jicet ii nuilo modo integr.ibiles effe videantur,

alicujus variabilis ab omni irrationalitate

qui,
fi per fubftitutionem novae
liberentur, fiant eo ipfo per-
fetbe
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fette intcgrabiles. Conflat praeterea, quemvis poflibiletn exponentem
differentialem formae rationalis per praecepta 4H capitis perfecte pofTe
integrari, modo concedatur refolurio cujusfibet functionis integrae et ra-
tionalis in fuos fa&ores fimplices: eo circa optandum eftet, ut extaret
aligua generalis methodus omnibus exponentibus irrationalibus formam
rationalium tribuendi, quam tamen penitus ignoramus. Quamobrem ex-
pendemus in fequenti capite peculiares aliquot, latiflitne patentes, for-
mas exponentium irrationalium, artificiaque docebimus, quibus ii ab ir-
rationalitate liberari poffunt: tum fubjungemus methodum in defperatis
cafibus, quales in adplicatione calculi integralis fere perpetuo fe offerunt,
adproxitnandi ad integralia exponentium, quorum perfefta integratio nulla
via poteft. impetrari.

S 3 CAPUT,
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D E

INTEGRATIONE EXPONENTIUM TRANSCENDEN -
TIUM; TRANSFORMATIONE EXPONENTIUM
IRRATIONALIUM IN RATIONALES; IN-
TEGRATIONEQJJE FER SERIES,

317. Theorema.

Yexz=j'sx/Y ax; 3Y sxrr/fxyYsx; et

’\4jfumtis fignis /Yex;
ent pro duabus quibuscunque funffio-

generatim "/Y exz=fe x n~yY ax;
nibus Z, Y variabilis abfolutae x.

/7*Y«X~

- 2/Yex *-8-l#p«w + N fi sx- X + X _ ete

Dem onftv atio.
1. Pro quolibet indice n integralis 3 Yex erit per (257. §.).

exr

— x ,* vy «*+
S Xn

2. Cum igitur fit/Z Y a = Z/Yex—/eZ/Yex (257.8.); erit per

(*) pro fignis in theoremate affumtis

— - N\ -
[ZY «=vsr.x-foyy . x+ # «
= Z/Yex - c+ 7 /v £x- 1 [y, x+ f~ fv *Net fic

porro- . \
318. Co-
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31%. Corollarium r*

Pro Z:=:y efc Y ~x° obtinebitur per(3i7*§-) fequens riotiffima feries
Eernoulliana, cujus ope integrale cujusvrs exponentis differentialis y«x
per exponentes ey, ey, ey, etc. rationum differentialium funftionis y
commode poffet determinari, nifi ea id vitii haberet, quod, fi y nou »
funftio integra rationalis, in infinitum excurrat.

JC exr=x _____)S___e___y_ - 2(__3;_9_\‘/1 X4.eV etc
Y Y ex R 03 ea I A A EXS ¥ B

319. Corollarium 2.
Pro (p= kx eft e(p= k*i:X.lk (112. §.): igitur debet effe/k”™ex
k x ~ 1 ' .
~ 13 (239.. 241, 8.). Quamobrem, pofito Y ™ a x, erit in (317. 8) J ™ £x
= yYexrrrap; Jysx — J et fic porro. Pro qualibet

funftiohe Z variabilis abfolutae x erit ergo per (317. §e}.

2, 9
C, v Z ax axeZ . axeZ axeZ
J a la (la)2ex ' ~™a)3gx2 (la)d4ex3 '

320. Corollarium 3*

Series haec (319. §.) abrumpetur, fi aliquis exponentium differen-

2 T 4
tialium «Z, «Z, eZ, eZ, etc. fuerit aequalis nihilor quo cafu dabit

ilia integrale completum exponentis differentialis Zaxex: exponens hic
erit ergo per (319. 8+) perfefte integrabilis, quoties fuerit Z aliqua fun-
ftio integra rationalis variabilis abrolutae X.

321- Corollarium 4.

Pro Z= xa obtinebitur ex (320. §.) fequens feries, quae, nifi fit n
numerus integer pofitivus, in infinitum excurret, abrumpetur autem, Com-
pletumque dabit integrale exponentis differentialis a~x~ex, quoties fuerit

n numerus integer pofitivus:

J (la)a (la;3
nn— 1) (n— 2) xn— ) +c
(

322. Cow
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332. Corollarium 5.

Exponens Negativus n:=— 1 dabit in (321. §) fequens integrale,
pro quo finita expreflio ignoratur.

[N =N XWHIWHW+EE +C
323. Corolla rium 6.

Cum ubique logarithmi naturales fubintelligantur, abibant praece-

dentes feries (319. 321, 322. 8.)» pro bafi a= e logarithmorum natura-

lium, in fequentes.

C rp v exeZ exeZ exsZ
J/Zexexzzzkex - '4 r o+

etc.
£X 1 £\z £X *

jx ntxext=.e* (xn— nxir'x+ n(n— i)xn“z— n(n— i)(n— 2)xn"“ 34- etc.)-4-C.

(I+ f+ 8+ # + ™ H# + *)+ ..

324. The orema.

AJfumtis ftgnis f Y s x; ex ex; U\rex £x,
m r /'ex Ur
JYexZ=J-~- JYex, etita porro; itemeZ AeX;e.AXZI’BeX;

e.BxxrCsx, etfic porro: erit pro quibuslibet duabus funftionihus z, Y
variabilis abfolutae x.

JzYext=:
t=r.zj"ex— AxJybx + Bx Jyex— Cx ~YfiX+etc.

Demonftratio.

I. Per (257. §8.) erit generatim pro quocunque indice N integralig
nr

+/&U X *fyex= + f» ~ — lYsx=
=+M x f~ "fia+ ft. MX/— Y ycx=

E=+ MKNyYex+yl.MXNy Y £x=
—+MX . N/VSX+YypPSX

polito £.Mx~=Pgx.
2. Qua-
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2. Quare, cum fit/ZYexr=2JYsx—/sT™/Yex (257. 8.
Z/Ysx—/AexJYex; erit quoque pro lignis in theoremate affutntis

per (1)
JzY £xzzzzJyEx——AxVycx -f Jy sx ~
=:Z)J ysx—AX yYfix+ Bx. Jysx—Jcex Jy sx”
t==z/Y x"MxyYfix+ BxyY«~CxIlI™ x+/D 8&I/Y fix=;
= Z/Y*X— Ax™/vex+Bx I[/yex— CxllyY sx + etc.
325. Corollarium 1
Pro Z:=(!x)neritin (324.5.) £Z:=n(Ix),I"x.~ ; Ax:=n(IxX)n“ 1;

«.Ax=nCr]r-i)Clx)n- 2~s=B£x; e.Bx= n(n— i)(n—2)(Ix)"-3—

et fic porro per (104. no. §.): pro hia valoribus in (324. 8.) bethUS
obtinebitur fequens formula

Jy (UxX)nex™r={x)ry Y fix— n (IxX)n"*t. %Y sx
+ n(n—i)(IX)n-*V ysx— n(n—/ i)(n— 2)(IX)n* J. *Yy ™
v /e
+ n(n— i)(n— 2)(n— 3XIx)n“ 4. JYex — etc.

Quodfi ergo faerit n numerus integer pofitivus, abrumpetur haec
feries: et ideo, fi praeterea exponentes differentiales -~/y «,1

/)\( YV, » y Y, ,etc. (324.8.) fuerint perfette integrabiles, dabit
X

illa completum integraie exponentis differentialis Y (IxX)nex»

326. Corollarium a.

o R Xmn+i  Ir Xm+X  \\r
Sit igitur Yt=xmj fietjY sx =: m-f-o jY N a - ] /Y sx
— —i~; et ita porro: ob (325. 8.) obtinebimus pro his valoribus

fequens integraie, conftans terminis numero finitis, fi n eft numerus in-
teger pofitivus.

ytrin |, T 327, Co-
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327. Corollarium 3.

Series haec (326. §.) valorem infinitum obtinebit, i fiat thn* — r,

YIXVb

deberet autem illa dare integrale J—"= s x. Verum conftat eiTe
("\'n+1 (Ix)n
- m+1 NTAx (iod §.),. debetergo eJTe per (239. §.),
'Q x? o (x)"
fo SEEpTE

s28. Corollarium a.
Exponenr — 1in (326. 8.) dabit fequens integrale.
/V ngx __f 1 ) i , 1.2
> x + e (in-f-N20x)2 (M +i)J1x)3
» 12-3 . 1.2.3.4_ f etc A~ Xratli.r
Cnmi)d(Ix)”™ (m+ i)* (IxX)5+ \%
Hinc pro m~=o0 fiet.

£

/# -0 -+ ~ 4+ A + A 4+ A 4 “Q -4g-
329. Corollarium 5.

mPro Z=rxm+*et Y = Y/(Dr(j\ invenies per (524. §.) fequentem for-

mulam integralem.

P x mfx /* 1 . m-{-1
/ (IxX)Wn—i)(Ix)a~x » (n—D)(n—2)(Ix)nJa
y mmmm—m—- (?2+»> 1 ~N+»)3 + etc.\»«
( -*Xn*2X1,~3) (kOn—5 « (n-N)(ri-3Xn-3Xn-4XIxJ*-"*
1 (tn-f-i)0™1 f ‘xmex

(n-i)(n-2)(n-3)------ 3.2.1/ Ix
Verum ignoramus artificium, quo exponens differentialis — —

ad perfectam integrationem recipiendam difponi queat.

330. Problema.
y . i . s (P Sin
integrari exponentem dffirentialem
v, i-wmi
SO0l
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Solutio.

ot> Crl 9'§0 er{fc

_ENSin(™m Sini|>"t.eCof<P

(a-f-bCof<£>)B (a-fbCof<p)n
Pro a-fb Cof<p:=x fiet

Cof<P=— ;o Sin<f>= ~~yf(b2— a2+ 2ax— xz); eCoflp
pro his valoribus transformabitur datus exponens in
£(pSin~m ___ i ex~fb2— a2+ 2ax— xa)m~«
"(@@4* bCofijp)” iF * X*~~ —
Hinc evidenter patet, omnem ejusmodi exponentem differentialem
per praecepta 4ti, aut 5ti capitis perfe&e effe jntegrabilem, modo fiat
m, n numeri integri,
331. Corollarium
Pro a”~=b in (330. §.) habebitur fequens formula differentialis
xi=a+aCof(p.= a(i + Cof<p)
g>Sin (P™ s<pSinOm 1 nr.~U.
(a-fa Cof(p)n™~ an(i-f Cof<&n i X X/ Qe @
Quare erunt omnes exponentes differentiales hujus formae per prae-
cepta 4ti aut 5ti capitis perfette integrabiles, fi pco numero integro m
fuerit n numerus integer, aut fraftus denominatoris 2.

332. Corollarium 2-
Pro m =0 et n=1i in (330. §.) determinabis per (230. §.) fequentia
integralia (1)(11): et fi praeterea fit a=b, obticebis fequens inte-
grale (I11). . ' |
Si eft a>b
TC 1 a—CnC “™M-«Cof(p , n

Va+bCof<p_~7v=ib3J Arcnre{ ‘TcUfAr+T""1L
Si eft a< b.

T C = C4- L 1 /"b+aCofft-f Sin<P.\f(ba— a2)N
J a-f-bCof<P N/Cbhb2— a2 L a+ bCof<p J
Si eft a= b.
HI. _rr —J_Tang40+c.
J a+aCol'<p */(i+Cof<p) a **

T 2 Eo
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Eo autem determinato cafu, quo fuerit m=n = 1 in (330.8.). fiet
iv./ -~~~ = ¢ - -f K«+tbCof(p>
333. Corollarium 3.

Et pro m;=0, N2 in (330. §.) elicies inde per (290. 294.5. 1V.)
fequentia notatu digna integralia.

Si eft a>b.
e
/ <(a-}-bCol<p)*
L b Sin <P i a . b-faCof(p
He (a2— b2)(a-i-bCof<p)*(a2— b2)3 FC O a-fbCol<p
Si eft a< b

ir

r

J (a-fbCol<p)*

N bSin a ~Zb+aCo”N+SinnN.'"/(b2-72)»
(b2— azXa+b Cof(p) \{(bl—a2)3 v a-|-bColin™> S

334. Corollarium 5.

Eadem prorfus operatione, qua in refolutione problematis praece-
dentis fumus ufi, obtinebitur fequens transformatio.
x“:=ra-f bCo( (p.
_*~Tofrm | (X — aNmeXx
(a-J-bCof(p)n bm xny~(ba— a2-J-2ax— x 2)

Atque hinc fit perfpicuum, exponentes differentiale» hujus formae
fecundum principia quinti capitis perfecte integrabiles futuros, fi m fit
numerus integer pofitivus, et n numerus quiscunque integer, pofitivus
aut negativus.

535. Corollarium . 6.

Abibit autem haec formula (334 §8) pro ar=rb in fequentem.
xt=a-faCof<p:=a(l— Cof<p).
*<pCof<pm r (x— a)"l«x
<>+aCof<p)n e —.tL
x * /(2a— x)
Unde patet, pro quibus numeris m, n, quave determinata methodo ex-
ponens hic differentialis perfe&e eft integrabilis: nimirum per praecepta

quarti vel quinti capitis, ii m eft numerus integer pofidvus, et n aut nu-
merus
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merus integer, pofitivus vel negativus, aut aequalis alicui fraftioni + —

quo 2n fiat numerus integer: quodfi autem fit m"~f~ 4 * aut quaecunque
2r“"j

alia ejusmodi, pofitiva tamen, fraftio m £:-----2----—, cum hoc cafu fimus
habituri
(x — a)n X— a n
V\2a— x) — 2a2+3ax — x2)*
it OO — —
(2a— x) — 2az4-3ax—‘X2)*
Yel (x— aVv J_ c*— -*y .
~N(2a — x) — 2a2+ 3ax— x2) 9

erit datus exponens per theoriam trinomiorum quinti capitis perfefte inte-
£n4—l - ‘v

grabilis, modo fit n aliqua fraftio H—Y-sut &' === V7T e

merus integer.
336. Corollarium 7.

Similes exprefliones algebraicae invenientur pro exponentibus

e(pcdr<pm e(pSin(pm . . . _ "~ «Sin(p
reDt,i,,buS (1+bSTn~’" 0+bSIn-W! im'mm ‘ CoTif ‘Um
at bSin(P= x;
c*Cof<Pm 1 e\>/(b2—a2-f2ax— x2m~]
U @fkbsm(atbn XD e
gpsin 1 (x— a™ex
(a-fb J>in<p)" bm xnN(bz— a*-f2ax— x2z)

Adeoque etiam pofito a:=:b.

a+ asin (P=x.
«(Pfofd)"1 T m-an-1
ta+a"Sin'<s”™ = ;?2r ' x * c«* /(2a— *)m~

Voo g B3SHBru~ am + - e ™

X Z V"(2a-—X)
Quapropter pendebit integratio horum exponentium differentialium

a theoria duorum capitum praecedentium.

T3 337* Co-
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337. Corollarium 8*

Pro arriO, et bt=i derivabis ex (336. §. I.) fequentes exponentes
differentiales, prout nimirum utrumque exponentem, m, n, aut alter-
utrum duntaxat, cum proprio, vel contrario (— ) figno fumferis, vel
etiam m=o0» aut n:=0 poderis. Patet autem, omnes hos exponentes,
nac ratione transformatos, fecundum praecedentia principia, ea praecipue,

~uae in capite quinto funt expofita* cojnmodiflime poGTe integrari.
x=Sin(p; " (1—xz)t=Cof.

/" SERBOEPM _ < x / (t— x1)

“

J X
£<pSin(p’l X °ex
Cof<pm / (1 —x2)m+*
dT C_. f(f>

Sin < Cof_<pn___ X7 — )+«

IV.yT(p Sin gnCof (pm:=;xn«x / (i~ X2)m* «

VTSR T watx) r 0
" £$ £X

/ Cof<pm — XZ)m+1*

vn.JI<fsmr=7" xr

VI, /E(?Cof4>'»~ex/(l ™ Xxz)me*
338. Problema.

Integrare exponentes differentiales formulis generalibus ~ f£ 0t$1—

(a+bTang”)*
ed/ Fang”™__ rehenfos.
NTang?/1 !
Solutio.
Cum fit (u9.8.); erit » e
e(Cot<Pm __ Cot<Pm.eT ang(P

(a-J-b Tang (P)"  Sec (p2(a-f-b Tang (p)"
i=(pTang<pm __Tangffim. gTangff
(a-f-b Tang <p)a  6ec (pzX»+b Tang n
f»ro
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Pro x— a-fbTangfp, hinc

Tang<f£;=—-— ; CotQ = — -— ; eTang (p = —.D; el
D X —a ,
a2-fb2— 2ax+x2 ., . .
Sec =5 — ent igitur
J  g<Kot(p™ _ bmH «X )
(a-fbTaog Qa X" (x— a)ymNa*-fbz— 2ax-fx2)
4y gtpTangCp™  __ i (x— a)ymix

" (a+ bTang <pn bm~* ' x" O2-fb2— 2ax + xA

Omnes hujuscemodi exponentes difFerentiales erunt igitur pro qui-
buslibet numeris integris m, n per praecepta quarti capitis perfe&e in-
tegrabiles.

Scholion.

Methodus, quam pro integratione exponentium differentialium trigo-
nometricorum praefcripfi, in eo conliftit, ut per congruas fubftitutiones
datis exponentibus forma exponentium differentialium algebraicorum tribua-
tur: quare cum haec transformatio femper fuccedat, cumque integrationem
exponentium differentialium algebraicorum in praecedentibus capkibus
ita pertrattaverim, ut ea in quibuslibet cafibus commodiffime poffit per-

fici, non eft, cur aiia methodus integrandi exponentes difFerentiales trigo-
Bometricos defideretur. Subjungam modo problema generale, ut ex ejus
refolutione eluceat, quinam exponentes difFerentiales trigonometrid hac

methodo poilint reddi integrabiles.
339. Problema.

Integrare exponentem differentialem Xf (p, in quo praeter exponentem
differentialem arcus <P certae hujus arcus /unitiones trigonometicae, ut
funt Sin#, Cof(p, Tang<p, Cot @, Sinv<p, Cofv (p, Sec<p, Cofec (p, et fors
variae harum functionum potentiae, quomodocunque inter Je et cum quantita~
tibus conflantibus connexae, contineantur.

Solutio.

i. Loco e fubftituatur in dato exponente differentiali XsfP aliquis
valorum in (il9*8') determinatorum, qui videlicet ad transformationis
fimplicitatem plurimum conferre vifus fuerit: introducetur eo ipfo loco

aliquis exponentium diflereatialium «Sin<p, *Cof<p, «Tang(p,etc.

2. Ea
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2. Ea ipfa jam funttio trigonometrica arcus $,

nimirum Sin <p, vel
Cof#, aut Tang etc.

, cujus exponens differentialis loco g(p introdu&us
fuerit (i), confideretur inftar quantitatis variabilis x, aut fumma vel dif-
ferentia ejusdem funé&ionis et certae quantitatis conftantis, e.gr. a+bSin#,
fi quam datus exponens differentialis X«<?> comple&itur,
bili x aequalis, prout illud aut hoc aptius vifum fuerit;
tur per variabilem x omnes religuae fun&iones

fecundum principia in (5. 8. I- Schol.) addufta.
3. Hac ratione reducetur integratio dati exponentis differentialis tri-

gonometrici Xe# ad integrationem certi exponentis Zex formae alge-
braicae, quae fecundum principia fuperius expofita perficiatur.

ponatur varia-
deinde expriman-
trigonometricae arcus

340. Corollarium.
Si datus exponens differentialis xa<p praeter exponentem differentia-
lem £> arcus P compleftatur fun&iones arcus m#,puta Sinm#, Cofm#,
Tang m(p, etc., cum fit exponens differentialis £.m(p = ro«#; fubftituatur

t 1M logo e(p, deinde peragantur reliqua, ut fupra.

Exempla.
Sitsyz=:e(p.Sinm(p. CoCm(pn;

erit em<p.Sinm#.Cofm#n:
J m

= — eCofm(p.Cofm#n (ii5*§0*
. n Cofm#nd'l
igitur

e
Sit «y— Col-m (pn »

eritey= 7T— hinc per (U 9S)
1 «Sitim# » «X . 0
gy = IT * Cofm<p” ~7cl-x2"*'pr°

341. Problema.
Integrare expoitintes differentiales # ne(p.Sin<p, <n6#.Cof#.

Solu-
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Solutio. -,

1. Ponatur Z= ~n; erit sZt=:n(pn~Jdety, sZ~"nCn*— l)<p<“2 s(p2;

1z2=n(n — i)(n — 2)(I>n“ 3.£(p3, etc.

—fsCotty (115.&) Coftp; ety”~.Coft?»

3. Porro eftfeQ. Sin =
=:/fiSin{p (115. §.) :=Sin<p.

Qnodfi ergo ponatur Y:=Sin<p, aut Y~Cof<P; obtinebuntur ex

3.
(317" SO fequentia integralia.

Jgvsgt.Sinty — C— $nCoC(p -fn<gn“ 1Sin 9+ n(n— 1\<pn“ 2Cof<p
— n(n— i)(n— 2)(P=BINP-— n(n— i) (n— 3X n“~3)<Pri*4Cof<p
4 ..

J$ nes .CofAMrC-f nSin (E>4-n pr~~tcofs—n(n—1) (fn"*2Sin @

—n(n—1) (n—2) (m~3(b{'(|3 .

ut poft quosvis binos terminos con-

et viciflim. Porrp cla-

fi n eft numerus integer

Patet, ita alternare figna 4 ,
tiguos pofitivos fequantur bini contigui negativi,

rum eft, feries has eo folo cafu poffe abrumpi,

pofitivus.
343. Problema.

Datis integralibus /erP £<p. Sin thCof<pm” z, ferPe .Cof Sin<pn-'"2,

pro bafi e logarithmorum naturalium, invenire integraie /e rp£<p.Sin<pnCof<pni.

Solutio.

1. Ob s.herP:=erP*A (113. §0> debet effe integrale/eriPE<pE=perP

(239- §e)e
2. Hinc (i) per (257.8.) elicies fequentem expreflionem quaefiti in-

tegralis.

JeVe(p. sin gmcof

i- e RPSin<pnCoGpra— -p/erP€N(NCoAp t+ISin(pn~, ---mSin(pn+TCoftpra~1) -

3. Si porro partem alteram hujus aequationis refolvas per (257.8.)f
affumto integrali (O,.iurtipoifu:Q i-"Sipf2=Cof<pVet 1— CofA"~Sin~",
obtinebis

fgfy

Vtlwnent»
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Je Qety.Sin (pncofdm erP Sin $ nCof<pm

——L,er<P nCof(pm+xSin(pn"1— m Sin <n +rCof(pm*“1 "
+ -~rfGafp (m— i) Sin(pnCof(p*»-a+ n(n— i) Cof<p™Sin

»— (n24-m2+ 2mn)Sin<pnCof
Quapropter debet effe

Jer9£(p.Sin<nCof<gm=
__er$(rSin(pnCof tym-wn\ Sin €n+ LCof<pm~ 1— n Cof<pm+r Srn<pn***)
r2+ m24*n2+ 2mn
J*———r—é—_—f.rJnTsz. ﬁz’ﬂ-'z"rﬁ_ﬁ fe*Qe<p.Sin gnCof<pm* a
Jymme LN o e (e rPe(p Cof(pmSin<B>n"a

*r24m o+ n271-2*nn

343. Corollarium i.

Pro n= 0, m=o0, aut nt=o, mt=1i, vel m=o0, nt=t, obtinehis
ex (347.8.) iequentia integralia

l.Je'<Peq>z=— er<P4—C:

W.Je-*,(f Sikb A

344. Corollarium 2

Si ponas m =o, invenies per (342. §.) fequentem formulam,. cujul
ope poterit integrari exponens differentialis «r$ £ .. Sin <k pro quolibet
numero integro pofitivo k.

J **Sinp.= @ I« roo

==Anftye'*e<pSiDr"*-

u M. Co-
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345. Corollarium 3.
Si vero fiat nt=o0 in (342. §.) , obtinebitur fequens formula., ex
qua integrale exponentis differentialis er$e(p.Cof<Pm pro quolibet numero
integro et pofitivo k poterit derivari.

fct eCof®» = e, ("*C°*r + mSinglC° I"nl~'"))
u Y T X24-ui2

4 - Cofg>m-*

346. Corollarium 4.

Pro tnt=1, veln:=i in (342. §.) reperientur fequentes formulae,
mope quarum integrari poterunt exponentes differentiales er<®y(p Cof<pSin<pk,
erVe<pSin(pCof<pk pro quolibet numero integro et pofitivo k.

I.J e TVaty.CofQ Sin#1
eTP (r Cof(p sin Q'— n Cofff2sin q>"~*4-Sin +*)
r2-j-n2-f2n-|-i
-1-meee HfojuUll— e(p.Cof<pSin ~2
1 r-f-nz+ 2n+i
I1.Jerp£(?. Sin (p Cof<Pm=
_erP(rSinQC ofm-fmSin (p -C o f~ x— Cof<pm+l)
r2+ m2+ 2m-4»

J e (M — | ) e <P _Sin ~ Cof”~rpm -i

* rz+ m24‘'2m4' 1
347. Corollarium 5.

cum fitSin €e:=i — corw2 et coms2 1— Sink2; poterit quod-
libet  Produ&um sin #ucor < explicari per feriem formae cor<v
4-A Cof#v+24—BCof<?>v+4" ————————————— PCof#v+u, vel per feriem aliguam

formae Sin# Cof#v4—ASin#Cof#v+I 4— BSin#Cof#v+4 e - -
4- PSin# Cof#v+u-x, prout fuerit u numerus par vel impar: aut per
feriem formae Sin #«4-ASin#u+24-BSin#u+4 + e +PSIn(f>" +r,
vel Cof#Sin#u4—ACofcpSin#u+2 4 f- PCof# Sin#u+v-~*.
Licebit ergo exponentem differentialem er<€£#SinCpuCof#v pro quibus-

libet numeris integris et pofitivis u, v per (346. 345* 344*§0 perfecte in-
tegrare.

U= 348- pro-
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348. Problema.

Dato integrali/Xex, invenire integralia /X ex Arc Sinx,/Xex Arc Cofx,
/Xex Arc Tangx.
Solutio.

Per (257. 120. 122. 8.) invenies fequentes expreillones pro integra-
libus, quae defiderantur.

1.Jktx Arc SinxS=Arc Sin x/ X ex — .
v Cl— x )

1. ykex Arc CofxS= ArcCofx/X exk /™~ N

I1.Jxex Arc Tangxtr ArcTangx/X ex '

Quare, fi generatim integrale /X ex fuerit funftio algebraica va-
riabilis x, pendebunt haec integralia ab integratione exponentium difFe-
rentialium algebraicorum, de qua fuperius traftavimus.

349. Problema.

Invenire functionem rationalem variabilis z aequalem exponenti d\fferen*
Hali X £x, in quo funCtio irrationalis / (a-fbx + ¢x 2) cum variabili X
ejusdemque fuu&ionibus rationalibus quoquo modo connexa contineatur,

Solutio.

Praeftabitur id, fi in dato exponente differentiali Xex loco x, «x,
\/(a+ bx Hhcx?2) fequeutes valores fubftituantur. t

I. Pro pofitivo coeiliciente quadrati xa.

bz -j-fa-fz2"\fc z*— a
\f\;*+ b x %cxz?}~ --——J~ -------- 7o i XTr= =~ e 7-

Il. Pro negativo coefficiente quadrati x2

v J (1+z22)/c 2c(1+2 2
£XS=— 2zez/(ba+ 4ac) _ 27~ cN(a-fbX— ckz)
cQi+z22 7N v~ (b2+ 4ac) — b+2cx

1 ~50. Co»
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350, Corollarium T.

Si datus exponens differentialis Xex folam fun&ionem irrationa-
lem VACaj+cx2), quomodocunque cum variabili x et ejus funftionibus
rationalibus connexam, complectatur; valores, pro quibus, loco x,ex,
[(a + cx2) fubftitutis, ille formam rationalem induet, erunt, ob(349 §.)
pro b£=0, fequentes.

[. Pro coefficiente pofitivo quadrati X2. ,

IR RS Ve L P —
\Y% 227 2z2z/C

_ (z24%a)ez ™ - b .
X = A HI= I zt—.x\\/¥E+ \\//Ta+ cXZj.

[I. Pro coefficiente negativo quadrati x 2

Vi(.a X (l+ z*)/c

— dz1¢zla \IYa— cx2)
X (i + AQ)2Vhe Prozt "ra-fxlc

351, Corollarium 2.

Per (350. §.) determinari poffunt fequentia memorabilia integralia.
Pofito 2= x+  4-x).

7(x+ /(* + x2)nex=

i a.r AL S R AL
[Znez + 2,Jzn~xe2—22(11_|_ 1)TA' z(ﬁ_l)
_(x-fz C | x(xd-M(g-fx2)0-1 4. C
2(n4-i) * 2(n—1)
Unde pro n=r— 1 obtinetur per (246. §.) / N

c£ENE+5B55=*1(x (* T (i + 7T~+7TF +c-

eAex+c/(a+x2)(x+ /(*+x3)nex=:

= J(e+ ¢c)/2»+"'tz+ —27’\"-£Z+—4 (c—e)/zn-5£z~
—(etc)rxd-If«d-\-2))nt2  «c(x-{-Z(ctd-x2))n , ocvc-e)(x/fO*X2))n"2 .
4(nd*2) 2n 4(a—2)

U3 Hinc
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Hinc autem pro np=o fit per (246, §.)
J(ex -fc/(« -+x2)a =
= J(cHc)(«+/Wr»')l+ ~ i (* + / (. 4+ * » » - + C

352. Probiem a.

Exponentm dfferentialem X ex, compleSentem funStionem irrationa-
lem /(a + /3x+ yX2) quacunque ratione connexam cwn variabili x, et ejus
funUionibus rationalibus, jtw refolutionem trinomii a-f-/3x+ yx2 m /«ojp
faffores jhnplices, convertere in rationalem.

Solutio.

Duo cafus funt hic diftinguendi: faftores enim trinomii #4-/3x-J-yx*

debent efie ambo reales, aut ambo imaginarii (171. §.).
I. Pro fa&o-ribus realibus.

Fa&ores reales trinomii a-f/3x+ yx2 fint generatim a-fbx, et
f-j-gx. Valores, quiloco x, ex, et \f{x +/3 x-fyx2);=:~(a-{-bx) (f+gx),
in dato exponente difFerentiali Xex debebunt fubftitui, utis formam ra-
tionalem obtineat, funt' fequentes.

A+ 73x + yx2) A — (4932
_ f—az2 _ _Q(ag— bf)zez
Xbz2— g ° eX' (bz2— g)2
f+gx
a+ bx-

Il. Pro faftoribus imaginariis.

Quodfi autem ambo faftores trinomii x + '3x+yx2 fint imaginarii
confideretur hoc trinomium fub forma a*— 2abxCof(p4-bIx2, pofito
a;= «, b2—y, — 2abCof<p=r/3 (172. §8.); erunt valores loco
x, £X, /(a + ~x + yx1) in exponente differentiali X ex fubftitnendi, ut
is in rationalem convertatur, fequentes.

/0 +0X+4) =/Ci'- 2abxCof(p+ bV) =
— a(i — za) a(r— 2z Cof(p-fz2gz
X 2b(CofCp—z) " £ 2b (Cofip— z)2 *

(bx— \f(a*— 2abxCc'f<p-j-b2x2)).
Scho-
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Scho lio e
His principiis nititur methodus, cujus mentionem in (3r6.8". i.Schol.)
fecimus. Si generatim pro quocunque numero integro m, tam pofitivo
guam negativo, et alio impari p, pofitivo et negativo, integrari debeat
«xponens differentialis e-y — xn'ex f(x -f/ABx -fyx2 p; ponetur

pro fa&oribus realibus
*y— —aCag—bf)P+1. -g5+z|2£Z )

et pro faftoribus imaginariis
_(idmPH (i zIm(1—2zCof ™+ P+ st

bm+1 * (Cof<p— Zjm+p +a

m+ p+* .

55.3. Pro blema.

Invenire funStionem rationalem variabilis z aequalem exponenti diffe-
ventiali ng , in gwo diverfae potentiae :7"(a+ b xn) p, ’I\n(a -+ b XN) %
V"(a+ bxn)r, etc. unius cjusdemque mefimae radicis binomii rationalis a4*bxn,.
cum functionibus rutionalibus potentiae x n quomodocunque connexae, con-

tineantur..
Solutio'r

m g X > <
Valores loco ~(a-fbx"), xn et — in X ~ eum in finein fubftk-

tuendi, erunt fequentes;

Zzm— a «xmzm'r.ez ”
proz=/(a+ bx»).

354, Corollarium..

f X
Si in dato exponente differentiali X — contineantur diverfae radices

* & \Y
N(a+ bxnye, /(a+ bxn)g, /*(a+ bxnh, etc.f poterunt illae converti in

radices ejusdemdenominationis, utr *
* afiy
/(a+bxB«csr /(a+ bxfl) ~

flatbxm /(2 + bx)K%

Y,
v @b xnK = 7(a 4-bxn)hor:
&6ta vero hac reductione, reliqua per (3.53, §) perficientur.

afiy

255 Fro-
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355. Problcma.
Invenire funttionem rationalem variabilis z aequalem exponenti dijferen-
tiali X —  compleEtenti funttionem irrationalem « cwn rationa-
X » i gXxrF
kbus functionibus potentiae xn quacunque ratione connexam.

Solutio.
£X 6 X
Subftituantur in dato exponente differentiali X ;( loco, xn, , et
X
e 2ehb
— fequentes valores.
I-fgx'l
n fzF— a ex f—ag)z™"™r.£z
X b— gzi*' X 'n(fzn~— aj(b— gzn)*
"V—a-f-bx*“
proz = ~ f+ -~
356. Corollarium 1
prO nt=i obtinebuntur ex (355. §.) fequentes valores, qui, loco x,
sx, et y' » aflumti, quemlibet exponentem differentialem X gx
A 213
reddent rationalem , fi is folam fun&ionem irrationalem : qua-

cunque ratione connexam cum rationalibus funftionibus variabilis x,
compleftatur.
( fz*— a w(bf— ag)zM ‘"l.ez
X b— gzn' eX' (b— gzp)a 9
b x
pre Z=V T+gii

357. Corollarium 2.
Si autem fiat (it=.2, prodibunt ex (355. §.) fequentes exprefliones,

gx
guae valores in exponente differentiali X ~ fubftituendos exhibent, ut

is eo cafu, quo X binas fun&iones irrationales /(a+,bxn),/ (f-f g Xn),
folis conflantibus a, b, f, g a fe invicem diferepantes, et cum funftionibus
rationalibus potentiae xn quoquo modo connexas comple&itur, in ratio-
nalem poflit converti.

xX»
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n fz*—a_ ex __ 3(bf— ag)zsz
b— gz1l’ X n(fz2— a)(b— gz7)"™

* < egee>=728*=m O ||

pro z = (a4~b xn) \f(a+ bxn) (f+ g x»)_
~/(T+g*D) f+gx"
Hac enim fubftitutione fiet, ut novus exponens differentialis unicam
funttiotiem irrationalem yf(t>-~-gz2) complebatur, d* cujus e.liminatione
fiaperius eft aftum.

3%g. Corollarium 3.

Et pro nt=:1 in (357. 8.) reperientur fequentes valores, qui in
dato exponente irrationali X «x fubftituti ipfum reddent rationalem, quo-
ties ille binas fun&iones irrationales ™ (a-f-bx) et cum varia~

bili x ejusdemque fun&ionibus rationalibus quocunque modo conuexas,
continuerit.

_fz*— a 2(bf— ag)zgz4
X—b=1i?: *‘f- (b— gz’)1 !

/(I’a +’1bx\)—- 2/ (b f— aII})y /s(rf+ g )?) _//CLf— ag),]

/(ad-bx) _ /(a-fbx)(f-fgx)
Pre Z /Cf+ &x> *'+g*
Novus enim exponens differentialis continebit unicam funttionem
irrationalem 7 (b — gz 2> de cujus eliroinatione fuperius eft aftum.

359. Problem a.

Datum exponentem differentialem X sx, fi is completam integrationem
non admittitf integrare per feriem infinitam.

Solutio.

Explicetur fun&io X, fecundum principia primi capitis, per feriem
formae A xa+ B xb-f Cxc4. etc., ut fiat Xsx ;= (Ax*-f BxI)—f’"Cxc4—etc.) ex;
~deinde flat integratio per (249. §8.): obtinebitur pro quaefito integrali
/X sx feries in infinitum excurrens, quae idcirco, quia tota haberi non
poteft, perfe&um Integrale haud dabit, quotquot ejus termini fumantur.
Clarum tamen eft, adproximari polle hac via ad verum integrale, quod
in adplicatione calculi integralis aeque eft utile, et neceflarium , ac
MtiiiigsH 1. X adpro-
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adproximare ad radices numerorum, quorum perfe&ae radices nequeunt
afiignari.
360.Corollarium 1,

Si funftio X r=/{(axn+ bxns=(®xm4-b xn)” Juxta (54- §.) explice-
tur per feriem, obtinebitur per (249. §.) fequens notatu dignum in-
tegrale.

axm+ b xn)

\ M gn-m42 4n-jm +S
a »X z bvx 2 i.bz. x~ 2
\ !
2a (2n— m+2 2.4a (4n— 3m+2
e o ( ) ( )
in.~im2: gn-7ni*s
I.3b*. x a__ 1.3.5bd4.x |

2.4.6a (BN— jm + 2) 2.4.6.8» (8a 7m + 2)

Fvn-(ar-iym + 2 X

f1-25-7mv Qr—jHrx -2 \ ¢

2r ~1
2.4.6. 8 --—--mm- 2r.a~ (2rn— (2r— rm + 2)
Terminus ultimus, utpote rtus, dabit fingulos, poft primum ordrne
fequentes,, terminos, fi loco r termini feriei I»2/3,4, Sretc. fucceffive
fubftituantur.

361.Corollarium 2-

Et fi X:=(axm-fbxK z explicetur per feriem (55. S-)» obtinebitur
per (249. 80 fequens integrale.
f* eXx
*J \ff(axm-f b xn;

— 1 Ij>_
1 1 ~a 1 3m-2n-2
(m—2)a . x 2 2(3m — 2n—2)a . x 2
r.qb* . 1.3.5 b*
— £ 5m-4ni2 - % 7m-6n-j A
24(5111— 4n— 2> .x 2 2.46(7Tm-6n-2> .X 2
rrn-5-7 - - - - - - - - - - (2r— i)brN ¢
31 2r+1 @2r+iMm-2vn-2 J
2469 ——- 2r(2r-fO m— 2rn—2)a“ 2  x 2 ‘~/

Scho-
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Scholion i,

Nonnunquam commodius perficitur adproximatio, U, aflumtis inde-
terminatis coefficientibus A, B, C, D, etc. ipfutn integrale quaefitum/Xex
ponatur aequari feriei Ax + Bxa“|-Cx3-4-D x4+ «tc., aut alteri formae
fimilis/ deiftde ex aequatione per differentiationem produ&a, Xex
= ExX(A-f-2Bx-f3Cx2-f-4D x3-{-etc.) valores pro A, B, C, D, etc. fecun-
dum principia primi capitis determinentur. Saepenumero etiam, inventa
aequatione X ~ A + 2Bx-|-3Cx2-f 4DX3+ etc. £= S, logarithmi log X

log S utiliflime capientur, unde ulteriori differentiatione aequatio

Ss
— — derivabitur, quae guaefitos valores A, B, C, D, etc. debebit

prodere.

Haec methodus quaerendi aequationem pro determinatione valorum,
guos coefficientes indeterminati debent obtinere, tunc praecipue notabili
compendio calculi poteft adhiberi, fi funftio X in dato exponente difTe-

rentiali X ex potentias ~polynomiorutn complebatur.

E. gr. Si u, v fint certae fun&iones variabilis x , petaturque integrale

uin
exponentis differentialis ~ ex, quod feriei A x-fBxz-|-CxJ-fDx4 + etc.

um
aequari debeat: cum eo ipfo fiat — = A-M Bx + SCx2-~ "™ *3-" etc.,
pofita hac ferie :=S, erit
Ijm
— = S, hinc log — = logSj feu

mlu— nlv 1S : igitur debet effe

m £u nev eS_
u v S
unde valores coefficientium A, B, C, D, etc, quaeri poterunt.

Scholion a.
Haec vero per coefficientes indeterminatos integrandi methodus

(i.Schol.) id habet incommodi, quod, nifi exponentes variabilis x certa
lege crefcant, aut decrefcant, inaniter permulti coefficientes introducan-

tur: fic e. gr. fi ponas/ r = mb&+ x7 Ax + Bx + Cx + Dx 4-Ex

Fx* 4-etc.: invenies A— I» Bs=:0, C—o, D?=:0, E*=0. Quocirca,
X 2 ut



164 cap u T VI

ut id vitetur, confultum erit, dum non facile perfpicitur, qua lege ex-
ponentes fefe excipere debeant, eos interea indeterminatos relinquere, at-
que ex finali aequatione, unde jam valores ipforutn coefficientium eli-
ciendi fuerint, ita determinare, ut ad illos principia in (2& 29. §.) ftabi-
iita pollint adplicari. Ceterum, prouti in (316. §. 2. Schol.) tacite mo-
nui, nunquam hac aut alia metfaoda integrandi per feries in indefinitum
excurrentes utemur, fi alia via fupereft, qua completum integrale dati ex-
ponentis differentialis per quamcunque demum fun&ionem, algebraicam,
logarithmicam, trigonometricam, aut mixtam, invenire licet: ubi vero ad
ejusmodi methodum refugiendum fuerit, curabimus, nt feries, terminis
fequentibus continuo decrefcentibus, convergant, divergentesque feries,
in quibus fequentes termini fiunt majores praecedentibus, omni cafu vita-
bimus. Quo enim magis convergit feries, quaefito integrali aequata, eo
pauciores termini primi fufficiunt ad integrare prope verum exhbendum.
Ex hac potiffimum ratione feriebus formae Axa-fBxb+ Cxc+ etc. aliae
feries formae generalis Axa(a4"i3xn)P-I-Bxb(«-fj8xn)9+ etc. in multis
difquifitionibus poffunt fubftitui, cujus integrandi methodi exempla in fe-
guentibus occurrent

CAPUT.
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d s
INTEGRATIONE EXPONENTIUM AEQUATIONUM -

QUE DIFFERENTIAUUM PRIMI ALTIORISQUE
ORDINIS PLURES VARIABILES COM -
PLECTENTIUM.

362. Definitio.

Integratio exponentis differentialis ey involventis dadS aut plures va-
riabiles u, v, z, earumque exponentes differentiales eu, ev, sz, abfolvi-
tur inventione funttionis Z + C variabilium u, v, z, cujus ratio differen*
tialis determinata per (142. §.) habet exponentem dato ey aequalem, at-
que haec fun&io Z-f-C, in qua C denotat conflantem indeterminatam,
vocatur completum integraie exponentis differentialis ey. Integraie
ejusmodi licebit aut fimpliciter lignofey , vel figno wfey exprimere:
quocirca poterit fignum yYer, et quodvis ei fimile, indicare integraie
exponentis differentialis Ver fpeftati inftar unius funftionis folius varia-
bilis r, licet fors V alias praeterea variabiles et earum exponentes difTe-
rentiales compleftatur.
Sice.gr. pro su=zxJ«x, et evt~zJfzsx erit
U= */zx2a x | zx3, et fevz=:fzzezext=%$zhx.

363. Corollarium 1.

Nullus exponens differentialis uvf£y involvens duas variabiles u, v
erit per fe integrabilis, nifi jg aequetur certae fun&ioni variabilium U,V

formae M tu + Ntv, in qua fit vVEM* u:= uENev (145. 362. 8)e
364. Corollarium. 2,

Dato autem exponente differentiali gy "M«u + N<v, inquo fit
T«M€urr:uN £v,captoqtie integrali "fM eu (362. §.), quod differentia-
tutn pro utraque variabili u, v per (142. §.) det exponentem M«a

j=Meu + n*v, ita ot fit v«M«ut=:ucnev (145.8.)$ erit K(N— n)=o0,
X3 adeo-
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adeoque N — n aut quantitas conftans, aut aliqua funftio foiluS variabilis v,
carcns variabili u; omnis ergo exponens differentialis eyr=M£U -f Nev, in
quo fuerit vsMeu “sNev, habebit pro integrali completo (362. §,) fie-
quentem funftionem.

y~""Meu-f¥(ey— uve>diN [e u)-f-Cr=:

s="IM«uty (n— — fvul")«v+C.

365. Corollarium 3.
Si detur exponens differentialis uvzey involvens tres variabiles u, v, 2
non erit is,per fe integrabitis, nifi fub forma Ue u+ Vev + Zez, in qua
fic vsUeu—<uEV sv, zeUeu:=:uEZez, *eV-ev= V6ZEZ (149.362.8.).

366. Corollarium 4.

Quodfi vero in exponente differentiali trium variabilium formae
ey:=rUeu-fVev+ Zez fit veUEUJ=weV ev, zeUfiU~UfZ62Z, sV
N'eZez, capto integrali jyTJeu (362. §.) quod differentiatum pro om-
nibus variabilibus u, v, z, dabit certum exponentem differentialem
uvz£. yTJeu~Ueu-f-PEVv4-Q£Z, ita ut fit veUsUE=:u6Pev, zeUeu
z=ueQez, zePe\"=:veQez (149. 8¢); erit eo ipfo sy— UwzE VU «a
= (V— P)sv+(Z— Q)ez>, et zt(V— P)gv= ve(Z— Q)ez, eXiftente
WE(V—P)=o0, ct le(Z— Q)"— o, adeoque tam funftione V — P quam
Z — Q carente variabili u: integrale completum ejusmodi exponentis dif-
ferentialis ey comprehendetur ergo fequenti formula (362. §.), cujus pars
prima per praecepta praecedentium capitum, pars altera vero per (364. §.)
eft perfefte determinabilis.

y = yUeu+ vri{8y _ yg U+ C
367. Corollarium 5.

Semperergo, dum exponentes differentiales, involventes duas tresve
variabiles earundemque exponentes differentiales, fuerint integrandi
(362. §.), difpiciatur ante omnia, utrum ii fint per fe integrabiles (363.
365. 8.); tum, fi fint per fe integrabiles, quaerantur illorum integralia
juxta (364. 366. §.): fic enim, ut per fe patet, integratio illorum re-
ducitur ad integrationem exponentium differentialium unicam variabilem

involventium, de qua in praecedentibus capitibus eft aftum.

368. D e*
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3"8. Definitio»

Aequatio differentialis primi ordinis, vei fimpliciter Aequatio differen-
tialis vocabitur in fequentibus omnis aequatio inter duas aut plures varia-
biles u, v, z, earumque exponentes differentiales «u, ev, «z : aequatio au-
tem inter variabiles u, v, z, carens exponentibus differentialibus harum va-
riabilium, vocatur Integrale datae aequationis differentialis, fi iHa Per
(141* §.) differentiata reftituat datam aequationem differentiaiem.. Omnis
porro aequatio differentialis formae Msu+ Nev + Osz”™ o erit homoge-
neaf vel heterogenea'. primum, fi M, N, O fint totidem homogeneae ejus-
cfemque dimenfionis funttfones variabilium u, v, z (12. 8- §¢); alterum, fi
alterutrum aut utrumque horum defit. Dicentur demum variabiles u, v, z
in aequatione differentiali Meu-f-Nev + O ez ”™ o feparatae effe aut per-
mixtae: primum, fi M comple&atur folam variabilem u, adeoque careat-

variabilibus v, z, N folam variabilem v, et O folam z; alterum vero, fi
aliquis fa&orum M, N, O involvat variabilem ab illa, in cujus exponen-

tem differentiaiem is duttus eft, diftinftam,

369. Corollarium I»

Omnis aequatio differentialis poteft induere formam aequationis
$t=zo: completum vero ejus integrale, denotante C conflantem inde-
terminatam, erit Zr=:C, fi exponens differentialis functionis Z per
(141. §.) pro omnibus variabilibus, quae in contincntur, determi-

natus exaequet funftionem differentiaiem \p (368- Sm)e

370. Corollarium 2.
Dato Integrall Z“ fey exponentis differentialis ey duas tresve va-
riabiles involventis, fumtaque conflante indeternjinata C, erit Z — C inte-

grale completum aequationis differentialis ey 1=0(369. 362.

371. Corollarium 3,

Criterlum generale integrabilitatis omnium aequationum differentia-
lium Meu-f-Nevn=:0 inter duas variabiles u, v in eo confiltet» ut fit
VEMEut=uENe v: nulla enim aequatio differentialis hujus generis erit per
fe Integrabilis, quae hac proprietate deftituitur (368. 145. §0 » guaecunque
vero aequatio differentialis habuerit hanc proprietatem, erit illa eo ipfo
per fe integrabilisy a&uque Integrabitur, fi quaeratur integrale Z z==J{Mexi

Nev) per (364. $.), tum fiat Z= C (370.
372. Co-
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372. Corollarium 4.

Et criterium integrabilitatis aequationum differentialtum UsU-~Ver
42ezr=:o inter tres variabiles u, v, z confiftet in relationibus veUeu
t=rleV€V, 7eUeu uezZez, 7aVe v" veZez: aequatio nimirum dif-
ferentialis non erit per fe integrabilis, nifi fingulae hae relationes in ea
loeum habeant (36g. 149. §.): quoties vero propofita fuerit aequatio diffe-
rentialis fingulas has relationes offerens; toties erit ea per fe integra-
bilis, eritque ejus integrale completum zZ~=C, fi Vev -~Zez)
per (366. §.) determinetur (370. 8§.).

373. Corollarium 5.

Omnis aequatio differentialis Meu4—N sv:=o0, velMeu + NVv+ Oszr”™o,
in qua variabiles funt feparatae (368. d-ebet effe per fe integrabilis,
ita ut integrale completum prioris fit "//Meu+ yN sv SS C, et yWleu
4*yY N £v-f70 ez= C pofterioris (371. 372. §.).

374. Corollarium 6.

Si aequatio Meu+Nf v~ o, quae dat 111— non fit arbitra,
ria, fed in refolatione cujuspiam problematis legitimo ratiocinio determi-
nata; neceffe eft, ut ea certae fun&ioni ys=C variabilium u, v refpon-
deat, pro qua debet neceffario extare aequatio aliqua differentialis Peu
'j'Qev:zuvsy:::o, ita ut fitvePeuzzl,«Qev (I45.§.)* igitur erit etiam

— , hinc proinde vel eftN ~Q et M:=P, hinc

quoque Vs M™Mu”™2 wr*Ne v, vel debet dari tertia quaepiam fundtio F varia-
bilium u, v, pro qua fieret NF~Q et MF:=P, hinc “"e.MFea
s=«e.NF«v.

375. Corollarium 7.

Quamobrem omnis aequatio differentialis Meu+ Nev”~ o, ad quatn
in reCblutione alicujus problematis legitimo ratiocinio fuerit perventum,
debebit effe per fe integrabilis, aut, fi non fit per fe integrabilis, pofiibilis
erit fa&or F, ex quo et data aequatione nafceretur aequatio identica
MF-s u+ N Fsv— o per fe integrabilis (371. 374. §.)

576. Co-
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376. Corollarium g.

Quaevis aequatio homogenea (368- §.) Msu -f Nsv”~ o variabiles
U, V permixtas involvens eft talis indolis, ut ilia fimplici fubftitutione no-

%
vae variabilis z=:-~-in aequationem identicam variabiles u, z feparatas

involventem, adeoque per C373* §¢) integrabilem poffit transformari.
Cum enim in hac hypothefi M, N fint fun&iones variabilium u, v et ho-
mogeneae et ejusdem puta mtae dimenfionis (368- §+)> neceffe utique
eft, ut pro v= uz, hinc svt=U6z + z6u, M,N abeantin produ&a Pu"*,
Qum ex certis fun&ionibus P, Q folius variabilis z in potentiam nm,
dataque aequatio differentialis abeat in Pumeu+ Q um(uez -f ze u)z=zot
ex qua nafcitur fequens aequatio differentialis variabiles u, z feparatas
compie&ens (368. §.), ejusque integralis per (373. §.)e
eu . ez . . fQez

u TP%-Q._Z_ 0; lux ,./,3(/?3 v§7—C

377. Corollarium 9.

Hoc modo poterit quoque aequatio homogenea M*u -f Nev + Oezi=:0
involvens tres variabiles permixtas u, v, z (368- 8¢) transformari in aliam,
gquae unam variabilem a reliquis duabus feparatam comple&atur, quo ipfo
ejus integratio ad integrationem exponentis differentialis involventis duas
variabiles (362. §.) reducitur. Si enim M, N, O fint funftiones homoge-
neae mti ordinis (368- 12. 8. 8¢)> et fiat vi=u<p, zz=u/u, hinc sv:i=u£(p
+<Peu, ez”~ueu + ~eu; neceffe eft, ut pro his valoribus fun&iones
M, N, O abeant in produtta Pum, Qu,n, Rum pro certis funftionibus P, Q, R,
variabilium (p,/1 carentibus tertia variabili u; data autem aequatio con-
vertetur in Punieu-f Qum(ue(p-f~reu) + Rum(u</*-f-/isu)”:o( ex qua
fequens prodit aequatio differentialis;

eu . Qfi<P-{-RejCt
u *p+ Qe+ Rejt— °’

378+ Corollarium 10.

Licet ergo aliqua aequatio differentialis non fit per fe integrabilia
C371- 372-§0 > inde nondum fequitur, eam abfolute non effe integrabilem:
fieri enim poteft, ut certo modo transformata reddatur per fe integrabilis,
ficut e. gr. omnis aequatio homogenea in (376. 8§.).

i y 379 Pro.
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379. Problema.

Integrare datam quamcunque aequationem  differentialem Meu
+ Nevl=o.

Solutio.

1. Ante omnia difpiciatur, utrum ea fit per fe integrabilis, et fi eft per
fe integrabilis, quaeratur ejus aequatio integralis per (371. §.).

2. Quodfi vero data aequatio differentialis non fit per fe integrabilis
(371- 8¢)> videatur, an non certis artificiis ita poflit transformari, ut eo
ipfo reddatur per fe integrabilis (378* §e): generales regulae in eum
finem nullae polTunt praefcribi; particulares autem methodi, quae in fpe-
cialibus cafibus fuccedunt, ufu optime difcuntur. Ceterum conflat ex
praecedentibus, omnem aequationem differentialem per fe non integrabi-
lem vel homogeneam efle vel heterogeneam; omnem porro aequationem
homogeneam per (376. §.) poffe reddi integrabilem, unde elucet, folas
aequationes heterogeneas fupereffe, pro quibus defiderantur artificia, ope
guorum eae reddi queant integrabiles.

3. Quare videatur, an non data aequatio heterogenea fic fit comparata,
Ut aut, retentis variabilibus u, v, vulgaribus operationibus algebraicis, aut
fubftitutione novae cujuspiam variabilis fic polfit transformari, ut trans-
formata vel variabiles feparatas comple&atur, vel faltem fit homogenea:
cafu enim primo erit ea per (373. §.) integrabilis; et cafu altero per
(376. §.). Nonnunquam licebit fa&orem F quaerere, qui propofitam aequa-
tionem haeterogeneam, Ili ea per illum multiplicetur, reddat per (371. §.)
integrabilem (375- §.).

4. In defperatis caCbus quaeratur feries, quae variabilem u per alteram
v ita exprimat, ut ea datae aequationi differentiali fatisfaciat. Eapropter
fingatur effe ur=A v“-fBv“+l+ Cv°+2+ etc., hinc eu z=: (x Ava-x
+ (a+ i)Bva-f(a+ 2)Cva+l+ etc.)ev, tum fubftituantur hi valores loco
u et eu in data aequatione Meu-fNE£v=o0: hac enim ratione obtine-
bitur aequatio, «x qua, vaiore exponentis x rite determinato, valores
coefficientium indeterminatorum A, B, C, etc. per (28. vel 29. §.) poterunt
derivari.

380. Corollarium 1.
Exemplum aequationum heterogenearum per fe non integrabilium
(371-8+)> quae fimplici fubftitutione novae variabilis in aequationes identicas

imme-
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immediate per (373- §¢) integrabiles poffunt transformari (379.5. 3. n.),
offert aequatio Afiu4-m(Bu + Cv) eu— Dsv 4 n(Bu + CvjEv=0:
sz - s *

haec enim, pro Bu-f Cy;=:z, hinc ev=--——- N , abit in fequen-

tem aequationem differentialem, cujus integraie completum, ut fequitur,

per (373. 8¢) licuit determinare.

, (nz— D)ez

- achepD+ (mC— nB)z
,N(AC+Bf)+(mC-nB).z)

Conft™u + ----mmmmemv (mC— nB)a -----------

-P C"g-jB)tl & L+BD)]JogCA( + Bp + (MC_ nR)2)|

3gl. Corollarium 2.
Unicus cafusB in (380.80 debet excipi, nimirum quo fit mC~nB,

adeoque m = —— : hoc autan cafu determinato, ob (mC— nB)zt=o0,
habebimus in (380.8.) + adeoque per (373. 8.)
erit > .

aequatio integralis
, n(Bu+ Cv)2— 2D (Bu-fCv)
° 4 - - 2~ C+ BD)-—m-

aequationis differentialis

Aeu-f" , (Budcv)eu— Dsv4n(BudCv)e vi=:o.

383. Corollarium 3.

Exemplum autem aequationum heterogenearum per fe non integra-
bilium (371. §+), quae fimili fubflitutione in aequationes homogeneas per
(376. §8.) integrabiles pofTunt transformari (379. 8 3. n.) habemus in aequa-
tione (A 4—B u4—Cv)eu— (D4-Eu4d-Fv)evnr=:0: fi enim ponatur A4—Bu
4-Cv:=<p et D4-Eu4-th= tt, hinc

_Fe<P— Ceju Re/i— Ee(J>
*u— BF—CE~; 6V BF— CE ;
abibit data aequatio in homogeneam identicam (F<P4‘Ett)s<p —. (Bt

+ CE)E ,«:=0.(368. §*)> gqua pro z = = D~n+frV' pec

Ya (378.
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(276. §8.) obtinetur fequens aequatio integralis, compledens integrale per
(373* §e) determinabile.

f (E-f-Fz)ez «
log"+vF2*+ (E—C)z— B
Notetur tamen cafus, quo fit BF~C~, adeoque BF— CE= o

in expreflionibus pro eu,£v: hoc enim cafu abit data aequatio in A eu

F
+ (Bu-fCv)eu — Dev-—-—-- (Bu + Cv)evs=:0, quae per (380-38i.8.)

eft integrabilis,

383* Corollarium 4.
Exemplum porro aequationum heterogene&rtim per fe non integrabi-
lium (371. §.), quatum conditiones a priori licet determinare, fub quibus

illae in homogeneas per (376. §.) integrabiles poflint transformari (379. §.
3. n.), exhibet aequatio (uavb+ ucvd*eu-fuevfev:=o0. Si enim in hac

ponatur vr=rzn, obtinebitur aequatio (aazab + ucznd)eu +n\iezntf+l)“\sz

= 0, quae eo duntaxat cafu erit homogenea, li fuerit a+ nbt=c + nd

t=e-fn(f-+1)— 1 (368.12.8. §.)> adeoque (d— f— 1) (a— c) = (e— ¢
d- ¢

= 1) (d— b), etnx = z ~, unde fequitur: omnem aequationem he-

terogeneam (uavb-f-ucvd Su-f-uev{ev— o, in qua eft (d— f— i)(a— ¢)

f=(e — c— i)(d — b), transformabilem effe in homogeneam per (376. §.)
a— C

integrabilem, nimirum pro v:=zd— b, exceptis, ut per fe patet, duo-

-C 0]

Q_
bus cafibus, quorum primo fit Pro a— ¢, et altero

~ ~~g— Pro d:=b: his autem cafibus abit data aequatio in fe-.

quentes aequationes per (373. 8¢) integrabiles.
ua~eeu+ = 0; (ua“e+ 0Oc" e«u+vf*b6vt=0.

384. Corollarium 5.

Integratio datae aequationis differentialis MfiU + NTsv:=:0 per fe non
integrabilis (371. §.) ope faftoris (379. §. 3. n.) exigit, ut determinetur
funftio F, pro qua aequatio identica MFeu+ NF«v:=o0 fit per fe inte-
grabilis C375.§.): gquare, cum in hac hypothefi debeat fieri (MveF
+ FveM)eur=(NuF-fFuN)ev (371, §.); habebimus fequentem aequa-

tionem,
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tionem, ex qua fa&or F deberet elici, fi is a priori effet determinabilis:
verum non facile difficultates fuperaveris, quibus haec difquiGtio eft ob-

noxia.
\ ev euy * ev eu
385. Corollarium 6.
- / vgM ueN *
Interea notetur cafus peculiaris, quo eft‘, ------ — - : N certa
. eV eu s

funftio folius variabilis u, carens variabili v. Cum enim in propofita aequa-

Nev
tione Msu + Nevi=o debeat elffe M= - S fi hic valor fubftituatui*
uve T /VcM upN"\
in (384— §¢)> obtinebitur —p— = Ueu, pofitoU = = -mm- Tus "

Quamobrem, quoties caruerit U variabili v, quo cafu integrale/CJeu per
ca, quae in praecedentibus funt capitibus tradita, poterit determinari; toties
erit logFt=/Ueu, adeoque, fumta bafi e logarithmorum naturalium,

irpre~UEU faftor, pro quo data aequatio differentialis Meu+ Nev=0
per fe non integrabilis transformabitur in aequationem identicam

Men~1 SUEU + Ne~U .evr=o0 per fe integrabilem j ipfum autem inte-
grale erit idcirco ob (364. §))

/U cu n/> /U tu neVYN e .ev'’
yN e e\+J n A e Jle.l~ C*

386. Corollarium 7.

Exemplo fit aequatio differentialis Pve u-f Qu-fsv= o, comple-
ftens fun&iones quascunque P, Q variabilis u carentes variabili v. Pofito

/Ut\x fPsu /Pfu
M~ Pv+ Q, etN — I, adeoque'/Ne .evt=ye L«Vv"ove ,
SU*u /U *u# Pfu
hincuc.yNe ,ev:=vPe .e u, obtinebitur per(385.§0 ve
/PfU L
# y«u Qe—«C pro completo integraii illius aequationis differen-

tialis.
387. Corollarium g.
Per (386. §.) poflunt integrari omnes aequationes dlfferentiales for-
mula generali Uv«u + VvDEU+ TfiVv~Ar=0 comprehenfae, modo funé&io-

Y 3 nes
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L . U Vv
nes U, V, T careant variabili v. Cum enim fit “*r-veu + ~ vn«u -f-ev

= 0, polito z =i t obtinebitur aequatio ez— (n— O Z eu
-(n-i) y £U= ° Per (386. 8.) integrabilis, nifi fors fit n£=1i,
quo cafudata aequatio differentialis abit in aequationem — 7 «u

i £V
J-2V =0 per (373.8.) integrabilem.

388* Depini tio.
Aequatio differentialis fecundi ordinis, feu Aequatio differentia - diffe-
rentialis erit in fequentibus omnis aequatio inter variabiles quascunque

* 2. a
u, v, z earumque exponentes differentiales eu, «v, ez fecundi ordinis.

389. Corollarium i,,

2‘ a a
Sicut exponentes difFerentiales eu, ev, ez fecundi ordinis obtinen-

tur differentiatione exponentium differentialium eu, «v, ez primi ordi-
~nis; fic pro omni aequatione differentiali fecundi ordinis relata ad varia-
biles u, v, z poterit cogitari aequatio differentialis primi ordinis relata
ad easdem variabiles, e cujus differentiatione refultet aequatio differen-
tialis fecundi ordinis datae identica (388- §.)

390. Corollarium 3.

Omnes aequationes differendo-difFerentiales inter variabiles u, v in
duas claffes poffunt diftribui: ad primam daffem pertinent aequationes,
in quibus alterutra variabilium u vel v pro abfoluta fumitur (4. §.), quo

exponens differentialis eu;=:i vel ev~=i fiat conftans (81. §.) et diffe-

2 2
rentio-differentialis aequalis nihilo, nimirum su~o vel ev~o0: ad al-

teram vero claflem poffunt referri aequationes, in quibus neutra variabi-

lium u, v fumitur pro abfoluta, quae idcirco utrumque exponentem diffe-
z
rentio -differentialem eu, ev involvunt.

391. Corollarium 3.
Dum petitur aequatio inter variabiles u, v carens exponentibus diffe-
rentialibus harum variabiJiujn, cujus fecundum differentiale idem fit cum

data
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data aequatione difTerentio - differentiali, duplici integratione eft opus:
primum integrale datae aequationis differendo - differentialis eft aequatio
differentialis primi ordinis, cujus differentiatio reftituit datam aequatio-
nem differentio- differentialem; fecundum, integrale datae aequationis dif-

ferendo-differentialis eft integrale ejus primi integralis (389* 368-80*

392. Corollarium 4.

Eft autem integratio aequationum differentialium primi ordinis femper
in poteftate, ita ut illa omni cafu faltem per feries poffit perfici (379* SO »
fecunda integratio cujuslibet aequationis differentio - differentialis poterit
ergo pro abfoluta haberi, fi prima illius integratio fuerit in poteftate
(391- 89)-

393* corollarium 5.

Ceterum facile ex ha&enus dittis colligitur, integrale primum aequatio-
nis differentio - differentialis pendentis a variabilibus u, v, in qua variabilis v
pro abfoluta fumitur, conflantem indeterminatam Cev debere involvere,
ut id completum fit (391. §).

Scholion.

Defideratur itaque methodus inveniendi prima integralia aequationum
differentio-differentialium (392. §.): generalem, quae omni cafu fucce-
dat, nullam habemus : quare, ne extra fines egrediamur, quos in concin-
nandis his inftitutionibus debebamus conftituere, indicia immediatae inte-
grabilitatis aequationum differentio - differentialium , methodumque inte-
grandi aequationes per fe integrabiles, tum nonnulla artificia breviter ex-
planabimus, quibus aequationes differentio-differentiales per fe haud inte-
grabiles fic poffunt in certis cafibus transformari, ut illae eo ipfo reddantur
integrabiles. Infigne ejusmodi transformationum exemplum offert aequatio
x2(a+ bxn)ey + x(c-|-exnfiy6x-f(f-fgxnyex2z=o0, cujus integratio
complures celeberrimos Analyftas ha&enus occupavit, a nemine vero adeo
fimplici, generali, perfe&aque methodo pertrafrata eft, ut ejus meditatio-
nes illis poflint aequiparari, quas C/. P fa ff in fuis disquifitionibus analy-
ticis recennfiime expofuit. Verum haec interea inta&a cogimur relin-
quere, expofituri in fequendbus, fi iis opus habuerimus.

394. Pro.
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394. Problema.
J 2
Explorare, utrum aequatio differentio - differentialis formae eZ 5 Me u

-fNev-fPeuev + Qeu2-fRev2n=0 fit per fe integrabitis.

Solutio.

Difpiciatur, an fit Qeu;=ufiM, RevE£=veN, et Psuevi=veMeu
-psNev: nifi enim hae relationes inter functiones M, N, P, Q, R locum
habeant, aequatio propofita non erit per fe integrabilis: pro iisdem vero
relationibus erit eZ~Msu + Nev?=0 primum integrale ejusdem aequa-
tionis C391. 392. 148.8.)» ex quo per praecedent praecepta fecundum in-
tegrale Z~=C debebit derivari.

395. Corollarium 1
Cum fit eRev= u«*s N in (394.8.) = ve.ue N (146.8.)i erit in
(394, 8.) Peuev=veMeu-f-evy'ueRsv: ergo fuerit v variabilis ab-
foluta, proinde evt=i conftans, et ev~=o0; debebit fieri v«Peu«v
7=veMeu+ (6P £v2.

396. Corollarium 2.
2
Aequatio autem eZ — o in (394. §.) erit per fe primo- et fecundo-

integrabilis, id eft, tam prima quam fecunda integratio ejus aequationis
(391- 8+) poterit citra omnem praeviam transformationem perfici, fi fue-
rit Qeu=1IeM, Rev= veN, et Peuel— 2veMe u;=;veNev: erit au-
tem ejus fecundum integrale per (394. 364. §0

Z="'IM D+ [ ( N— y vt C.
397. Corollarium 3.

Quodfi vero v pro variabili abfoluta fumatur, quo ?v*“ i fiat con-
ftans, et 12£V= o., habebimus aequationem differentio -differentialem ge-
neraliftimae formae SZ 1= Ma2u + Peuev-j-Qeu2 -f Rev2= o: ?nnis
aequatio hujus formae, fi fuerit Qea=ueM, et vePeuev”™ veMeu

+ ueRev2, erit per fe integrabilis, primumque ejus integrale exhibebit
fequens formula (394. 395. 393. §0» quae, ut expendenti patet, ita in-
telligenda eft, ut in illa pars tertia in certis cafibus poffit aequari nihilo.

Meu -fev'/Rev + '/(eZ — uve(Msu + ev'/Rev)) -fCev= o.

398- Co-
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398. Corollarium 4.

Haec tamen indicia nequaguam demonftrant, aequationem
0397* §¢) €Ye duoclue fecundo -integrabilem: poteft enim ea ob illa indicia
effe per fe primo-integrabilis, quin ideo fit per fe etiaén fecundo - integra-
bilis (394. 397. 8.) Sic e. gr. aequatio (u5— v)eu -f (v — i)«usyv
+ 3u2eu2-f-usv2~ o0 dat M:=u3— v, P*=v— |, Q:=r3u2, R— u, ad-
eoque Qeu:=:usM, et vePeuev— ve Meu-f-u«Rs v2: ob has relationes
eft illa per fe primo-integrabilis, fed non ideo per fe etiam fecundo-in-
tegrabilis; primum enim ejus integrale eft (397*§-) aequatio differentialis
(u3— v)fiu-f-vj3€ v-f Csv= o, per fe haud integrabilis (363. §.),

399. Corollarium 5.

Indiciis quidem, quorum ope ex relationibus inter fa&ores M, P, Q, R
colligi queat, utrum propofita aequatio differendo-differentialis formae
%OZ"M80/8J + Psusv-JI-Qsu2-fRsv2=o0 LrJt per fe tam primo- quam fe-
cundo-integrabilis, carere poffumus (392. §.)¢ ea tamen ex2 (394,

<597. §.) ultro fe offerunt, nimirum Q su:=ueM, VWP susv:=2, vQMeu

400. Corollarium 6.

Aequatio differentio - differentialis sZZ s=2 Mezu-j- PEUEV-f-Rev2J=:«
carens exponente differentio - differentiali ev variabilis abfolutae v, et
guadrato £U2 exponentis differentialis variabilis u, erit per fe primo-in-
tegrabilis, fi fuerit EM— o, et vePsue | VI eu-f-"fiR fiv2 (397. §.):
debebit ergo M aut conftans effe quantitas, quo cafu fiet veP6usv=: ueRevaf
vel certa funftio variabilis v, carens variabili u: omui vero cafu exprimet
praecedens formula (397. §.) primum illius integrale completum.

401. Corollarium 7.

Exemplo fit aequatio éZn:vZ(a-}-bvn)EZU -f v(c -f-ev")«D«v -f-(f
-J-gvhuev2”©, inqua eft M :=v2(a+ bvl), P~v(c-fevn), Rj=(f+gvn)uj
hinc vfcM~=(2a-f(n+2)(n-fi)bvnev2; vEP=r(c+ (n+ i)evn>v; <«R
=(f+gvno6uU: iHa ergo fit per fe primo - integrabilis, debet effe
(400.8.) c+ (n+i)e vnr=2a-f(n+ 2)(n+ 1)bvn-ff-f gvn unde pro cafu
ejusmodi integrabilitatis obtinemus c=2a+f, et (n+i)e=(n-f-2)(n+i)b+g.

Vtinmtn | Z Qua-
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Quapropter, nifi hae relationes inter quantitates a, b, c, e, f, g, n locum

2
habeant, aequatio eZ =0 non erit per fe integrabilis: pro his autem re-
lationibus facile per (397. §) definietur ejus pnmum integrale eZ — o, et
ex hoc per praecedentia praecepta fecundum (91. §.), licet aequatio

eZ = o non fit eo ipfo per fe etiam fecundo-integrabilis. Si enim rela-
tiones inter a, b, c, e, f, g, n petas, pro quibus data aequatio fit per fe
primo- et fecundo - integrabilis, debebis fumere aequationem c-Kn-fi)evn
t=4a + 2(n-f2)(n4-i)bvn’\=2f-i-2gvn per ( 3 9 9 . ex qua obtinentur

. 2%
relationes c:=4a;=2f, et e 2(n--2)b= — r2—-
nt 1

E xem pium,
2 z

Pro n~1 erit aequatio eZ= v2(a+ bv)b. f~-v(c +ev)euev
-f-(f-f-gv) ue v2;= o per fe primo integrabilis, fi fuerit c= 2a+ f, et
2e:=6b-fg: pofito igitur c~2a-ff, et err~b-f~g, invenietur per
(397. 8.) pro primo integrali aequatio differentialis eZ=:v2(a-fbv)«u
+ v(f+igv)uev-|-C*v~r=o0, qtzjae non eft per fe integrabilis: hinc itaque
elucet, affumtam aequationem eZ=ro pro illis relationibus, quae ipfam
reddunt per fe primo- integrabilem, non effe per fe etiam fecundo - inte-
grabilem.

Ut nimirum illa fit per fe primo- et fecundo- integrabilis, debet
effe ¢ = 4an=2f, et e~6b = g: pro his autem relationibus erit per
(397. 8.) ejus primum integrale completum aequatio differentialis sZ
= v2(a-l-bv)fiu+ v(f-flgv)u«v 4—CfiV= o, feu eZ = v2(a-fbv) eu-fv
(2 a +3bv}uEV + C«v==:0 per (371. 8.) complete integrabilis.

403. Corollarium 8.

Dum ergo integranda fuerit aequatio differentio - differentialis
£<~=0 deftituta criteriis integrabilitatis, quae adhuc expofuimus, viden-
dum erit, aunon ea certis*artificiis in aequationem identicaxn eZJ=o0 p.of-

fit transformari, in qua ea criteria locum habeant.

403. Problema.

Integrare aequationem differentio - differentialem «u+ Peuev-f-Qeu?2

4-Rev2"=o pro quibuscunque fafforibus P, Q, R independentibus a varia-
bili u.

SO].U*
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Solutio* <
t. Confideretur u inftar funftionis variabilis abfolutae v, quae per da-
tam aequationem determinata fit, quo pro certa fugftione Z independente

a variabili u fiat 6U= Z«v, et sZ= ZfiV, hinc eur=zev2; erit faftis

fubftitutionibus zsv2-fPZsv2 -f QZ2gvz+ R*v2:=0, hinc zr=.— (PZ
+ QZ2+ R). '
2. Habebimus igitur aequationem differentialem primi ordinis

+ (PZ2+ Qz* 4—R)gv:o inter binas variabiles v, Z: quamobrem poterit
haec aequatio faltem ope feriei cujuspiam per praecedentia praecepta inte*
grari: invento vero hoc integrali, eruatur ex illo expre/lio variabilis Z
perv, atque ea loco Z fubftituaturin euz=2Zsv, tum hinc quael‘atur u

per praecepta praecedentium capitum.

404. Corollarium 1.
Hoc modo (403. §.) obtinentur fequentia integralia completa (1) (H)
(111) aequationum differentio - differentialium (1) (2) (3) pro quibuslibet
faftoribus P, Q, R independentibus a variabili u, ubi e denotat bafim loga-

rithmorum naturalium.

l. «u+ R«v2~o0. l.Lu:=B-fCv—fev/Re v.
a. ea+ QeN=o0. . uv:=B+ -
C-h/Qev
3. fiu+ Pfiuev=:o0. It u=B e
e

405. Corollarium 2.

Eo cafu determinato, quo faftores P, Q, R etiam a variabili v inde-
pendentes, ideoque totidem quantitates conflantes fuerint; habebimus ob
(403. §.) fequentes aequationes: integrale in (3) poteft determinari per
(253. §+)> ex iU° autem poterit elici exprefllo variabilis Z per v, qua
loco Z in (2) fubftituta, quaeri poterit u per praecepta praecedentium

capitum.
I. su+ Peuev + Qu2+ Rev2;=0.

8. eu— Zev. 5/qzi~"p2+r-=C-v.

a2 406. Co

eZ
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406. Corollarium 3.
Quodfi in fpecie fit R =0 vel Q =0, obtinebimus per (405. 8§.) fequen-

tia integralia (f) (I1) aequationum differentio-differentialium (1) (2), quid-
quid fint quantitates conflantes P, Q, R.

1. £U-{-Peuev + Qeua=:o0. .L.n=B- { S—*
e V- CQ
Pv
2. 6U-fPeuev-t-Rsv2:=o0. 1. u=B -fl*-- bv.
Pe V

407. Problema*

Integrare aequationem differentio - differentialem eu -fPsucv + Qf; u2

-Rev2= 0 pro quibuslibet faStoribus P, Q, R independentibus a variabili
abfoluta v.

Solutio.
Ex (403. §.) obtinebimus fequentes aequationes. Cum jam faftores
P, Q, R careant variabili v; poterit aequatio differentialis primi ordinis in
(3) per praecepta fuperius tradita integrari: ex integraii porro aequatio-

nis (3) poterit exprimi Z per u, et hac expreffione loco Z in (2) fubftituta.
iicebit demum etiam exponentem differentialem ev in (2) per regulas in

praecedentibus capitibus traditas integrare, hacque ipfa integratione deter-

minare integrale completum datae aequationis differentio- differentialis (1).

2
1. *u+ PeufV + QEU2-fREvV2= o.
eu
2. 6V=2ZY ' ZE£z+Cpz + Qz2+ R)Eu= a

408. Corollarium 1.

Hinc (4°7-SO elicientur fequentes aequationes integrales (1)(11)(Ill)

aequationum differentio - differentialium (r) (2) (3) perfe&e determinatae,
quidquid fint faftores P, Q, R carentes variabili v.

1. £U+ PEUEvV=:0» . vP=B+ f*fee oo
J c—ypeu
2. £EU-fRsv2:=o0. 1. v5: B -f f-YTT— STyu-—-—- T*
«//(C — 2/Reu)
/Qi«
3. U+ Qeu2;=:0. . VE=B + "N - N e

409. Co-
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409. Corollarium. 2,

Si fa&ores P, Q, R utraque variabili u, v careanfc, totidem idcirco
guantitatibus conftantibus aequentur; habebimus ob (407. §.) fequentes
aequationes, quarum tertia per (254. §.) integrata dabit expreffionem va-
riabilis Z per u; hac vero expreflione in (2) fubftituta reddetur exponens

differentialis sv per regulas praecedentium capitum integrabilis.
1 Bu-f-Peurv+ Q«u2+Rev2“ 0.

€U — ZeZ
2. evtz: 3. «u:
A * QZ2+ PZ+ R

410, Corollarium 3.

Bini fimpliciores cafus, quorum uno eft Rp=o0, et altero P=0, feor-
jfim notari merentur: his enim cafibus nafcuntar ex (409. §.) fequentes
aequatione» integrales (1) (11) aequationum differendo - differentialiur»
i1) (2) P¥ quibuslibet quantitatibus conftantibus P, Q, R.

Qu
1. eu-fPfillev+Qeu™NO»bVi=s+o /—  °
C— Pe
2.EU-fo|U2*fR£ v2t= o, u . ZQUV

/(C — Re J
Seholion t.

Nonnunquam poterit integratio aequationis differentio- differentialis
reduci ad integrationem unius tantum aequationis differentialis primi ordi-
nis, fi aut primi exponentes differentiales eu, «v, variabilium u, v, a quibus
data aequatio dependetr, aut certae variabilium u, v, vel etiam exponentium
differentialium £u, «v funftiones inftar quantitatum variabilium confide-
rentur, atque hae novis chara&eribus expreffae in data aequatione fubfti-
tuantur.

N F 2t 2 n
E. gr. Si in sy”™reuev-f- UEV fiat evfrrz, hinc £V= fz; eritfy:=izea

. - 2 2 2
-f-uez: igitur £y.— zu—i:ugv. In ey t="£VEU + £UEV ponatur ev”™ X, su—

tn't eyz— xez fzex |gitur Sy— zx”~rsuev.

2L2£V /—2uignbvz

in evnr=r 10 A" Tlat u2;=z et £v2= x; ent 2uEu:=*z*
2 zeXx — Xez X «v2
Sfivtv > cx: igitur evbr SE T ey X2 1 *
z 2, V?

Z3 i Schu*
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Scholion 2.

Notet autem fibi tyro, multum effe in eo pofitum, ut variabilis abfo-
luta nofcatur, ad quam aequatio integranda refertur, quod quidem in ad-
plicatione calculi diflerentio-integralis ad reiolutionem problematum ma*
thematicorum nullam patitur difficultatem.

E. gr. Si proponatur aequatio Aymsyez:=yfix-fExey, ea haud facile
integrabitur, nifi praevie fcias, variabilem z abfolutam, adeoque expo-
nentem differentialem £Z= i conflantem effe: in hac vero hypothefi erit

* A Sz
pofito exn=:v, integralefA y meyszt="f(yev-\-wey)} adeoque — — “ yv

+ Cez:=»y ex-f-Cez.

Si in refolutior}e cujuspiam problematis deveni_at-ur ad >aequationem
= V. - . Y 3 .

foVIX2 — f/foi\'/ ) ) T )
ysyz= —— y~é)( , non adparebit, qua ratione illius integrale poffit

determinari, nifi conftet, variabilem ur=/yex pro abfoluta, adeoque ex-

ponentem differentialem eu:=ysx pro conflanti fuiffe fumtum; quo cafu

2

erit utique etiam eu2t=ryzex2 conflans, etideo, cum litV«y— ~ —

habebiturfVsyz=3J~f — -~~~ fye*y :=C— ~ .

Scholion 3,

Confideratio haec variabilis abfolutae, cujus primus exponens diffe-
‘rentialis z=1i conflans fit, maximi eft momenti in negotio integrationis
aequationum differentio -differentialium. Frequenter fane fiet, ut propo-
fita aequatio differentio-differentialis dependens a quapiam variabili abfo-
luta, quae nullo modo videtur effe integrabilis, facile integretur, fi alia
aliqua variabilis pro abfoluta fumatur. Verum, ut haec nova variabilis ab-
foluta rite poffit determinari, neceffe eft, ut ante omnia data aequatio dif-
ferentio - differentialis in aliam transformetur, in qua nulla variabilis fumi-
tur pro abfoluta, quod hoc modo praeftabitur.

t
f. Data aequatio complectatur eu, eu, sv, denota»te v variabilem

abfolutam, et evi=ri exponentem differentialem conftantem. Cum in hac
hypothefi. fpe&etur u inftar certae funftionis variabilis v; debet effe eu
:=p$v, et ep;=qsv pro quibusdam fuo&ionibus p, q variabilis v: quare,

dum
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2
dum v pro variabili abfoluta fumitur, eft £EU~qev2; fi autem v non fu-

2, VA £tIEV
meretur pro variabili abfoluta, fieret £EUt=£psv4- pE£V~q«v2+

2. Hinc (i) fequitur, transformationem aequationis differentio-diffe-

rentialis, dependentis a variabili abfoluta v et a certa fun&ione u ejus va-
2 2 2

riabilis, fubftitutione fun£ttonis~"-"-—--—-—— — £u — — — loco £U abfolvi.
£V fiv

Scholion 4.

Quod porro ad dele&nm variabilis pro abfoluta fumendae attinet, quo
integratio datae aequationis differendo-differentialis facilior reddatur, is
ingenio ejus, qui integrationem debuerit pedicere, relinquendus eft, cuna
nulium generale criterium in eum finem liceat aflignare. . Notet tamen fibi
tyro , aequatione differentio-differentiali per (2. Schol.) transformata non
facile alium exponentem differentialem pro conftanti efTe fumendntn, quam
cujus integratio eft in poteftate, cum hac ipfa integratione, quantitas va-

riabilis pro abfoluta fumenda debeat determinari.
2
T, LA , . T eveLr-feUsvad vev2 s o
E. gr. detur integranda aequatio -—-2v3u*5
eft v variabilis abfoluta, et «v 1 conftans: fafta transformatione per

. 2
B/ELBAr - 6U8\B+VfiV"§U——— VeUSVeV
>

, C
(2. Schol,) obtinebitur aequatio Vev =

in qua nulla variabilis eft abfoluta. Quodfi jam pars eusv3

X 2
4 VEV2s u ~ e\z(euev-f veu) numeratoris feorfim confideretur, iIIzico ad-

paret, non modo v*u effe perfeftum integraie fa&oris euev + veu, fed
etiam hunc ipfum fattorem fieri aequalem nihilo, fi. ejus integraie veu pro
conftanti fumatur. Quamobrem, quo fimplicior reddatur expreffio aequa-
tionis integrandae, fumatur v«u pro conftanti, feuJveu pro variabili ab-

2 EVEU3——VEUEVQV
foluta: erit enim s(v«u)nrEVE£u-|-vEUi=:0, et VsV := - ~fo\jp------- '

Hinc, quia veu, adeoque etiam 2v2eu2 conftans eft, fiet integraie/V«v

= C— 1
2Vv2*U2 4V 2 4v2filla

Scholion
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Scholion 4*
* # % ,

Similibus methodis folet peragi integratio aequationum differentiatium
altiorum ordinum: quaevis enim aequatio differentialis ordinis n + i ex.
primit ejusm odi aequationem , quae per differentiationem certae aequatio-
nis differentialis ordinis nti obtenta poteft cenferi, quae idcirco id eft re-
fpeftu hujus aequationis, quod aequatio differentio - differentialis, feu
aequatio differentialis fecundi ordinis refpeft.ii aequationis differentialis pri-

mi ordinis. Cafuni fimpliciflimum exhibet aequatio formae eu:=Vevn, in
qua v eft variabilis abfoluta, hinc ev 5: 1 conftans integratio ejus-

modi aequationis facile perficitur, quaerendo fucceflive exponentes
n-i a-2 n-3

differentiales eu, eu, su ,---—--—- - - e\i funftionis u, ex quorum ulti-
r
ma determinatur '.pff funftio u. Si effet ’su =r gevr, cum fit ev con-
r = i
lians, et €u"” « ,eu; deberet utigue fieri/su — eu, et/pevrt=revr"lypfiVv

— (P-fC~™evl'™1, pofito /pev:=P: igitur effet eu==(P + C)6Vr unde

manifellum fit, qua ratipne ex su = V {V" exponentes differentiales

X max  p»N n*'i

eu, su,--—- eu fucceffive poffint determinari: erit nimirgm eu= (a4"“
n_

A)svn"'l pro ev et conftante indeterminata A : eu=£vn" 2 (*«v

4. Aev)?=(/34- Av-f-B)evn" 2 pro ,8==/a«v, et conftante indeterminata
g °gu s= evn™ :7(/3fiv+ Avsv -f Bev)nn(<y + £Av2-f Bv + C)evn~3 pro

y—fjdow conftante indeterminata C: et ita porro.

ELEME&
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D E

GENERALIBUS QUIBUSDAM CURVARUM PRO-
PRIETATIB US.

411. Definitio.

&neralis omnium curvarum divifio eft in curvasftmplicis et duplicis cur-
vaturae: omnis curva, quae tota jacet in uno plano, vocatur curva ftmpli-
cis curvaturae: omnes vero reliquae curvae funt curvae duplicis curvaturas.
Interea de curvis tantum fimplicis curvaturae traftabimus.

412. Definitio.

Si in eodem plano dentur curva ZMP X (2. Fig.) et binae reftae
VU,DE in pun&o A fefe interfecantes, atque ex A in refta VU ab-
fcindantur quaecunque partes AQ, AN, tum ex pun&is Q, N ducantur
reftae QP, NM parallelae alteri redae DE; vocabuntur AQ, AN Ab.
fcij/ae, et QP, NM iis refpondentes Ordinatae feu Applicatae; punctum A
erit Origo feu Initium abfcijfaruni; refta vero VU appellabitur Linea feu
Axis abfcijffarum, et re&a D E Axis ordinatarum,

413. Corollarium.

Situs abfciffae AN refpe&u originis A eft fitui abfciffae AQ, et litus
ordinatae QP refpefcu Jineae abfciffirum V U litui ordinatae NM e diame-
tro oppofitus: eapropter, dum in calculis abfciffae AQ et ordinatae NM
fpettantur ut pofitivae, folent abfciffae AN et ordinatae QP prioribus
oppofitae haberi pro negativis.

41 4. DeF INITI O. ! Y
Quaevis abfciffa AQ et ordinata QP fimul vocantur Coordinatae:
hinc AQP eft; Angulus coordinatarum aequalis angulo DAV, fub quo
axes coordinatarum VU, DE fefe interfecant. Sunt autem coordinatae
AQ, QP orthogotiae feu rettangulae, vel obliquangulae, prout illa-
rum angulus AQP eft re&us, vel major aut minor re&o.
Aa?2 , 41 5. D £-

Fig. 2
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415, Definitio.

Fig. j. Refta ab tanget datum alicujus curvae arcum M O X (3. Fig.) inpunfto

M, fi ea arcui MOX ita occurrat in punfto M, ut inter ipfam et «arcum

nulla refta per idem punftum M poflit tranfire; hinc vocabitur
Sum contaffus.

M P«

416. Corollarium x*

Inter innumeras reftas, quae dato arcui M O X in punfto M poffunt
occurrere, unica tangit arcum in M: poffibile quoque eft,
cd arcum MO curvae M O X tangat in punfto O,
O X ab eadem refta tangatur in O.

ut aliqua refta
quin ideo etiam arcus
Quamobrem dicetur curva MOX a
refla cd tangi in punfto intermedio O, fi refta cd utrumque arcum O M,
O X adjacentem punfto O tangat in O, arcusque hi ad eandem partem illius
Fig- 4* reftae jaceant; fecus enim refta cd (4. Fig.) fecabit curvam MOX,

licet
fors uterque illius arcus MO, XO ab ea in O tangatur.

417. Corollarium 2.

Fig J.6-7.fc. Si, fumta in punfto A reftae VU (5. 6.7.8.Fig.) origine abfciffarum,

duftaque ad punftum Mt in quo refta TS arcum M X tangat,
orthogona M P, abfciffa AP capiat incrementum PQ,
A Q refpondeat ordinata orthogona Q m;

ordinata

novaeque abfciffae
poterit per punfta M, m duci
refta RL, quae cum tangente TS angulum LM S=RMT ad punftum

contaftus M formet: decrefcente PQ, decrefcet angulus SML= RMT*

poteritque is fieri minor dato quovis angulo (415. §.) Cum igitur angu-

lus SMLNA"=RMT aequetur differentiae angulorum RMP, TMP, quos fecans
RM, et tangens T M cum ordinata orthogona M P in punfto contaftus M

formant; evidens eft, fitum tangentis TM refpeftu ordinatae orthogonae

MP ita effe determinatum, ut angulus TMP inter tangentem et ordinatam

in punfto contaftus aequetur limiti, ad quem, PQ continuo decrefcente,

angulus RMP inter fecantem et ordinatam eo propius accedat,

quo magis
minuitur PQ (68- 8.).

418. Corollarium 3.

Ex his manifeftum fit, reftam, quae datum arcum in aliguo punfto M

tangit, non poffe cum linea abfciffarum VU concurrere, quin punftum con-
curfus T ad eandem partem ordinatae orthogonae MP, ad quam jacet origo
abfciffarum A, vel ad partem oppofitam cadat, prout crefcentibus abfciflis
Fig.5.6.7.8. A P ordinatae crefcunt (5. 6. Fig.)> vel decrefcunt (7. 8 Fig.)

419*
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4*9*D efinitio.
Si refta TS arcum MX tangat in punfto M, lineae vero abfeifiarum
VU occurrat in T, ducaturque ad punftum conta&us M ordinata MP, et
'refta MN priori TS perpendicularis, atque lineae abfeiffarum occurrens in
N; erit TM Tangens determinatae longitudinis; TP Subtangens; MN
Normalis; et NP Subnormatis.

420. Corollarium 1.
Tangens cum fubtangente, et normalis cum fubnormali cadunt ad

partes oppolitas ordinatae orthogonae MP.

422. Corollarium a.

Datis ordinata orthogona M P et angulo T MP inter tangentem T M
et ordinatam MP in punfto conta&us M, poterit determinari tangens

M P
T M~ CcTTWP ; fabtangens T P= MP .Tang T MP; normalis MN

M P
= siaTMp * et “n°rmalis NP= MP.CotT MP.

422. Corollarium 3.

Sire&ae cd, ab (3. Fig.) arcum MO datae curvae tangant in pun&is
M, O, ducanturque normales ML, ON, et chorda MO; erunt anguli
cOM, aMO, LMO, NOM acuti: igitur fecabunt fefe tangentes cd, ab
alicubi in e, et normales alicubi in n.

423. Definitio.

Angulus MnO, fub quo normales ML, ON punttis M, O dati arcus
M O alicnjus curvae refpondentes fefe interfecant (422. §.), folet vocari
Amplitudo arcus M O: angulus vero ceb, fub quo tangentes cd, ab duftae
ad pun&a O, M fefe fecant (422. » eft Angulus inclinationis unius tan-
gentis ad alteram*

424. Corollarium 1.

Amplitudo MnO cujusvis arcus MoO aequatur angulo inclinationis
ceb tangentis cO ad tangentem aM: quare, cum arcus MO poft pun&utn
contafrus M verfus O eo magis defleftat a tangente Ma, isque idcirco eo
magis curvetur in M (415. §.), quo major eft angulus ceM; ciarum eft,

curvedinem datae curvae in puncto M ita effe connexam cum amplitudine
Aaid arcus

Fig. 3.
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arcus Mo 0 ut illa eo tnajdr debeat cenferi, quae major eft amplitudo MnO
arcus MO determinatae longitudinis, et viciffim.

425. Corollarium 2.

In circulo (l.Fig.) radii r=A C erunt pro quolibet arcu PD normales
pun£tis P, D refpondentes, ipfi radii PC, DC (419. §.) ; quodfi. ergo fit ar-

cus PD~=A; eritangulus PCD ;=-~- (5. 8. 3<Schol.) amplitudo arcus

PD=A (423.8))°
426. Corollarium 3.

Ubicunque in dato circulo datisque circulis aequalibus fumantur arcus
aequales utcunque parvi; erunt amplitudines omnium arcuum inter fe aequa-
les (425. §.): curvedo igitur in quovis circulo circulisque aequalibus
conftans eft, nimirum eadem in fingulis punftis peripheriae unius circuli*
peripheriarumque circulorum aequalium (424- &)e

427. Corollarium 4.

Sivero duo circuli inaequales defcribantur radiis r, R4 erit amplitudo
cujuslibet quantumcunque parvi arcus A in circulo radii r ad amplitudinem
arcus aequalis A in circulo radii R, licut eft R ad r (425. §.): quamobrem,
fl curvedines conftantes duorum circulorum inaequalium (426. §.) inter fe
comparentur.; debebit effe curved© in circulo radii minoris major quam ia

circulo radii majoris (424. 8.).

428. Definitio.

Circulus curvedinis pro quocunque.punfto O datae curvae ZM O X
(5. Fig.) vocabitur circulus, ad cujus conftantem curvedinem (426. §.)
curvedo curvae Z MO X in punfto O proxime acceflerit, ita nimirum, ut
differentia inter hanc et illam curvedinem minor fit, quam eilet inter ean-
dem curvae ZM O X curvedinem et curvedinem conftantem cujuscutique
alterius majoris minorisque circuli (427. §.): radius centrumque circuli
curvedinis pro punfto O datae curvae brevitatis caufa appellabitur Radius
centrumque curvedinis datae curvae in punfto O.

429. Corollarium 1.

Cognitis radiis curvedinum in duobus puné&is unius curvae, aut dua-
rum diverfarum curvarum; patebit eo ipfo, in quonam punfto major, in
guove minor curvedo eft: major erit, cujus radius minor fuerit (428.427. §.)

430. Co-
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430. Corollarium 2

Quodfi ergo a pun&o O verfus Z fumantur quaecunquae datae curvae
puntta, nofcanturque radii curvedinum in fingulis punttis; conftabit eo
ipfo, an curvatura a punfto O verfus Z crefcat continuo vel decrefcat, aut
alterne crefcat et decrefcat; et an eadem fit in pun&is a dato pun&o aequi-
diftantibus (429. §.).

431. Corollarium 3.

Si in normali ON dufta ad punftum contaftus O fumatur pun&um t,
et radio tO defcribi cogitetur circulus O x cadens intra arcum O X datae
curvae, ducaturque ms tangenti cd parallela, adeoque normali ON per-
pendicularis; erit cd communis tangens arcus O X et circuli O x: differen-
tia vero inter curvaturam curvae ZO X in puntto O verfus X et curvedi-
oem conflantem circuli O x erit eo minor, quo minor fuerit differentia in-
ter deflexus arcus O X circulique O * a communi tangente O d in regione
punfti contafrus O, quo minor idcirco fuerit differentia® mr inter ordina-
tas orthogonas ms, rs arcus OX et circuli Ox eidern quantumcunque
parvae abfciffae O s a punfto contafrus computatae refpondentes. Qua-
propter, fi conftiterit differentiam mr ejusmodi ordinatarum fninorem effe,
guam effet differentia inter ordinatam ms arcus O X, et ordinatam ks vel
us cujuscunque alterius circuli 0/3 vel Oy, qui majori radio gO, vel
minori fO defcriptus concipiatur; conftabit eo ipfo, circulum O a effe
circulum curvedinis in puntto O datae curvae (425. §.); et viciffim.

432* Corollarium 4»

Sic quoque, fi radio tO defcriptus circulus 0/3 extra arcum O X ¢
dat; erit is, ob pares rationes, circulus curvedinis in punfto O datae
curvae, fidifferentia inter ordinatam ms arcus O X et ordinatam ks cir-
culi 0/3 eidem quantumcunque parvae abfciffae Os refpondentem minor
fuerit, quam effet differentia inter ordinatam ms arcus O X, et ordinatam
rs vel vs circruli 0 « vel quocunque alio radio minori fO , vel majori
gO defcripti; et viciflTm.

433. Corollarium 5.

Quiscunque idcrirco circulus radio tO defcriptus fuerit circulus cur-
vedinis in pun&j O0; debebit is habere arcum in regione puné&i con-
tactus 0 adeo vicinum arcui O X datae curvaer ut iater illum et hunc

arcum
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arcum nullas circulus polUt transire, feu is minori radio fO, feu majori
gO defcribi cogitetur (431. 432. §¢): °k hanc caufam dicetur circulus cur-
vedinis datae curvae in punfto O verfus X osculari arcum O X; hinc ap-
pellabitur is circulus osculator; ejusque radius tO radius osculi, vel radius

circuli osculatoris.

434. Corollarium 6.

Circulus radio t O defcriptus arcumque O X ldatae curvae in O oscu-

lans tangit eundem arcum in punfto O interne vel externe (433- §e)e

435. Theorema.

in data curva M O X fuerit fumma quadratorum ordinatae ms et
abfciffae Os divifa per duplant abfciffam Os aequalis fummae Z + ™ vel
differentiae Z — W/ duarum quantitatum Z, yp, quarum prior independensJit
ab abfciffa Os, pojlerior vero ita ab ea pendeat, ut decrefcente abfciffa Os
pofjit W/ Jieri minor data quavis quantitate; erit Zt=tO radius circuli cur-

Si

vedinis in puntto O, qui arcum O X tanget in punSo O interne cafu primo#
et externe cafu fecundo.

Demonftratio.

. tn52,4"u2 .
1. Per hypotheflm erit — — -———-= Z + yf/, hinc ms2= aZu — uz
wf 2-fu pro abfciffa Os.£=u.
mc— 1 U2
2. Vel-mmmme Z— )ﬁlsg hinc ms2“ 2uZ— u2— 2\£u.
2u r

3. Quodfi jam radio tO = Z cogitetur circulus effe defcriptus, in
quo abfciffae u ~ O s refpondeat ordinata y=rs, vely:=ks;
yznNh=2Z7Zu — u2

erit

4. Hinc jam patet evidenter, femper effe m s>y in prima hypothefi
(i), et ms<y in fecunda hypothefi (2): jn prima hypothefi jacebit ergo
arcus circularis radio tO = Z defcriptus alicubi in O* intra arcum O X

datae curvae j in fecunda vero hypothefi jacebit is alicubi in 0/3 extra ar-
cum O X.
-\ *t - - t,* *

5. Ponamus jam in prima hypothefi (1) praeter circulum 0* radio
tO ~ Z defcriptum defcribi circulum 0/3 radio g O ~ Z - fpr o diffe-
rentia w* gt quantumcunque parva; refpondebit in hoc circulo abfciffae
O s=u quadratum ordinatae ks2"=2Zu-f 2wu— u4.

6. Cum
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6. Cum per hypothefim poffit fieri decrefcente abfcifla u= Os;
extabunt abfciflae Os = u pro quibus erit ms<ks in (r) (5), unde ne-
ceffario fequitur, arcum circularem 0/3 radio O g > Z defcriptum in re-
jgione punfri conta&us O cadere extra arcum OX datae curvae; arcum pro-
inde O u radio tOt=2Z defcriptum in regione punfti conta&us O adeo efte
vicinum arcui O X, ut inter hunc et illum nuilus alter circulus locum ha-
beat. Verum, ut certo conftet, hunc ipfum circulum Oot effe circulum
curvedinis in pun&o O, demonftrari adhuc debet, extare abfciflam u”~:0s,
pro qua quantumcunque decrefcente fit ms— rs< ks— ms (431.8.)> quod

hoc modo poteft oftendi.

Per hypothefim extabit abfciffa u= Os, pro qua, quantumcunque ea
decrefcat, erit <3 igitur, fumtis pro ms, rs, ks valoribus juxta (1)
(3) (5) erit etiam rs2-f2ks.rs-fk s2>4msz, hinc rs+ ks>2ms, et

ideo etiam ks — ms>m s— rs.

7. In fecunda hypothefi (2), defcripto'circulo 0/3 radio tO = Z ob
(4), defcribatur circulus Oy radio minori Oft=0t — ft— Z — u, fumta
quantumcunque exigua differentia «:=1tf; refpondebit in hoc circulo ab-
fciflae O s - u quadratum ordinatae usz"=2Zu'— 2wu— u2.

8- Hinc, quia per hypothefim poteft, decrefcente abfcifla u— Os,
«~<{0, manifeftum fit, extare debere abfciflas u, pro quibus quantum-
cunque decrefcentibus fieret us2< ms2 et us <ms in (7) (2); confe-
quenter omnem circulum radio fO < Z defcriptum jacere in regione punfti
conta&us O intra arcum O X datae curvae; et ideo circulum 0/3 radio
tO — Z extra arcum O X defcriptum (4) adeo elTe vicinum arcui O X in
regione puncti conta&us 0, ut inter illum et hunc arcum nullus circulus
poffit cadere. Quamobrem, quo certo conftet, circulum 0/3 fore circu-
lum curvedinis in puncto O, oftendi adhuc debet, dari abfciiTas u=0 s in
fecunda hypothefi (2), pro quibus, quantumcunque eae decrefcant, femper

iit ks — ms< ms— us.
|
Cum enim per hypothefim poffit fieri erit, fumtis pro ks,

ms, us valoribus ex (3)(a)(7), etiam ks2-f2ks.us-fus2< 4ms2, hinc
ks4-us<2ms, etideo ks — ms< ms— us.

Vodumtn K Bh 43~ Co*

fieri
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436. Corollarium.

Cum in regione puntti conta&us O extent abfciffae ui=0Os, pro quibus

guantumcunque decrefcentibus femper fit ms >rs, vel ms< ks pro cir-

culo curvedinis 0« vel 0/3 radio tO~=2Z defcripto, ob (n.4.); patet
evidenter, circulum curvedinis O a, vel 0/3 radio tO =rZ < defcriptum
nullum abfolute arcum habere, quantumcunque parvus is concipiatur, qui
in regione puniti contaftus O cum certa parte arcus O X datae curvae
coinciHat, licet is huic arcui adeo fit vicinus,

ut inter illum et hunc nul-
lus arcus circuli poflit jacere:

circulus idcirco curvedinis in pun£to O eam
habet naturam , ut curvedo datae curvae in punfto O verfus X non fit ea-
dem cum conftanti curvedine ejus circuli,

fed ad eam tantum proxime acce-
dat,

ita nimirum ut illa ad nullius alterius circuli curvedinem propius poflit
accedere (423. 8.).

4 Deflnrtio.

Difcrimen generale inter Ramos curvarum in eo confiftit, gnod aliqui

fint definitae, alii autem indefinitae longitudinis, nimirum refpeftu datarum

rettarum vel curvarum, juxta quas excurrunt. Sic ramus PX
(2. Fig.) dicetur in indefinitum excurrere juxta datam reffam VU, fi i?,
gquantumcunque producatur verfus U, nufpiatn concurrat cum refta VU:
vocabitur porro refta VU Afymptotus rami P X, fi hic juxta re<5am VU in

quo magis, verfus U
Hoc modo folent concipi rami curvarum juxta ramos aliarum
curvarum in indefinitum excurrentes, afymptotique curvilineae:
bis nullibi erit fermo in fequentibus.

linearum,

indefinitum excurrens eo propius ad illam accedat,
producitur.

verum de

438* Definitio.

Poflibile eft, ut uni eidemque abfciffae in data curva una tantum ordi-

nata, pofitiva vel negativa,

aut plures ordinatae, omnes pofitivae, vel
omnes negativae,

aut aliquae pofitivae et aliae negativae,
aeqftales, vel inaequales (413. §.) refpondeant.
fcilfae At una refpondet ordinata, pofitiva ts;
duae ordinatae, pofitivae rp,rq;

iliis numero
Sic e. gr. in (9. Fig.) ab-
abfcilfae Ar refpond nt

abfcifiae An refpondent pariter binae

ordinatae, una pofitiva nm, et altera negativa no; ablciffae vero Ak

refpondent duae ordinatae pofitivae kh, ki, et una negariva kl; et ab-

fcilffae Ae refpondent quatuor ordinatae pofitivae, ea, eb, ec, ed, et duae
negativae ef; eg.

Omnis
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Omnis linea abfciffarum vocatur generatim Diameter curvae , fi fumma
ordinatarum pofitivarum cuivis abfciffae refpondentium aequetur fummae
ordinatarum negativarum refpondentium eidem abfeiflae- Eo autem deter-
minato cafu, quo ad extremitatem cujusvis abfcifiae cuilibet ordinatae pofi-
tivae refpondet una ordinata negativa priori aequalis; appellatur ea Diame-
ter abfoluta. Diameter porro abfoluta, ad quam ordinatae funt perpendi-
culares, vocari foiet etiam Axis curvae ; et punftum, in quo curva ab
ejus axe fecatur, eft Vertex curvae. Si denique aliqua curva binas dia-
metros habeat, quarum quaevis fit parallela ordinatis ad aliam diametrum;
erunt eae Diametri conjugatae.

439. Definitio.

Centrum curvae eft punftum, in quo omnis curvae chorda per ipfum
tranflens biilecatur,

440. D efinitio.

Dum plures alicujus curvae rami in uno punfto concurrunt, fefe tan-
gunt, aut interfecant, dicitur id, improprio quidem fenfu, ex pluribus ejus-
dem curvae punftis coalescere, quae nimirum totidem ejus ramis debentur.
Punftum curvae, quod ex pluribus ejusdem curvae pun£tis non coaluit, vo-
catur fimplex; omne vero, quod ex pluribus punftis coaluit, dicitur mul-
tiplex, atque in fpecie duplex, triplex, et fic porro.

441. Definitio.
Ad punfta multiplicia pertinent punfta flexus contrarii; punEta re- Fig. 4.
grfffus, feu cufpides aut punfta reflexionis; et nodi. Si duo arcus M O,
O X alicujus curvae ita concurrant in punfto O, ut refta cd, quae cur-
vam in O fecat, utrumque arcum NLO, XO in O tangat, et, dum unus
arcus MO parti cO communis tangentis cd obvertit convexitatem, eam
alter arcus O X obvertat parti oppofitae Od tangentis; vocabitur O punffuttL

flexus contrarii. Quodfi autem uterque arcus eidem parti cO communis
tangentis cd convexitatem obvertat (10. 11. Fig.); erit punftum duplex O Fig-10.11.
Cufpis curvae, feu Punftum regreffus. Punfta denique, in quibus arcus

curvae fefe, ut in oc, /3 (9. Fig.) interfecant, appellantur Nodi.

442. Definitio.
Aequatio ad curvam eft aequatio eam relationem inter curvae coordi-
natas, vel quaspiam reftas lineas angulosque variabiles, et conftantes

Bb 2 ' quan-
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guantitates (lineas vel angulos) exprimens,

per quam natura curvae per-
fefte determinatur.

Hinc defumitur divifio curvarum
transcendentes, prout aequationes ad
dentes (160. §.)e

in algebraicas et
ilias funt algebraicae vel transcen-
Curvae porro algebraicae dividuntur in diverfos Ordines,
ita ut omnis curva fit generatim nti Ordinis,
ordinis (164. §e)e
dijcontinua feu

fi aequatio ad illam eft nti

Omnis demum curva continua eft, feu regularis, vel

irregularis: curva continua vocatur,
cam aequationem exprimitur:

cujus natura per uni-
difcontinuae vero curvae, quales
tibus haud confiderabimus, appellantur,

aequationes debent exprimi.

in fequen-
quarum variae partes per varias

443, Corollarium 1*

Formula generalis omnium aequationum ad curvas inter binas quas-

x oy Xy
cunque variabiles quantitates x ,y poteft effe fi
X y

denotet quantitatem conftantem, ($ vero et /i fint fummae omnium ter-

minorum, in quibus fola variabilis x, vel fola 'y continetur, et
fummam religuorum terminorum,
tium (442. 8.).

exprimat
utramque variabilem x, y compleften-

444, Corollarium 2.

Quaevis variabilium vy,

X contentarum in data aequatione ad curvam,
putay,

poteft fpeftari inftar certae funftionis alterius variabilis x,
2 3
exponentes differentiales ey, ey, ey, etc.%ex data aequatione poflint elici:

primus vero exponens differentialis ey, prouti is pofitivi vel negativi va-
loris fuerit pro certa abfciffa x, denotabit, ordinatas y, crefcentibus ab-
fciffis, crefcere vel decrefcere (85- §e)e

cujus

445, Probiema.

Data aequatione ad curvam ZM X (12. Fig.)

inter ejus coordinatas
orthogonas x AP, yr=MP,

invenire aequationem ad eandem curvam in-
ter ipfius coordinatas obliquangulas u= A Q ,z=M Q ,

cognito angulo
(p™~M QA harum coordinatarum.

Solutio.

Cum debeat effe y:=zSin (p et x:=u — zCoCty, fi hos valores loco

y, x fubftituas in data aequatione inter x, y, obtinebis aliam aequationem

aequi-



CAPUT VI 197

aequivalentem inter u et z: femper vero erit CoC(p~CoCM Q A fumen-
dus cum figno— , ubi angulus (p~=M QA verfus originem abfciffarum A
fuerit obtufus.
446. Corollarium 1.

Eadem prorfus ratione, fi determinata fit diftantia QAr~a pun<5i Q
ab origine abfciiTarum A, ponaturque y~MP, x:=AP> MQ — z,
M Q A~ v, obtinebuntur valores y*=z Siny, x ~a— zCofy, pro quibus
loco y, x in data ad curvam Z X aequatione inter ejus ordinatas orthogo-
nas x, Yy, producetur aequaticTad eandem curvam inter ordinatas zt=M Q
fub angulis variabilibus y~rrIVIQA ad datum in linea abfciffarum V U pun-

ftum Q convergentes, et ipfos angulos vy.

447. Corollarium. 2.

Commodiffime exploratur natura curvae ope coordinatarum ortbogo-
narum; deinceps idcirco omnes difquifitiones ad orthogonas coordinatas
reftringemus, eas ubique, nifi contrarium notetur, nomine ordinatarum in-
telletturi: facile enim, ubi opus fuerit, quasvis exprelfiones analyticas,
compleftentes coordinatas orthogonas certae curvae, in alias aequivalen-
tes, quae coordinatas obliquangulas ejusdem curvae complectantur, lice-
bit convertere (445.8.).

448. Problema.

Data aequatione ad curvam RTM S (13. Fig.) inter ordinatas x=A P,
y~"=M P pro axe abfcijffarum V X, invenire aequationem ad eandem curvam
inter ordinatas u“ NQ, zr: MQ pro alio axe Uu, cujus fitus refpeffu
axeos V X ita fit determinatus, ut nofcantur, praetbr angulum XHut=«,
diftantiae perpendiculares NL=b, Nn'p:a novae originis abfcijfarum N
ab axibus V X , DE,

Solutio.

Fig. ij.

l. Duftis perpendicularibus Pq, Pr ad MQ, Uu, invenietur Pg=ySinaj

Mqgt=:yCofa; HL~"™-~°Ix- HN — N
i>ina 7 Sin a
2. Eft vero Pr=HP.Sin PHr=(HL +L A -f AP) Sin*, et Hr

H P. CofP Hr: per (1) fiet ergo Pr= b Cofx -f a Sin » -f xSin*>

brcf
Hr — "sin t»—--—-[-aCof«+xCof«,

Bb 3 i De-



i95 CAPUT rnTL

3. Debet pfcrro effe u— NQ— Hr— Pg— HN, et zr=MQt=Mg
-fPr: igitur per (2) u;=?(a+x) Cof«— (y+ b)Sinos; z= (y-fb)
Cofa-fO + x)Sing,

4. Ex his demum aequationibus prodibunt fequentes valores pro y, x*
guos in data aequatione oportebit fubftituere, ut ea det aequationem inter

coordinatas u, z.

yt=zCofa—"uSina— b. x;=:2SinG;-f-uCofa— a.

449. Corollarium 1

Quaecunque re&a fumatur pro axe abfeiffarum datae curvae, ejusdem

femper ordinis erit aequatio inter coordinatas erthogonas ejusdem curvae
(448. 442. §e).

450. CoroJdlarium 2.

Solutio praecedentis problematis ita eft comparata, ut ea etiam ad ca-
fum lineae re&ae RTMS poffit extendi, quae, fi illa lineam abfeiffarum
V X fecet fub angulo #~S T X in T, et axem ordinatarum DE in n,
fitque An“ e, mn“ A P ~ x, dabic aequationem y — e-fxTang# pri-

mi ordinis: aequatio igitur ad lineam rettam RTnS erit primi ordinis
pro quovis pofiibili axe abfeiffarum (449.

451. Corollarium 3.
Quidquid fint coefficientes a,(s,y in aequatione generali <"4-/3x

Jf-yyX=0 primi ordinis, poterit, ductis axibus coordinatarum V X, DE,

. @ . % mm
fumi An= - , etATr=-~-: quodfi ergo ducatur per pun&a n, T

»

refta RTnSj debebit pro qualibet abfeiffa x = A P effe ordinata ytz=MP

fc=An-f-MmM = e e — ,Hinca-f/Sx-j-yy:o. Quare, ficut

aequatio ad lineam ref£tam femper eft primi ordinis (450. §¢), ita quoque
omnis aequatio primi ordinis debetur alicui lineae re&ae.

452. Coro.llarium 4.

Impoffibilis eft linea curva primi ordinis; quocirca curvae infimi ordi-
nis funt curvae fecundi ordinis (451. 442, §.).

453. Pro-
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453. Problema.
Dccta aequatione ad curvam ZM X (5- 6. 7. 8-Fig.) inter coordinatas*iz-S.6.7t.
xS=AP, y~MP, determinare angulum TJY].P inter tangentem TM et

ordinatam MP in punffo contaffus M.

SO 1utio.

1. Si abfciffa x A P augeatur incremento Ax:=PQ, adeoque or-
dinata M P ~y abeat in m Q , ducaturque per pun&a m, M fecans LR;
debebit cotangens anguli TM P aequari limiti, ad quem cotangens anguli
BM P eo propius accedat, quo mirius fit incrementum AXx;=P Q abfciffae
X~N=AP (417- §0-

2. Dufta autem Mp paraHela axi abfciffarum VU ; eritmp incremen-
tum (5. 6. Fig.) vel decrementum (7. g. Fig.) ordinatae y =M P debitum
incremento Ax = PQ abfciffae x:=:AP: quare debebit effe per (444—

157 o> 2 ?

m rp: + Ax -f Ax2-f-a~r Ax3-f« A x4 -f etc."V
X 2ex2 «X3 sx4 %

Semper vero eft (5. 6. 7. 8*Fi?.) Cot.RMP=CotM mp;:rj’\\/ipp: igitur

2 y 4
femper CotRMP = + Ax+1’\ Ax2-fi N~ Ax3+ «tc.n;
eoque ipfo debebit effe ob (r) per (78- 8¢) CotTM Pg”™H- r adhibito

£gno + ve”™— » prout crefcente abfciffa x:=AP ordinata y”™~ M P cref

cit (5. 6. Fig.) vel decrefcit (7. 8. Fig.).

454, Corollarium f*

Angulus TM P in puufto contactus M inter tat)gentefn”|TM et on

«Knatam M P ita debet determinari, ut fit Cot T MP = : fumetur au-
ex

tem ey cum fignis contrariis, fi crefcente abfciffa decrefcat ordinata
(453- sme .
425 Corollarium 2»
Pro fitu tangentis T M et normalis MN refpe&u ordinatae MP et
iineae ablciffarum V U habebimus fequentes expreiliones (454. 419-8¢)

Tang
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TangNMP~TangMTP:=CdtTMP=r~egL.

TangMNPJ=TangTM P* CotMTP=- °*
((y
SNMTP = CofTMP= —  *f.

ex
[ Oy*+ exz)
456. Corollarium 3.

Per (455. 8.) vero ex (421. 8.) obtinebimus pro tangente TM, fub-
tangente TP, normali MN, et fubnormaii NP fequentes expreffiones.

SiNTMPs==CofMTP =

. ' TH SiLCVH **1. tp =T -
M N="2-v>y*+sxa). NPAALIL
ex v ex

457. Corollarium 4.

Propofita ergo aequatione ad datam curvam inter ejus coordinatas y, x,
poterit tam fitus tangentis, fubtangentis, normalis, et fubnormalis refpe&u
ordinatae et axeos abfciflarum, quam magnitudo abfolutaper (85—418- 420"
455. 456. §.) perfe&e determinari: id tamen in fequenti capite uberius
exponetur.

458. Corollarium 5»

Indeterminatum reliquimus in praecedentibus formulis (455. 456. §),
utrum ordinatay, an abfciffa X inftar variabitis abfolutae fit fpe&anda (4.
ubi vero illa ad hanc, vel haec ad illam velut certa funftio ad variabilem
abforutam relata fuerit; poterit ubique poni s x m cafu primo, veleytrni

cafu fecundo. In (453. §8.) tamen pro determinatione alborum exponen-
tium differentialium ey, ty, ey, etc. femper debet efie ex™ri (156.

157- 54)-
459. Corollarium 6»

Fig. s. 7. Ordinata mQ (5. 7. Fig.*occurrit tangenti TM produttae in pun-

fto q, eftque pgt=rMp.CotMqgpJ*Mp.CotT MP " i.~T Ax, aci-
bito figno + vel — , prout crefcentibus abfciffis ordinatae pariter
crefeunt
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crefcunt (5. Fig.), vel decrefcunt (7. Fig.): cum igiturfubiisdem condi-

2 3
tionibus fitmp=+ — AXx+-~-Ax2+ *-~ - Ax3+ etc.(453. §.)
— £X — 2exz — «x3

, fitque gqm = pg— mp (5. Fig.), vel gm~rnp*— pq (7. Fig.) valoris po-
fitivi pro quovis valore differentiae Ax=P Q; erit utroque cafu gm=; —

2 3 4
gy 3 {v 49y t

g .
------ NAX2— X —=jAXx3= x —r-A x4— etc. femper valoris pofitivi, et
2 £X £X 2 £X

9y
ideo habebit exponens — valorem negativum (77. 8.).

460. Corollarium 7,

gy 0

gy gy
-N-AxX+ —"NAX2 Fig.f.
g X 29X

Pari ratione reperies pq= + 0 NX, et mp===+
3 4
3 gy 4 4 gy 4 .
+ X A x34- x N Ax44-etc., fumto figno + vel— , prout cre-
fcentibus abfcifiis AP ordinatae crefcunt (6. Fig.) vel decrefcunt (8. Fig.):
quare, cum iit mg”~mp — pqg in (6. Fig.), etmg=pg — mp in(8-Fig.)

valoris pofitivi pro quovis valore differentiae Ax;=PQ; erit utroque cafu
2 3 4

gV 3 gV 4 gV
maq— NAXx2-f« —="N-Ax3+ a — ] Ax4+ etc. femper valoris pofi-
d %X £X s){ P P

. €V
tivi, quod eft impoffibile quin etiam — ~ valorem pofitivum habeat
(17-50.
461. Corollarium 8.

Dum curva, ad quam datur aequatio inter ejus coordinatas X, y con-
Z

ay
cavitatem vel convexitatem obvertit axi abfciffarum, debet efle S vai°-
ris negativi cafu primo, vel pofitivi cafu fecundo, et viciflim (459-460.8.),

exponente differentiali gzy ex data ad'curvam aequatione pro ext:| de-
terminato (458- §e)e
462. Corollarium 9.
Pars ordinatae mQ (5.6.~.8.Fig.) inter curvam et tangentem inter-Fig.j.fij.g.

2 3 4 4

cepta eft generatim mq ?:-4-— - ~XA X zZ+ « _,:_)27 Ax34-—x 6\ Ax44— etc..

Volumen /. Cc adhi-
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adhibito figno — vel -» prout curva concava eft vel convexa ex parte

lineae abfciffarum (459- 4n°* §e)e diftantia vero punfti g a punfto con-

ta6lus M erit omni cafu Mg~""CMp~-1-pq2) » AXx pq
£ X

-+ ~ A x (459. 460. §.),
S X

463. Definitio.
Pro ordinatis M Q (12. Fig.) ad datum punctum Q convergentibus
(446. 8.) folet ad Q duci refta S perpendicularis ordinatae MQ , quae

tangenti TM produftae in b, et normali MN in n occurrat, quo cafu
vocatur Qb Subtangens, et Qn Subnormalis.

464. Corollarium 1.
Proz= MQ, MQA — vy, x*=AP, y=MP, et a=AQ efty~z
Siny, x~:a— zCofy; hinc ey = zeyCofy -f~-ezSiny, et ex ;= zey

Sin-y— szCofy. Eftautem tang TMP:= — (455. §)> et tangPMQ

= - & adeo™ eta"8 ™ Q = T*ngCTMP+ PMQ)=g mzt ~

(5.8 1.Schol.): quodfi ergo praecedentes valores in hac expreflione loco
ey,ex fubftituantur, invenietur fequens exprefiio pro taugente anguli
TMQ; hinc vero reperietur fubtangens Qb = zTangTMQ, et fubnor®

malis n~ ———- — .
© lang i MQ
TangTMQ— Qb«=72* <lm«"

4C5. Corollarium 2.

Angulus M QT = vy eft in alfumta figura acutus, hinc TM Q obtu-
fus; wubi ille fuerit obtufus, fiet hic acutus: obtufum effe angulum TMQ,

z6
adeoque acuturo M QA, indicabit valor y tangentis anguli TMQ, fiis

fuerit negativus.
466. Corollarium 3.
Ducatur ex puntto Q ad tangentem TM b perpendicularis Qr:=p;
erit p=rzSinTMQ; quare, determinato finu anguli TMQ per ejus tan-

gentem (464. §.)» fiet
z2ey 1
P yf z2-fz26yz)
467. Co-
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467, Corollarium 4.

Data aequatione ad curvam ZM X inter ordinatas z:=M Q fub an-
gulis variabilibus y= M QA ad datum punftum Q convergentes angulos-
'‘que 7, femper poterit reperiri aequatio ad eandem curvam inter ordinatam
z et perpendiculum p. Cum enim fit =7 = — /(z2*=p2) in (466. 8.), fi

a p

. . el .
praeterea ex data aequatione determinetur valor pro =7 ; Obtinebitur ex
e

illo et hoc valore aequatio inter z et p, exclufo vel inclufo angulo vy,
qui hoc altero cafu ex hac ipfa aequatione et data facile eliminabitur.

468. Corollarium 5.

Et vicilUim* fi detur aequatio ad curvam,ZM X inter ordinatam zt=M Q
et perpendiculum p= Qr, poterit determinari aequatio, faltem diiTeren-

tialis, ad eandem curvam inter z et angulum 7i=M QA. Eft enim ey
- —=>77 ~ e quodfi ergo ex data aequatione inter z et p determi-
ZV(z — P

netur valor perpendiculi p per ordinatam z., isque fubftituatur in £7; obti-
nebitur aequatio inter £7, ez et z, unde ope calculi integralis licebit

quaerere aequationem inter z et 7.

469. Probiem *e
Data aequatione ad curvam inter coordinatas xt= AP, yt=MP (5. 6. Fig. 5.4.
Fig.)* invenire exponentem differentiaiem arcus /i~2Z M comprehenfi inter
ordinatam MP et aliam ZC datam in dijiantia CA ab origine abfciffa-

rum A-
3 O lu tio,
Crefcente abfciffa xt= AP incremento PQ:=AXx abeat ordinatay = MP
in y'=m Q, et arcus jitrrZM in ~ Z m : cum arcus ,“-et ordinata y
poflint fpeftari inftar duarum funftionum abfciflaex, fi ducatur Mp pa-
rallela axi abfcifTarum VU, et chorda Mm; erit Mp~Ax, Ay:=y'—y
s=:mp, et A p-p — /ttS=:Mom. Pro qualibet idcirco differentia Ax;=PQ

debebit efle ,
A /x> chorda Mm, et A/x<5Mq4“qm.

A X
Hinc, fumta chorda Mm:=r¥"(Ay24-Ax2)t= j~"V~/(fiy 24*£X2) 4-p Ax2

4-qAx3 4-etc. pro certis coefficientibus p, g, etc. independentibus a
Cc 2 AX



204 CAPUT VI

Ax (84-89. §*)» fumtisque praeterea valoribus pro Mg

et mq juxta
(462. g), erit

Ay> jr-/(ey2+ £X2)+ pAxz-fgAx3-fetc.
A 2 3
Ay < * [(By*+ex*)x N~z A*2 + * Ax3iete.
Debet itaque effe per (131. 8.)
ey"/(eyz+ sx3).

470. Corollarium.

Hinc pendet Re&ificatio datae curvae ZM X,
j«=2ZM perficitur.

quae inventione arcus
Data nimirum aequatione ad curvam inter coordinatas
y.x, quaeratur §Y, fubftitutoque valore loco SY in exprefiione pro SY,

quaeratur arcus /* ope calculi integralis. Ceterum per fe Jiquet, poni
poffe «x = i, vel ey;=1i, cum x vel y inftar variabilis abfolutae poffit
fpettari.

471. Problema.

Data aequatione ad curvam Z M X (5.6. Fig.) inter coordinatas xt=z AP,
y := M P, invenire radium curvaturae pro punfilo M.

Fig. j. 6.

So].utio.

1. Duttis tangente TM et normali MN ad punftum M,
abfciffa x = AP augeri incremento Ax= PQ,

cogitetur

tum ducatur ordinata Q m
tangenti occurrens in g, et Mp parallela axi abfeiffarum VU ; erit Mpr=Ax,

Magr=Ax/(«y*+ i)= Axgtt, et mqt= —I—je2y Ax2+ a3t3fy Ax34—<£<%yAx4
etc., confiderata abfciffa x inftar variabilis abfolutae,
(462. 469. 8.).

quo fiat ex=zi

2. Sint mk, mv perpendiculares ad tangentem TM et normalem

MN; erit Mv=mk=rm ¢q.SinTM P, kq= mqCofTMP: ob (1) per
(455. 469. 8+) habebimus ergo in hypothefi variabilis abfolutae x,

expo-
nentisque sx:=1.

Mvn= 4- Ax2+ — NAx3-f Ax44- etc.
2 sy sy ey

Kg- + *yiXAxi+ "i2i1ANI+“12i2 Axbsetc.
— 25y "My é =

: : 3. Eft
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3. Eft autem mv:=Mk:=:Mqipkq, figno— vel + adhibito, prout
curva concavitatem (5. Fig.) vel convexitatem (6. Fig ) obvertit axi ab-
feiffarum V U: cum igitur haec ipfa conditio etiam in (2) locum habeat,
ob (1) per (462. §.); erit generatim per (i) (2)

z 33

mv = fi/iAx-f-——Ax24 ------ — A x5+ etc.
2s /X efi

4. Hinc demum (2) (3) pro certis coefficientibus K, L, M, etc. inde-
pendentibus a Ax fiet

= KAx-fLAXx2-t-MAx3+ etc.
2. Nv L.

Quamobrem, cum differentia Axr=PQ continuo decrefcente'etiam
Mv continuo debeat decrefcere, cumque fumma KAx + LAx2 -fMAx3

4- etc. in hac hypothefi poffit valorem induere quovis dato minorem (76. §.),
neceffarium eft, ut, admiffa poffibilitate radii curvaturae pro pun&o M,

is fit ob (435. 8.) tM= - £"—
oy
472. Corollarium 1.
Quodfi igitur r*“ tM denotet radium curvedinis in punfto M datae

curvae, ad quod dufta fit ordinata yr=M P; erit generatim

Cgya-fi)»
2, z
[ — ey - gy

Si enim data curva,” ut ZM X in (5. Fig.), concava fuerit ex parte

z
axeos abfciffarum VU ; erit sy valoris negativi (461. 8.), proinde fiet
2
— ey valoris pofitivi: fi vero illa fit convexa exparte axeos abfciffarum,

X
ut ZM X in (6. Fig.); erit quidem ey valoris pofitivi (461, 8)» proinde
— ey valoris negativi, fignum tamen — haud aliud hic indicabit, quam
radium curvedinis r=tM hoc cafu, non verfus axem abfciffarum VU,
fed in partem oppofitam puntti M cadere (471. §.).

473* Corollarium 2
Circulus curvedinis in quovis pun&o M datae curvae radio praecedente

defcriptus osculabitur arcum Mm interne vel externe inM (471.435.433. 8e).

Cc 3 474. Co-



Fig*1?7*

Fig. 14.

206 CAPUT vm.

474, Corollarium 3.

Ha&enus abfciffam x inftar variabilis abfoiutae fpef£lavimus, negle&a-
2

gue exponente differentiali e x = 1 et ejus quadrato ex2 loco —

S X ekz
z

retinuimus ey, ey (471. 8. 1. 2. n.): quodfi ergo indeterminatum veli-

mus relinquere, quaenam variabilium pro abfoluta fumenda fit; fcriptis

. gv £v 2
exponentibus T loco ey, ey in (472. tum redutta expref-
S S f

fione radii rper (410. §. 2. Schol.)» erit

(eyR+ ex2)n eu? -
(-ovg AT = E— g Ar9. 5.
eyex— eyex eyex— eyex

475. Corollarium 4.

Quia, fi abfciffa x ad ordinatam y ut fun&io ad variabilem abfolu-
tam referatur, debet fieri £y:=:i, et 12€y= 0] erit in ea hypothefi
474- 80

r)F.(ex2+ 1)_*_ _%p? "
ex ex

476. Problema*

Data aequatione ad curvam ZM X (14. Fig.) inter ejus coordinaias
xt= AP, y:=MP; invenire dijlantias perpendiculares centri curvedinis de-
biti pun&o M ab axibus coordinatarum VU, DE.

So 1u ti o.
Sit M N normalis, et in hac centrum m circuli curvedinis debiti

pun&o M, rop~z vero et mg~Ap~ufmt diftantiae ejus perpendi-

culares ab axibus VU ,D E coordinatarum x”~: AP, y M P; erit, ob
yom r.PN (r— MN)y ry
curvedinis radium r= mM, Pp= -glT'z~ ~~-m T~ ~m7T ~ vy’
. r PN . . .
hinc u-=x+ quodfi ergo fumantur valores pro radio r, normali

M N, et fubnormali NP .per (474 456 §.) fiet

ey(ey2+ex2) EXrey2+ «x2)
unN=x+ \ e Z = — e — y-

-eyex— eyex eyex — eyex
477.co-
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477. Corollarium r,

Data aequatione ad curvam ZM X inter ejus coordinatas x » AP et
2 .
ynrMP, poterunt y et sy, *y per x determinari, quo ipfopoterunt

‘etiam u= Ap, zrr:mp exprimi per x: hac ergo ratione poterunt deter-
minari duae aequationes inter u, z, X, ex quibus, eliminando variabilemX*

unicam aequationem inter u et z licebit derivare (477; 80*

47H* Corollarium 3.

Si cogitentur radii curvaturae ZR, M'm', Mm , M"m"'debiti fingulls
pun6Us datae curvae Z M X ; jacebunt omnia centra R, m', m, m" in linea
curva RmS, cujus natura per naturam curvae ZM X perfe&e eft deter-
minata, ita ut, data aequatione ad cu-rvam ZM X inter ipfius eoordinaf
tas x:=AP, y~MP, ex hac ipfa aequatione per (476. 477. §.) poffit elici

aequatio ad curvam Rm S inter ejus coordinatas u~Ap, z=mp.

479. Corollarium 3.

Aequationes in (476. 8.) dant per (474. 469. 8.) u ~x + TN~ , et
eu.
e yt ft fumas su. et multiplices per ex, sz vero ducas in «g,
e/x
f
illudque produ&um ab>hoc fubtrahasj obtinebis szsy — euex — B

(eyix— eyex} — (ey™+ ex2), unde, ob (474. 469. 8.) prodit szsy
eu
— EUEX"N=0, et —= = _gy_ .
480. Theorema
Radius M m circuli curvedinis debiti punffo M datae curvae ZM X tan-
git curvam Rms centrorum curvedinis fingulis curvae ZM X punffis debi-

torum (478. 8+) *n punffo m, aequaturque Jummae Rm -f RZ arcus Rnj
et radii ZR curvedinis punfto extimo Z, debitu

Demon/lrati o.

1. Tangat refla nm arcum Rm in m; debebitelle Tangnm p= -*,
ez
et Cot aNptr:CotMNTP = (455* 8)@ igitur erit angulus nmp

complementum anguli mNp ad unum reftum (479. §.), quod eft impoffi-

bile, quin tangens nm coincidat cum radio curvedinis M m.

2. Dein*
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2. Deinde, aequatione pro z in (479. 8.) differentiata, tum reftitutis

valoribus pro e/u et r ex (474. 469. 8.), obtinebitur «r — ; hinc.

ex

ob fiy~i~-(4r9-8-)» adeoque sfi==~~ / (6U*+ 62*) per (469. §.>

erit gr:=/(£z* + su2) exponens differentialis arcus Rm (469. 8.). Et
ideo debet effe r=R m -f Conft: cum autem pro arcu Rmr=o0 radius cur-
vedinis r=M m fiat rp=RZ; debet effe conft ZR, etr=Mm”~Rm
+ ZR.

481. Theorema.

Et vicijjim, fi curva RraS talem fitum refpeftu datae curvae ZM X
habeat, ut, dufta ad quodcunque punftum m tangente M m, haec aequetur
arcui Rm aufto tangente Z R; erit quaevis ejusmodi tangens M m radius
circuli curvedinis debiti punfto m datae curvae Z M X , proinde centra omnium
circulorum curvedinis fingulis punftis curvae ZM X debitorum jacebunt in
curva ZmsS.

Demonftratio.

1. Cum per hypothefim Mm tangat curvam Rms in m, pro n— LAp>

z=mp, ti*Rm x~AP, y*=MP; eritTang Nmp= Cot MNP~"=:~:

sz.
z &u
tangens Nm = — efi, et fubtangens Np = per (455.456. 469. §.).
A T Mm.su .. uefi— Mmeu
2. Adeoque erit Pp= ——=— |, hinc x sr:-—-—— ———ev — e porro
NImE£z — 7.eu
Y! ej*

3. Quodfi ergo, pro M m ~k, hinc skz=eju.,, ob Mm= Rm+2ZR
per hypothefiu, fumas ex et ey in (2), reperies, ob e~"™zr~ez"-f-eu2),
ey __e'u

quotientem — — .
4. Eft itaque Cot MN P:= ob (i)>(3)» quod nequit fubfiftere quin
fit MN normalis ad punftum M curvae ZM X (455. §.).

5. Radius curvedinis debitus punfto M coincidit ergo cum Mm; eidem

vero radio aequari reftam M m, fic poteft oftendi. Si capias exponentem

&V & Ix

differentialem «y in (2), obtinebis ob (3) k=M m

efiez. — ezefi
__y . y Eft
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Eft autem per (3) m EX - —, unde diiTerentiando produ-
£« / (gy- 4" exzj r
£ 2

2 2 («ysx— €Xsy)eV6.tt2 , .o .
cftur e/Lisz— E£ZE£ ,«,~ =N mmmmmmmmmmmee -7 « “oc XJ'tur vaiore fub-
(ey2-f-s x2) 2
(tituto in praecedenti expreffione pro k obtinebitur radio curvedinis in

pun&o M 7474 §)).
482. Definitio.

Si linea abfciflarum VU (15. Fig.) tangat datam curvam RSinR, fu-
maturque pars ejus conftans ZR, tum cogitetur ad quodvis punctum m
ejusdem curvae duci tangens Mm — Rm-fRZ, nimirum aequalis fummae
arcus Rtn et reftae conflantis Z R; jacebunt punfta extima M omnium tan-
gentium in certa curva ZM X, cujus Evolutam vocant curvam RmS. Si,
inquiunt, concipiatur curvae RmS filum ZRmS ita adplicari, ut
ejus pars ZR eandem in R tangat; tum cogitetur extremum Z aequabiliter
verfus X progredi, ut femper pars fili Mm curvam deferens in rectam pro-
tenfa fit, quae curvam in m tangat; curva R S evolvatur in lineam reftam
determinatam per ejus tangentem XS = RS-f-RZ, pun&umque Z genera-
bit curvam ZM X: ob hanc ipfam caufam vocant curvam RmS evolutam,

et ZM X curvam evolutione prioris genitam.

483. Corollarium 1.

In evoluta RmS curvae ZM X jacent centra omnium circulorum cur-
vedinis fingulis punftis curvae ZM X debitorum, ita ut, fi ad quodcunque
pun6tum m evolutae ducatur tangens M m curvae ZM X in M occurrens,
pun&um m debeat effe centrum, et Mm radius circuli curvaturae debiti
puntto M (481* §e)e

/ 484, Corollarium 2.

Data aequatione ad curvam ZM X evolutione alterius curvae RmS ge-
nitam inter coordinatas xnrAP, yt=MP, poterit, ob (483*§-)> Per(47"*
477. 478- §+) determinari aequatio ad evolutam RmS inter coordinatas
u~Ap, z-mp.

485, corollarium 3.

Cum fit tangens Mms=Rm + ZR radius curvedinis in puntto M cur-
vae ZM X (483* §e)> erit quilibet arcus Rm evolutae RmS algebraice
rectificabilis, fi radius curvedinis in quovis pun&o M curvae evolutione
prioris genitae aequetur funttioni algebraicae.

Vulutren J. Dd 486. PI'O-

fig. rj.
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486. Problema.
Data aequatione ad evolutam RmS inter ejus coordinatas Rg=v, mq=t,

invenire aequationem ad curvam Z M X evolutione prioris genitam inter ipftus
coordinatas Z P:=x, MP=y.

Solutio*

i. Nimirum linea’ abfciflarum RQ datae evototae RmS 'eft perpendi-
cularis ad ejus tangentem VU in R, quae lineam abfcilTarum pro curva
Z M X evolutione prioris genita exhibet. Cum jam fit tangens M m=mR
-fZR =r radius curvedinis in punfto Mr pofito arcu Rm -s,et ZR=:a;
erit r= s4-a. Porro eft vi=Rg=mp, ett=mqgq=Rp = Ap— a:

igl-
G+ _ 4.ay6
tur per (479. 8.) reperietur y : = ______a)_«x_ v, etxt=t-|-a— (s 1-2) —

3. Deinde t= Ap— at=ir— a dat et — €0, etv=R g:= mp:=z dat

ev~ez: quamobremr fi pro his valoribus per (480. §. 2. n.) determines

et--—- , Obtinebis ex (1;
ap

ip.
s-fa)ev t , s4-a)et
§ r—z———rr— Vretxn=t4-a ------ 7( )————r--
(Ec eV} \ftl+ t\z)
-
3. Propofita ergo aquatione ad curvam RmS inter coordinatas vi=Rq,

ts=mgq, determinetur «t per sv: hoc enim valore loco st in (2) fubfti-
tuto obtinebuntur expreffiones pro y,x per v, t,s: ex his demum aequatio-
nibus et aequatione inter v, t data licebit eliminare v, t, eoque ipfo unam
aequationem inter x et y inde derivare, quae tamen ab arcu s= Rm haud
liberabitur.

487. Corollarium.

Natura curvae Z M X pendet a reftificatione illius evolutae RmS: fi
arcus s~ R m fuerit funftio algebraica ordinatae m q =t; erit etiam aequa-
tio inter x, y ad curvam ZM X algebraica, transcendens vero, fi arcus

st=Rm aequatur funftioni transcendenti ordinatae mq:=t (486. §.)*

488- Problema.
Data aequatione ad curvam ZM X (5. Fig.) inter coordinatas x = AP,

y — MP; invenire Jpatium MPCZ inter ordinatam MP et aliam ZC datam
in dijlantia CA ab origine A abfcijjarum.

Solu-
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Solutio.

Sit fpatium M P CZ =S, quod inftar unius funftionis abfciffae x*=AP
poteft fpeftari. Si abfciffa x ~ A P capiat incrementum A x— PQ, duca-

' turque ordinata Q m, et Mp parallela axi abfciffarum V U, altera vero pa-
rellela ml ordinatae MP occurrat in l; erit fpatium PMmQ — AS, mp
= Ay, MptrrAx; hinc AS >MpQP et fimul AS<! ImQP pro qualibet
differentia Ax. Habebimus igitur AS>y Ax et fimul AS< (y-j-Ay"AX,
unde ob (84* §¢) per (131. 80 obtinetur exponens differentialis eS=y«x,
cujus integrale aequabitur fpatio S.

489. Problema.

Data aequatione ad curvam AX (16. 17. Fig.) inter ordinatas z:=BCFig
ad datum punfitum C convergentes et angulos variabiles ACB = y, quadrare
/efforem ACB, feu invenire ejus aream S.

Solutio.

Angulus y=r=ACB capiat incrementum BCD”™A-y, et ex punfto C
radiis CB ™z, CD defcribantur arcus circulares Bd, Db; erit DdrzzBb
~N=Az differentia ordinatae B C ~ z, et area feftoris BCDczr AS differen-
tia areae Sz=BCA (17. 18- 8)*' fi ergo ordinata z fpeftetur inftar certae
funftionis anguli y; poterit poni AzcnaAy -f/3Ay2-fefc. (84.8.).

lam vero patet, aream AS feftoris BDC pro quovis angulo Ay ita
fe habere ad areas feftorum circularium BdC, bDC, ut debeateffe AS > BdC
et fimul AS < bDC (i6.Fig.), vel AS >bDC et AS< BdC (i7.Fig.);
ea propter, cum fit £frcus circularis Bd=rAy ,BCn=Ay.z, et bD~rAy.DC,
feu bD=Ay(z-]|-Az) in (i6.Fig.), etbD"“ -Ay(z— Az) in (17. Fig.) per
(5. 8. 3.Schol.); debebit effe AS > £z2Ay, etAS<37z2Ay-f (z+£(«Ay
4—/3A yz4*etc—))(aA 8Ay3—f etc.); vel A86£22Ay, etAN*>fz zAy
4.(i («Ay-FI3Ay2+ etc)— 2) (aAy2+ [3Ay3h-etc)).

Eft igitur fiS~=-zZ2€y (131. §.) exponens differentialis areae S, cujus

integratio dabit idcirco ipfam aream S— ABC.

490. Problema.

Data aequatione ad curvam BPC ( 18- Fig*)
X r=Ba, y*=zaP, cujus revolutione circa axem abfcijffarum A E cogitetur ge-

nerari corpus rotundum B C D ; invenirefoliditatem ejusdem corporis.

Dd 2 : Sol u-

inter ejus coordinatas rig.

16.17.

ig.
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Sol utio»

Seftio PmpnP in a perpendicularis ad axem A E abfcindit fegmentum
P Bp nPm:= S, quod inftar unius fun&ionis abfciffae x = Ba poteft fpe-
ftari. Si itaque abfciffa x = B a.augeatur incremento Ax = ab, cogitetur-
que per punftum b duci feftio rescr priori parallela; exprimet AS=Tpsr
partem totius corporis comprehenfam
quae

inter fettiones PmpnP et rescr,
idcirco pro quavis differentia Axrrrab erit major cylindro bafeos

FmpnP et altitudinis ab, fimul autem miuor cylindro bafeos rescr et

ejusdem altitudinis ab: igitur erit pro quavis differentia ab,
AS>PmpnP.Ax et AS< rescr.AXx.

Habet ae-tem feftio circularis PmpnP ordinatam aPrrry, et fe&io

rescr ordinatam rb=sb;=rR4-Pa:=sS4-pa:=Ay-4-y pro radio:

pro
ratione

| : tt radii ad femiperipheriam debet igitur eile Pm p nPz=7ryr2, et
rescr™r=7r(y-f Ay)z. Adeoque habebimus etiam

AS > *y2AXx et AS <7ry2Ax + 27ryAyAx-|-7TrAy2AXx.

Quare per (131. 8.) debet effe exponens differentialis gS:=Ty*sx,
cujus integratio dat foliditatem fegmenti S*"BPnpmP.

491. Probi ema

In eadem, tiypothefi (490. §.) invenire fuperficiem

rotundam fegmenti
PBpnPmp.

Solutio.

1. Refla AF tangat curvam BC inP, et abfciffae B b = Ba-f ab:=rx-f-Ax
refpondeat ordinata rb= rR -f Kb£=:rR 4*Pat= Ay-fy, quae produfta occur-
rat tangenti A F in Q : pofito igitur arcu BP=,it ponatur arcus Pri=A«.

2. Quare, dum curva BC fua revdutione circa axem AE corpus rotun-

dum CBD generat, concipi poteft arcus BP generare fuperficiem rotun-
dam fegmenti PBp, quae dicatur S, arcus vero Br fuperficiem rotundam
ita ut differentia AS prioris fuperflciei aequari debeat fu-
perfkiei rotundae partis hujus fegmenti interceptae inter fe&ionesPmpnP,
rescr in punftis a, b ad axem AE perpendiculares. *

3.

fegmenti rBs,

In eadem hypothefi (2) generant pars PQ tangentis AF, et chorda
Por conos truncatos PpgQP, PposroP;
produftae in Q
diorum rb, Q b.

pars vero Qr ordinatae br
intercepta inter tangentem et curvam generat annulum ra-

4. Eft
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u

4, Eft aufcem pro quavis differentia Ax = ab abfciflae x = Ba fuper-
ficies rotunda AS in (2) major fuperlicie rotunda coni truncati Porsop,
et fimul minor fumma fuperficiei rotundae coni truncati, PQq p, et fuper-
, ficiei planae annuli radiorum rb, Qb in (3).

5. Superficies rotuuda coni truncati Porsop, fumta ratione i:r ra-
dii ad femiperipheriam, eft n(2y + Ay) Port=rr (2y + Ay) Ay2+ Ax2).

6. Superficies vero rotunda coni truncati PQqp eft 7r(2y-fAy
+ rQ)PQ; et fuperficies plana annuli radiorum rb, Qb eft'it(2y+ 2Ay
-fQOQr.

7. Quamobrem, fT/*(Ayz-f A x2) exprimatur per (46g.8.), et rQ,
PQ in (5) (6) determinentur ut mq, Mq in (462. §.), obtinebimus ex

(5) (6) (4) pro certis coefficientibus k, J m ,---—---—- J;K, L, M, etc. fequentes
expreiiionesv

AS b~ ~ Ax/ (ey2-f-«x2) + kAx24—IAx34—tnAx44etc.

AS < A X/ [«y2+ «xa) -FK Ax2-fLAXxT-f MAx4-f etc.

Per (131. §.) eftitaque sS:= 27ry/'0 y2+ 2x2) s= 2ry eft (469.8,)
Exponens differentialis functionis S aequalis fuper/iciei rotundae fegmenti

P Bp, cujus integratio dabit fuperficiem S.

Dd 3 CAPUT
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CAPUT IX

DE

QUIBUSDAM CURVIS SPECIATIM.

492. Problema,

,/fdmiJJa refolutione aequationum omnis ordinis, explorare fitum curvae, ad

quam data fit aequatio inter ejus coordinatas x, y, refpettu axium harum .
coordinatarum.

Solutio.
x y Xy
1. Data ad curvam aequatio fit <«-f- + "A— 0 (443*§0 * quae ita
fit comparata, ut pro vel y = o omnes termini complectentes xcafu

primo, vel y cafu fecundo, fiant aequales nihilo.

2. Quaelibet ordinata y exhibet diftantiam perpendicularem unius
puniti curvae ab axe abfciffarum; et quaevis abfciffa x dat diftantiam ejus-
dem puniti curvae ab axe ordinatarum aequalem diftantiae puniti axeos ab-
fciffarum, in quo ei infiftit ordinatay, ab origine abfciffarum (414. 411.
447+ s.)-

3. Fiat igitur in data aequatione ad curvam ordinata y:=o0; abibit ea
in aequationem determinatam a-f<p=o0 ob (1), per quam determinan-
tur abfciffae x, quibus refpondent ordinatae yt=o0, in quarum idcirco
punitis extimis curva axi abfciffarum occurrit, eundemque fecat vel tan-
git (2). Quaevis ergo radix realis aequationis x4 -<p— o, pofitiva vel ne-
gativa, dabit unam abfcilTam x, pofitivam vel negativam (413. §.), aequa-
lem diftantiae unius puniti axeos abfciffarum ab harum origine, in quo
curva occurrit eidem axi: toties itaque occ1)J(rret curva axi abfcillarum,
gquot radices reales habuerit aequatio a + fi quae harum radi-
cum inter fe aequales fuerint, omnes pofitivae, vel omnes negativae, in-
diciumerit, totidem curvae ramos in uno eodemque panito occurrere axi
abfciffarum: fi autem omnes radices aequationis x-\-Q ~o fuerint ima-

ginariae; fignum erit, nullum extare punitum in axe abfciffarum, in quo ei
curva occurrat.

4- Sic
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4. Sic quoque pro x ™ o abibit data aequatio (1) in aequationem, de*

terminatam quae determinat ordinatas refpondentes abfciflis
X = 0, ordinatas idcirco in origine abfcifFarum coincidentes cum axe ordina-
tarum, aequales diftantiis totidem' pun&orum hujus axeos ab origine ab-
fciflarum r in quibus ei curva occurrit (2). Quamobrem occurret curva axi
ordinatarum in tot pun&is, quot radices reales inaequales habuerit aequa-

tio u-\-%/iz::ot fi quae vero ejus radices reales fuerint aequales, omnespo-
fitivae, aut omnes negativae; determinabunt hae unum punftum in axe
ordinatarum , in quo ei totidem rami curvae occurrent: fi autem omnes ra-
dices illius aequationis fuerint imaginariae; indicabunt eae, nullum dari

punftum in axe ordinatarum, in quo ei curva polfit occurrere.

5. Denique fumatur quaecunque.determinata abfciffa xtrr + a pofitiva

vel negativa, abibit data ad curvam aequatio (t) in aequationem deter-
sa *ay
minatam X P+ ix— 0. Quaelibet radix realis hujus aequationis, pofi-

tiva vel negativa, dabit unam curvae ordinatam y, pariter pofitivam vei
negativam, refpondentem abfciffae x — _+ar quo Jpfb- determinabitur unum
punftum curvae in diftantia xE=a ab axe ordinatarum et diftantia y ab axe
abcilfarum (2)* Si quae autem reales radices fuerint inter fe aequales,, omnes
pofirivae vel omnes negativae;, omnes unum tantum punftum curvae in
diftantia t=a ab axe ordinatarum et diftantia ab axe abfciffarum deter-
minabunt, in quo totidem curvae rami concurrent: radices demum omnes
imaginariae denotabunt, nullum curvae punftum jacere in diftantia x — 4-a
ab axe ordinatarum.
493. Corollarium, r.

Cum aequatio ad curvam inter coordinatas x,y proy:=o0 nequeat elfe
altioris ordinis, quam eft ipfa curva (442. §.)> nec ulla aequatio determi-
nata plures radices polfit habere, quam unitates exponens ordinis comple-
bitur, ad quem ea pertinet (175. §.)? perfpicuum eft, nullam curvampofie
axi abfciflarum in pluribus punftis occurrere, gquam unitates continentur it
exponente ordinis, ad quem curva fpeftat; fieri tamen poffe, ut aliquacur’,
ei in paucioribus punftis, alia vero in nullo punfto occurrat (492. 8.3 n),

494* Corollarium 2*
Omnis refta, quemcunque illafitum refpe&u datae curvae habeat, poteft

fumi pro axe abfciffarum (412. §.): impoffibile ergo eft, ut aliqua refta

datae
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datae cuicunque curvae iu pluribus punftis occurrat, quam unitates habet
exponens ordinis, ad quem curva pertinet (449. 493. §.)*

49%. Corollarium 3%

Refta, quae per punftum curvae 2fHe'x, ~plex, aut generatim ntttplcx
tranfit, cenfenda eft curvae eo ipfo in 2, 3, aut generatim n punftis occur-
rere (440.8.): quare, cum poffibile fit, reftatn per punftum ntuplex curvae
ita ducere, ut illa adhuc per aliquod aliud ejusdem curvae punftum tranfeat,
curvae idcirco ad minimum in punftis numero r.-f-i occurrat, impofiibiie eft,
ut aligua curva aut ntuplex punftum liabeat (440.8.), cujus index nexponen-
tem ordinis, ad quem curva pertinet (442. §.), exaequet aut fuperet, -aut
bina habeat punfta multiplicia, e. gr. punctum mtuplex et aliud rtuplex,
qguorum indices m-}-r fimul exponentem ordinis curvae fuperent (494. §e).

496. Coiollavi uni 4-

Curvae fecundi ordinis non poliunt habere punfta multiplicia, con-
fequenter nec cufpides, neque nodos (442. 441. 495. §.).

497. Corollarium 5.

Curva, ad quam datur aequatio inter coordinatas x, y habebit ramum
juxta axem ablciffarum in indefinitum excurrentem, fi abfciiiis x ultra cer-
tum valorem a indefinenter credentibus femper aliquae ordinatae vy,
omnes pofitivae vel omnes uegativae, refpondeant: et fi hae continuo
fuerint minores; erit linea abfciJlarum afymptotus ejus rami (492.8. 5. n.
ct 437+ 5.)

498.. Corollarium 6»

Si data ad curvam aequatio fic fit comparata, ut determinatae alicui
abfciffae x ~ k ordinatae y reales, una vel plures, abfciftis vero xr ;k + e
gquantitate e quomodocunque parva auctis aut minutis ordinatae tantum
imaginariae refpondeant; habebit curva unum vel plura puncta in diftantia k
ab axe ordinatarum ita fejunfta a reliquis ejusdem curvae partibus, ut nul-
lus arcus curvae in iis punftis initium poffit fumere, aut terminari (492. g.
5. n.): punfta ejusmodi conjugata vocantur.

499. Corollarium 7.

Tangens ad punftum conjugatum curvae eft imaginaria; et reale cur-

vae punftum, cui non nifi imaginaria tangens refpondet, debet eJTe conju-
/gatum (498- 4*5- §0*

500. Pro-
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500. Probiema
Data ad curvam aequatione Zz=:0 inter coordinatas x, y , determinare

filum tangentis etfubtangentis pro dato pitnffo.

Solutio.
1. Sit UV (19. 20.Jig.) axis abfeiffarum, et illarum origo punftum
A vel B. Pun6lum curvae, ad quod tangens du&a cogitetur, lit M, deter-
minatum per ordinatam pofitivam vel negativam P M, et abfciffam pariter
pofitivam aut negativam AP vel BP (413. §.). '
2. Cum data aequatio Z ~ o comple&atur fun&ionem Z duarum varia-
bilium y,'x, erit ?eZ -\-xeZ =0 (141. §-); igitur, fifit *sZz=Aey et

XgZ =B sx, habebimus ~Vm m ~
«X A

3. lam vero, per hypothefin, datur pun&um contadlus M, cis vel
trans axem abfciftarum UV (i), unde per fe elucetV tangentem TM cafu
primo cis, et cafu fecundo trans axem abfeiffarum UV cadere. Attenda-
tur porro ad exponentem differentialem ey ex dat”aequatione Z — o de-
rivatum (2): fi enim is pro data abfciffa x= AP, vel x= BP, et ordinata
y — MP, utraque abfolute fpeftata, pofitivum valorem habeat, vel uega-
tivum, conflabit eo ipfo, crefcente abfciffa xX:AP vel x~B P ordina,
tam y = MP crefcere cafu primo, et decrefcere cafu fecundo (444. §.);
confequenter jacebit tangens T M cum fubtangente T P ad eandem partem
ordinatae MP, ad quam jacet origo abfeiffarum A vel B, cafu primo, ad
partem vero oppofitam cafu fecundo (418- §e)e

4. Quamobrem, quo fitus tangentis et fubtangentis refpeflu axeos ab-
feiffarum UV ordinataeque MP perfe6le definiatur, determinari debet ad-
huc magnitudo abfoluta angulorum MTP, TMP: hi autem determina-
buntur per (455- 8¢)> fi» fpeftata magnitudine abfoluta abfeiffae x et ordi-
natae y, exponens differentialis sy (2) pro illis abfeiffis, pro quibus cre-
fcentibus decrefcunt ordinatae (3), cum fignis contrariis fumatur (454—80*
ita ut fiat

TangMTP= GotTMP=-i~";

N J—
TangTMP~ACotMTP Heey t
figno — pro eo cafu adhibito, quo «y fuerit valoiis negativi (3).

Vohmtn T, Ee Scho-

Fig. s>
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Scholion.

Exemplo fit circulus (i.Fig.) radio rz= AC defcriptus» Si diameter

AB fit axis, et A origo abfciffarum; erit yzt=2r\ — x2 aequatio ad cir-
Tr- exjsx

culum, eaque dabit ey = ---—-—--—--— Exprefiio haec retinebit fua figna,
fi etiam —sy loco y fumatur: cum enim ey ex y=Hh”(2rx— *2)
nafcatur; debebit utique, fumta ordinata— y, fumi etiam— ey. Quare,
cum hoc cafu abfciffae negativae locum non habeant, crefcente abfcilfa po-
fitiva x“ AQ ufque x:=AC:=r habtbit ey valorem pofitivum, eodem
vero crefcente ultra x~AC ™= r obtinebit ey valorem negativum: hinc
ergo per (3) colrigimus, tangentem UP et Uq cum fubtangente U Q pro
quovis punfto P, g primi quadrantis AD et quarti AE ad eandem cum
origine abfciffarum A partem ordinatae cadere; tangentem vero Vp et VM
cum fubtangente Vm pro quolibet punfto p, M fecundi quadrantis DB et
tertii BE ad partem ordinatae ei oppofitam cadere, ad quam jacet origo
abfdffarum A. Quodfi demum m denotet angulum ad U vel V, fub quo
tangens fecat axem et n delignet angulum ad P, q, M, vel p, fub
quo tangens occurrit ordinatae, habebis per (4) fequentes expreffiones,
figno — pro fecundo et tertio quadrante adhibito, ob x=A m >r,

Tangm”~™=+ -—y—~~ Tangn-~+ r.V X
Pro abfciflifi u a centro C computatis effet aequatio ad circulum

v,z —ZTz — uaf hinc eyv=z— - — - : erit igitur ey pro omni abfcilfa et or.
clinata valoris negativi, unde fequitur per (3), tangentem cum fubtangente
pro quovis circuli punfto cadere ad partem ordinatae ei oppofitam, ad quam
jacet centrum C fumtum pro origine abfciffarum: per (4) autem, retenta

praecedente literarum m, n figr.ificatione, , ,habebimus Tang tn ~ et

Tang u Plura exempla in fequentibus fe fponte offerent,

501. Corollarium 1.

Cognito fitu tangentis et fubtangentis (5C>0.8), innotefcet eo ipfo
fitus normalis et fubnoVmalis (420. § ). Normaiis nimirum cum f~bcormali
femper cadit «d partem ordinatae illi oppofitam, ad quam cadit tangens
euin fubtangente: quodfi ergo immediate ex data ad curvam aequatione

Z— 0
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Z = 0 flicias differentiando exponentem differentialem ey (500.§. 2. n.),
habebit is pro datis coordinatis, abfolute confideratis, valorem pofitivum
vel negativum, qui indicabit, normalem cum fubnormali cafu fecundo ad
eandem partem ordinatae, ad quam jacet origo abfcifTarum, et cafu primo

ad partem illi cppofitam cadere (500. §. g.n.).

502. Corollarium 3.

Dato fitu tangentis, fubtangentis, normalis, et fubnormalis
501. 8.)» determinabitur per (456. §.) magnitudo abfoluta harum linea-
rum, modo, fpe&ata magnitudine abfoluta coordinatarum, ey pro illis ab-
fciflis, pro quibus crefcentibus decrefcunt ordinatae, pro quibus idcirco
«y valorem negativum induit (444 8.)> cum figuis contrariis fumatur
454 5.,
Scholion»

Sic e. gr. in (500. §. Schol.), fi abfciffae a vertice diametri compu*
v2

" “ *

e . rv .
tentur, erit in circulo tangens + 'r , fubtangens —_— ubi

fignum— adhiberi debet eo determinato cafu, quo fit x>r: fi autem
r
abfcifiae computentur a centro, debebit elfe tangens — , et fub-

yz
tangens —— e

03. Corollarium 3.

Si aequatio ad curvam Z = o det yeZ4-xfiZ= Aey4-Bex =0
(5C0. §. 2. n.), ntque A= o vel B=:c, adeoque e~x — 0 vel $)7/ = 0 ;
erit cafu primo Tang TMP (19. 20. Fig.), et cafu altero Tang MTP
aequalis nihilo; primo igitur cafu erit tangens perpendicularis ad axem
abfciffarum UV, et cafu altero perpendicularis ad ordinatam, proinde

parallela axi UV.
504. Corollarium 4.

Verum fieri poteft, ut utraque pars >Z et xeZ aequationis differentialis eZrrro
aequetur nihilo, quo cafu fiet -f-?L==JL (503. 8.): hoc cafu aequatio
eZ”=:0 ad determinandum fitum tangentis haud fufficiet. Sumatur idcirco
fecunda aequatio differentialis e Z ~ o, adeoque >«Z+ 2ye .xsZ-f-xeZ:=o0
(152. 8.)» feU A eZy24-28ey ex + Cex2”=o0, fi fit ysZ rsAey?2 ye.xeZ

s=Beyex, etxeZ;=Cex2: hinc enim nafcetur aequatio quadratica
E e, - £

Fig. 19.20.
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— h*rr “ 4* —r =0, cuius binae radices exhibebunt duos vale-
te 1 C ey 1 eyz.
gx
res pro — ~ TangTM P (500. 8. 4 n)* Si utraque radix fuerit realis,

binae tangentes in M pertinebunt ad binos curvae ramos in M concurren-
tes, punitumque M erit duplex (440. §.): et fi hae radices inter fe aequa*
les fint, wunica tangens in M ad duos ramos fefe in M tangentes pertinebit:

quodfi autem ambae radices fuerint imaginariae; erit M punitum conjugatum
curvae (499. §.).

505» Corollarium 5,

Et generatim, fi ex data ad curvam aequatione Ztrro per (152’ 153 §0
determinentur fucceflive aequationes difierentiales eZ ~ o, eZ~o,

eZ="0, — - —eZ o, fjnguiae vero partes fingularum aequationum
pro dato curvae punito deprehendantur aequari nihilo; fumatur aequatio

differentialis ordinis proxime altioris €Zz=0, unde, fingulis partibus ex-

r
ponentis eZ per (153. §.) determinatis, tum per potentiam eyr et coeffi-

cientem potentiae gxr divifis, nafcetur aequatio rti ordinis
M S x S X2 . s Xr
ad-; A

_______ . e —eeeej- ~ 0. fii i hu-
6y y ey Sy T Jl 0 Quodfi jam omnes radices hu

jus aequationis fuerint reales, exhibebunt eae totidem valores reales pro

formae

ex
tangente — anguli TMP, quo cafu idcirco numero r tangentes ad

totidem curvae ramos in punito M concurrentes pertinebunt, punitum-
que M erit rtuplx (440. 8.): fi autem omnes radices fuerint imaginariae j
erit M punitum conjugatum (493. 8)** in genere demum pro n radicibus

realibus ejusdem aequationis erit M punitum ntuplex (440. §.).
506. Corollarium 6.

Hinc patet, qua ratione liceat explorare, an curva, ad quam datur
aequatio Z~=o0 inter indeterminatas coordinatas x, y, punita multiplicia
habeat, quave ratione coordinatae x, y, quibus ea punita refpondeant,
poflint determinari. Sumta nimirum prima aequatione differentiali eZ

r=vzdxez o (152. §)* fiat yiz=o0, xeZ~o, ficut eft Z— o,
tum ex und trium harum aequationum exprimatur valor alterutrius coor-
'divatae x, y, isque fubftituatur in reliquis duabus aequationibus : quoties

enim hae aequationes communes aliquas radices habuerint; toties poterunt

per
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per has radices determinari coordinatae x, y, quibas refpondent punfla
multiplicia: utrum vero haec punttu fint duplicia, vel triplicia etc. per
(504. 505. §0 licebit invefligare.

N 507. Corollarium 7.

Ubicunque adfunt cufpides feu puncta reflexionis, aut punfta flexus
contrarii, vel nodi, adfunt eo ipfo punfta multiplicia (441. §.): qu°dfi
ergo certo conflet, curvam, ad quam datur aequatio, nulla habere punfra
multiplicia (504. 505. 506. conflabit eo ipfo, eandem curvam nec
cufpides habere, neque pun&a flexus contrarii, vel nodos. Ex eo tamen,
quod aliqua curva puntta multiplicia habeat, haud fequitur, eandem quo-
que cufpides vel punCta flexus contrarii, aut nodos habere (440. 44i.8 ).

Schol ion.

Peculiariter idcirco debet invelligari, utrum datum curvae punfrum
multiplex fit cufpis, pun£lum flexus contrarii, vel nodus. Verum has
aliasque complures difquifitiones generales, quae, nifi uberius, quam fieri
folet, exponantur, tyronem facile in errorem inducunt, inta&as relinque-
mus, ne ab inftituti ratione nimiopere abducamur: iis itaque fubftituemus
adplicationem praecedentis theoriae ad peculiares quaspiam curvas, alge-

braicas et transcendentes, quarum aliquae in fequentibus erunt ufui.

508. D efinitio.
Inter curvas algebraicas maxime memorabiles funt Seffiones conicae.
Curva, cujus naturam exprimit aequatio yz”~r:px inter coordinatas x ,y
reftamque conflantem p, vocatur Parabola, et p ejus Farameter.

509. C orollarium 1.

Sit VU (21. Fig.) axis, et A origo abfciffarum, DE autem axis or-
dinatarum; refpondebit in parabola cuivis abfciffae pofitivae x " A P du-
plex ordinata y=dhv~p.AP (808- §¢), una pofitiva, puta y~M P, et
altera negativa y = Pm, priori aequalis, utraque eo major, quo major eft
abfciffa x ~ A P ; abfciifis autem negativis x=: — Ae non aliae quam ima-
ginariae ordinataey:= ~ — p Ae rcfpondebunt (508 §.): et pro abfciffa
x;= AP;=0 fiet etiam ordinatay ==MP= o0 (508 §)-

' 510» Corollarium 2.

Parabola conflat ergo duobus ramis» AR, AS in origine abfciffarum

A concurrentibus, qui juxta axem abfciffarum V U in indefinitum excur-
Ee 3 runt,

rig. 2i.

»
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rtont, eo magis ab eo recedentes, quo magis verfus U producuntur. Linea
vero abfeifiarnm V U bisfecabit omnem chordam Mm ei perpendicularera,
et ideo dividet illa fpatium M Am in duas partes AMP, AmP congruen-
tes, proinde inter fe fimiles et aequales (509. §.). Eapropter appellatur A

Vertex parabolae, AU autem eft ejus Diameter ab/oluta,

axis (438 §)'

et in fpecie

511» Corollarium 3..

Siex vertiee A ad quodcunque parabolae punftum M ducatur refta
AM; erit AM2=M P 24-AP2: igitur AM2=:(p-fx) x (508. 8

513. Corollarium 4.

Tangens T M (vel T m) ad quodvis parabolae punftum M (vel tn)
cum fubtangente T P debet jacere ad eandem partem ordinatae MP (vel
m P), ad quam jacet ejus vertex A ; normalis veroM N (vel mN) cum

fubnormali N P cadet ad partem oppofitam (508 500 §. 3 n.) 501. §.): po-
fita abfciffa X= AP, et ordinata yr::MP, obtinebuntur per (508. 456.
455- 8+) fequentes exprefliones pro tangente, fubtangente, normali et
fubnormali, fitugue harum reftarum refpeftu axeos et ordinatae.

TM=/(px +4x2; TPi=2x: MN=/(|p*4-px):

NP=ip; SinMTP=CofTMP==YA"r-~A~_")-

513. Corollarium 5.

Subnormalis parabolae eft conftans, nimirum aequalia femiparametro;

fubtangens vero aequatur duplae abfciflae; et tangeus in vertice A fit per-
,pendicularis ad axem AU (512. §.):

514. Corollarium 6.
Pro arcu =AM, cum fit gx==2 ~ (508. 8.); erit per(469.5.)

t — /(p2+ 4y2)» unde, integrando per (289 8¢) reperietur arcus
/xt=Z + C pro quavis.abfciffa x~ AP, qui pro x= 0, debebit pariter
aequari nihilo, quo ipfo valor conftantis ¢ poterit definiri (238 §.)e

515* Co-
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515. Corollarium 7.
2
Si quaerantur exponentes differentiales gy, ey pro £x:=i ex

(5~8 §‘)» habebit «y valorem pofitivum, et 92y valorem negativam, pro
quavis abfciffa x*"=AP: in parabola ergo crefeentibus abfcilfis creicunt
ordinatae (444. §.) (prouti id jam ex 509. §. elueet); et in quovis punfto
M obvertit parabola concavitatem axi abfcillarum AU (461 §'), radins
vero curvedinis in quolibet punfto M continetur fequenti expreiTione
(4~2.5.), fitque, pro xrrro, in vertice A aequalis femiparametro,. adeo-

que aequalis fubnormali (513. §-.).
(p + 4\YE
2p*
516. Corollarium £

Dato radio curvedinis r= Mm (15. Fig.) pro indeterminato punfto M
parabolae ZM X invenietur aequatio per casa- s-) *d ejus evolutam RmS
(482. §.), quae, cum femper fit ZR + Rm=:r=: expreffioni algebraicae
variablis x (5*5- §8-) ? erit algebraice rectiilcabilis, ita ut quivis arcus fu>
turus fit Rm =r— ZR.

517. Coro llstriu 1l 9.

Pro fpatlo parabolico AMP = S (21. Fig.) erit eS = *mi - 3- (%$c8-
488- 8+)> bine, cum pro x“ AP =o0 debeat fieri S= AMP — o, inve-
nietur S— AMP— y3 (247. 2-38. 8.) == ]y x (5cg. S )5 <K®ia*n
5’\=AMP aequatur ergo duabus tertiis rcftanguli MdAP.

518. Coro iiari um io*

Si pro x— Ba, y= aP (18-Fig.} arcus BP parabolae revolvatur
circa axem BK; nafcetqr conoides paraboiicum BPp = Sr eritque ejus
foliditas St=-i-7rpx2 (490 508- §¢) » fed etiam fuperficies rotunda ccnoi-
dis BPp per C5°8 49I*S») ope calculi integralis facile determinabitur.

Si 9. Defini tio.
Focus parabolae eft punftum axeos, cui inftflit ordinata ftmipara-

metro aequalis»

520. Co-

Fig. 15.

riS-8r

Fig. i*
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520. Corollarium r.

Si F (21. Fig.) fupponatur effe focus parabolae, et ordinatay “ QF
— pro AF = E diftantia foci a vertice A (519. §); debebit effe
£p2— pE (508. §¢), unde obtinetur E= £p, et pV=4E.
521. Corollari um 2.

In parabola dat 2E fubnortnalem (520. 513. §.), quadratum vero cu-
juslibet ordinatae eft y2:=:4xE (520. 508- §.) Quamobrera, dufta ex
foco F ad quodcunque parabolae punftum M refta F M, cum fit
FM=/(MPz-hFPi), fiet FM = x+E”™AP + AF.

522. Corollarium 3,

Si praeterea ducatur refta Md parallela axi AU, quo' fiat angulus
dMT=FTM; erit, ob FT=:FM (521. 513. §.)» etiam angulus

FMT= FTM = dM T: tangens TM bifiecat igitur angulum dMF.
523. Problema.
Invenire aequationem ad parabolam inter abfcijjas u= Mn in refta
ML axi AU parallela a punfto M, cujus dijlantia MP— a ab axe data
fit, computatas: et ordinatas gqnr=z tangenti TM parallelas.
Solutio.

1. Pro ordinata orthogona y~zqql et abfciffa xr=:Agxerity=a-f qgr,
et Xr=AP + u+ nr.

2. Eft autem AP= —- (508.8.), TP = TM s= /(p2+ 4a2

per (512. 8e); hinc, ob .fimilitudinem triangulorum gnr, MTP, fiet
Nz 2 »Z

qi,_ 7 (Pa+ 4ai; C nr”~'/Cpz+ 4a2)

N Per (2) determinabitur y et x in (1), atque his valoribus in
(5"S- sm) fubftitutis obtinebitur feqnens aequatio.

z,_ (rlx i£ )0=0.

524, Corollarium.

Cuivis abfciflae u— Mn refpondet duplex ordinata, tina pofitiva
zrrnq, et altera negativa z:=:np, priori aequalis: refta ML axi AIT
parabolae parallela biftecat igitur omnem chordam qp tangenti ad M

paral-
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parallelam; confequenter omnis refla ML eft una diameter parabolae,
ficut ad omne pun&um M una tangens TM poteft duci (438 8§.)e
525. Definitio.

b2 x b2xa .
Curva, cujus naturam exprimit aequatio y2— — - NT— inter co-

ordinatas x,y, rcftasque conftantes a, b vocatur Eilipfis.

526. Corollarium 1.

Sumto in axe abfeiffarum VU (22. Fig.) pun&o A pro origine abfcif
larum ; erit in eilipfi ordinata y ~ o0 tam pro x =» o quam pro abfciffa
pofitiva xr=an=AB: cuivis autem abfciffae negativae x= — Ar, et po-
fitivae Xt=Ar'>AB=2a refpondebit ordinata y imaginaria. cuilibet de-
mum abfciffae pofitivae xnrAP < AB — a refpondebit duplex ordinata,

una pofitiva yr=M P, et altera negativa v= — Pm priori aequalis, utra-
que, abfciffa X:AP continuo crefcente, primum crefcens ufque dum
fiat y — :bCz CE — pro x— AC = |jAB = Ja, tum decrefcens, ab-

fciffa crefcente ultra AC, ita ut ordinatae MP;=mP et Qp=qp aequi-
diftantes a medio punCto C reflae A B inter fe debeant effe aequales

(525- §e)e
527 Corollarium 2.

Si ducatur chorda mq veJ MQ parallela lineae abfeiffarum UV, et
ex punftis m, g vel M, Q ducantur ordinatae mP, qp, vel MP, Qp, de-
bebit effe mP~=qgp, et MP~=Qp: ordinatae mP et qp, vel MPet Qp,
jacent igitur in aequalibus diftantiis a medio punfto C reftae A B (526. §.);
confequenter refta D E in punfto C ad A B perpendicularis biffecat om-

nem chordam mqgq vel MQ in n.

528. Corollarium 3.

Et quaevis chorda mQ tranfiens per medium pun6lum C reflae AB
biffecatur in C. Duftis enim ordinatis Qp, mP debebit effe Cp=CP,
eoque ipfo etiam QC=:mC: fecus enim effet e.gr. CP >Cp, adeoque
aligua Ca— Cpj hinc ordinata y~?=qprr=Qp (526. 8.)> proinde angulus
«Cyt~QCp, quod eft impoffibile, quin lit angulus «Cy~PCm, pun-
ftumque a in P jaceat.

529. Corollarium 4.

Eilipfis continetur fpatio finito ADBEA, habetque quatuor Vertices

A, B, D, E, et duos Axes AB:=a, DEt=b in Centro C fefe bilTecantes,
Voiumtv |. j-f quorum

Fig* 2*.
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quorum quivis totam ellipfim in duas partes congruentes, inter fe fimiles
et aequales dividit (526. 527. 528. 438* 439* §0: A B ~a vocant axem
principalem, feu transverfum, et D E = b axem /ecundarium feu conjuga-
tum (437, 8)).

530, Corollarium 5,

Pro Qp— vy, Aps=x, Cp:=u erit x— £a-fu: pro hoc ergo va-

b2u2

lore loco x in (525. §8.) obtinebitur aequatio y2:=£b2------- — ad ellip-

firn inter ordinatas y=rQp et abfeiflas u:=C p a centro C computatas.

v 531. Corollarium 6.

n (525. §.) ef R pofitivi I gativi lori

In (525. §.) eft ey — ——— ofitivi vel negativi valoris,
( ) y 2 VvV X

prout eft x-<”a vel x >£a, abfciiTis xr=AP vel ~Ap a vertice A

computatis: tangens ad quodiibet pun<5tum eUipCeos cum fubtangente ca-

det ergo ad eandem partem ordinatae, ad quam jacet origo A abfciffarum,.
vel ad partem oppofitam, prout punf£tum conta&us in primo quadrante AD
aut quarto EA, vel in fecundo DB aut tertio B E jacuerit (500. §. 3-n.).

533* Corollarium 7.

. N
g’ic etiam ex (530. 59.) obtinebitur ey = — 2bU«U pro qua-

vis abfcifta u a centro C computata valoris negativi; unde per(500. §. 3. n.)
fequitur, tangentem ad quodvis punftum ellipfeos cum fubtangente cadere
ad partem ordinatae illi oppofitam, ad quam jacet centrum C.

533. Corollarium 8*

Sumtis abfciffis u a centro computatis, fi T tangentem, sT fubtan-

gentem, N normalem, et sN fubnormalem denotet, obtinebimus ex (532.
502. 8.). fequentes. exprefliones:

~ j« /* —_ _ - i=
>aa /*(a4— 4u2(a2— b2)); sNi a2

554. Corollarium 9.

Si tangens occurrat ordinatae in punfto contaftus fub angulo m, et
axi transverfo AB fub angulo n; habebimus ob (572. §.) per '500. §.4.11.)
pro magnitudine abfoluta horum angulorum fequentem formulam, quae eo

deter-
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‘determinato cafu, quo fuerit u:=o vel u” la dabit cofmrro velSinn—i :
nimirum tangens ad verticem axeos conjugati DE eft huic axi perpendicu-
laris, et parallela axi transverfo AB; tangens vero ad verticem axeos
transverfi AB eft eidem perpendicularis, et parallela axi conjugato DE.

. _ 25U *
CoimssSinn | — - f T X

535. Corollarium 10

suip g 4ul(e2- b))

Pro  ~ ~erit gu— 4—""1 per 2" 469-8¢);
quodfi ergo integraie hujus exponentis per (359-238-8') ita determinetur,
utpro u:=o flat quoque ~=0; obtinebitur arcus debitus ab-

foiflae u= Cp; adeoque pro u C1 3 £a obtinebitur quadrans elllp-
feos DB.
s36. Corollarium .
Et pro S= DCpQ erit per (488. 530*§0 ¢S = =i euvi(a* —4ud);
hinc, quia debet fleri S= DCpQ~0 pro u=rCp:=0, inveniemus per
(289. 238. §) St=DCpQ = — ['(a2—4U2 + ~ ArcSin-- Quamob-

rem pro utrria, quo cafu fit ArcSin®— ArcSin 1 obtinebitur

area quadrantis elliptici DCB~i*s-al)7r: area igitur totius ellipfeos

A DBE Ac=7"ab7T eft ad aream -—- circuli, qui fuper axe ABnm trans-
/

verfo tanquam diametro defcriptus cogitetur, ficut axis conjugatus b ad
transverfum a.

537. Corollarium 12,
Si pro Ba“ x, aP:=y arcus ellipfeos BP (18.Fig.) revolvatur circa

axem transverfum, generabit is fegmentum S= BPp fphaeroidis elliptici,
cujus genefis revolutione totius ellipfeos circa axem transverfum abfolvi.' <
tur: igitur per (450. 525. §.) reperietur eS, unde integrando per {249.

Il b2
238-§+) obtinebimus foliditatem fegmenti S= BPp== (3 ax*—2x3.
Hinc pro xnrz”a invenietur foliditas dimidi fphae'roidis elliptici "%,
et foliditas integri fphaeroidis «
Ff2 538+ co-
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538. Corollarium 13.

Sic per (491. 525*§-) °Pe calculi integralis quaeri poterit fuperficies
rotunda cujuslibet fegmenti, et dimidii, integrique fphaeroidis elliptici
A

539. Definiti@

Parameter axeos transverfi a in ellipfi eft tertia geometrice propor-
. _ b2
tionalis p.— —- poft axem transverfum a et conjugatum b» pun&um vera

in axe transverfo a, cui infiftit ordinata aequalis femiparametro £p voca-
tur Focusy et hujus diftantia a centro ellipfeos Excentricitas, quam dein-
ceps litera c defignabit-

540. Corollarium 1.
Valor b2=rap (539. §m) Cubflitutus in (525. 530. §.) dabit feqaenteS
aequationes ad ellipfim inter ordinatam y, et abfciffam x a vertice axeos
transverfi a, abfciffamque u a centro computatam.

p x2 . pu2
y2— px— — * y2—iaP— —

541. Corollarium a.

Pro' ordinata yr=”"p erit abtciifa, una pofitiva et altera negativa,
u~N+inCa2— b2 femper valoris realis, modo axis transverfus a fit
major axe conjugato b: in hac hypothefi habebit.igitur ellipfis in axe
transverfo A B (23. Fig.) duos focos F, f in at qualibus a centro C diftan-
tiis C F, Cf, eritque excentricitas CF 2=Cf= cz=z£”(aa— b2 per
(539 s>

542. Corollarium 3.
Denotante Er=Bft=A F diftantiam cujuslibet foci f, Fa proximo

vertice B,A, erit in ellipfi 4c2s=a2— b2; E~r-~a— c¢; pp=a---—--—-—--—---
1\
E —J per (541. 539. §.)-

543. Corollarium 4.

Pofita ordinata MPrr;y pro abfciffa CP~u> duftisque ad M ex
focis f, F reftis fM, FM, erit fM~ 4~ (y24-(c4~u)2)> et FMrr +
/ (y24-(c— u)2: fubftitutis itaque valoribus loco y% c2 ex (530.542.8.)

obti-
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obtinebimus f M— I—bC’\’\~a~0 et FM= + = -——— ~r0 " Ve-

rum, quia pro u= CA = -~a debet fieri fM = fA= c+1l:a> FM = FA

=rf£a — c, perfpicuura eft, efle re ipfa fM = ~2""l""é_ et FM =

a 2cu . -

544, Corollarium 5.

In ellipfi eft fumma reftarum fM+FM ex focis ad quodvis pnn-
ftum M duftarum aequalis axi a= AB transverfo (543. §¢): eapropter
eft refta fD = FD ex quovis foco ducta ad verticem axeos conjugati DE

aequalis femiaxi transverfo AC*“ |a.
545. Corollarium 6.

Dufta ad punftum M tangente TS, quae axi transverfo AB in T OC*
currat, debebit efle per (533. §.)

TA _ »2— 2au — 4cu a2 4cu
4u 4U 4u

546. Corollarium 7.
Datis diftantiis pur.fti interfeftionis T tangentis TS et axeos trans-
Terfi AB in ellipfi a focis f, F, dataque ordinata M Ptrry ad punftum con-
2MP
taftus , dabitur eo ipfo tangens TM = —-— /TF . Tf per (545.]542.

5B §e>
547. Corollarium 8*

Dufta ex foco F parallela Fm reftae fM; erit TF:Fm;==Tf: fM
ca:2u (545. 543-§-)> Hinc fiet Fm= TF .— t=F M (545* 543- §0 :
et ideo erit quoque angulus Fm M— F Mm. Tangens cum reftis ex utro-

que foco ad punftum contaftus duftis comprehendit igitur in ellipfi an-
gulos aequales fMS et FMT; normalis MN idcirco biffecat angulum

fMF (419 §.}. ]
548* Corollarium 9.

Aequatio ad ellipfim pro a2bfcitfis x =A P (22. Fig.% a vertice A com- rig. 22.

putatis (54°' §) dabit ey et ey per a, p, x, eritque cy pro quavis ab-
fcifla x valoris negativi: ellipfis obvertit nimirum in quovis punfto M
Ff 3 , conca.
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concavitatem axi transverfo AE (461. §.); radius vero curvedinis in M
comprehendetur ob (472. §.) fequenti formula, ex qua pro x — o, et x= a
obtinetur r= £p radius curvedinis in utroque vertice A, B axeos trans*

an X--a
verfi AB, et, pro x.— -~ r— — 7— — iaw — radius Curvedinis in
2 p2 , - P

utroque vcrtice D, E axeos conjugati.

r=4r0 *+ ~ (p~ a)xl+4& (a~ p)O 1°
549. Coro ﬂarium 10.
Pro recta FM ~z ex foco F ellipfeos ad pun&um M fub variabili

angulo y~ M F B dufta erit zt=-|a— 2° U (543."8.), et u— CP— CF

+b2
— FP=rc— zCofy, hinc et (542. 8 ) zt= " * qUodri £rg°

I-b4 £7
ponatur area fe&oris BIYIF~S; ent sS — ~ _ ~ cCofyJ* Per (489—8 ).

atque hic exponens differentialis per (333. §.) integratus, ita ut pro 770
integrale evanefcat, dabit aream BMF.

550. Definitio.
. o . X 1 K2 .
Curva, cujus naturam exprimit aequatio y2= Ty inter co-

ordinatas x ,y et conftantes reftas a, b vocatur Hyperbola.

551. Corollarium i.

Sumta origine abfeiffarum in pun&o A re&ae VU (24. Fig.) erit in
hyperbola ordinata y ;= o tam pro x=:0 quam pro abfciffa negativa
X ~ — AB — — &% cuivis porro abfciffae negativae x— — Av, exiftente

A.v<3 AB — a, refpondebit ordinata y imaginaria; et cuilibet abfciffae tam
pofitivae x— Ap, quam negativae x= — AP, exiftente AP> AB — a,
refpondebit duplex ordinata y, una pofitiva, yt=:Qp cafu primo ety — MP
cafu fecundo, altera vero negativa priori aequalis, yt=r-~pq cafu primo et
y — — Pm cafu fecundo * utraque in indefinitum crefcetis, abfciffa con-
tinuo crefcente, ita ut ordinatae QpJrnpg et MP”~Pm aequidiftan-

tes a punftis A, B inter fe aequales fint (550. g.)

552. Co-
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B52* Corollarium 2.

Hinc (551. §¢) eadem ratione, qua id pro ellipfi demonftravimus

(527>528*§0» elucet, omnem chordam M Q, mgqg perallelam lineae ab-
fcilfarum VU a refta DE biflecari in n, fi DE ad rectam AB in punfto

medio C fit perpendicularis; omnemque chordam Qra tranfeuntem per C

biifecari in C.
553. Corollarium 3.
habetque quataor ra-

Hyperbola extenditur per fpatium indefinitum,
bini vero pofterio-

mos AR, AS, Br, Bs, quorum bini priores in punfto A,

res in B concurrunt, tum illi et hi juxta lineam abfciflarum AB in inde-

finitum excurrentes eo magis ab illa recedunf, quo magis producuntur
(551. 437. §0. Habet praeterea hyperbola unum Axem AB:=a definitae
longitudinis, et duos Vertices A, B; alter autem Axis DE priorem in
Centro C biffecans, atque ad hunc perpendicularis, in fe indefinitae longi-
tudinis C55 1* 552*438— 439*§0 » potefi: poni' =r;b. Hoc modo habebimus

in hyperbola, ficut in ellipfi, axem principalem feu transverfum AB;=a,

et fecundarium feu conjugatum DE = B.

554. Corollarium 4.

Axis transverfus AB, utrinque produftus, dividit fpatinm inter quam-

vis chordam Qg vel Mm ei perpendicularem arcumque QAqgq vel MBm
interceptum in duas partes congruentes, ideoque inter fe fmiiies et ae-

quales: chordae vero Qq, Mm aequidiftantes a centro C et perpendi-

culares axi AB abfcindunt fegmenta QAq, MBm congruentia, inter fe

fimilia et aequalia (551. §,).

555. Corollarium 5.

Pro Qp= vy, A.ps=x, Cp= u erit x= Cp— CA = u— i» : hinc

et ex (550. §.) obtinetur aequatio y2= ~ - — | b2 ad hyperbolam pro
1 a-

abfciffis a centro C computatis.
556. Coro liarium 6.
Prior aequatio (550.78.) pro abfciffis x:=Ap a vertice A computa-

tis dat ey = ~ X + xiy ; et pofterior (555* SO pro abfciffis

u~Cpa centro C computatis dat ey = — bgq£-— T : utroque cafu
P P Y ay/(4u£1—-a2) 4

eft
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eft ergo sy pro omnibus abfciffis, tam pofitivis, quam negativis, gnibus
reales ordinatae refpondent (55I; §¢)> valoris pofitivi; unde per (500-
3. n.) fequitur, tangentem cum fubtangente ad quodlibet punftum hyper-

bolae ad eandem partem ordinatae cadere, ad quam jacet origo abfciffa-
rum fumta in vertice A, vel centro C.

557. Corollarium 7.
Sit T tangens ad quodcunque hyperbolae punftum dufta, sT fub-
tangens, N normalis, sN fubnormalis, y ordinata ad punftum contaftus,
u abfciffa a centro computata, m angulus inter tangentem et ordinatam,

et n angulus inter tangentem et axem transverfum; erit per (556.
$02. §.).

T = u2(b2-fa2)— a4); s T -47"-~ ;
2buvv”h 4u

i d >/t u2(b2+ a%) — aa):
Sin ns=: Cofm := , = _ -

558* Corollarium 8. \

pro fiet (557. Sinn t=1; tan-
gens ergo in vertice hyperbolae A vel B eit perpendicularis ad axem
transverfum AB.

559. Corollarium g.

Pofito hyperbolae arcu ~:=AQ, obtinebimus pro abfciffis u:=Cp
a centro computatis per (558. 469. §)\ ep=z Eux'(4u2(az + 92) —.24)

\% au—ad
qguodfi igitur hic exponens differentialis ita integretur, ut integrale

fx— AQ pro u“ CA = -|a fiat aequale nihilo, unde conftantis pendet de-
terminatio (238- §e); obtinebitur arcus ~ = A Q cuivis abfciffae u:=:Cp
debitus.

560. Corollarium io*

Pro fpatio autem S~= AQp habebimus per (555. 488. §.) «S

= ~£ u™(4u2— a?2): invenietur igitur fpatium A Qp cuivis abfciffae

u= Cp refpondens, fi eS per (289. 238. §.) llc integretur, uc pro
u”~CA ~Nia fiat integrale S*"AQp — o.

561. Co*
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561. Corollarium if.

Arcus BP (18. Fig.) hyperbolae, refpondens abfciflae x~Ba, et or-
dinatae y = aP, revolutus circa axem transverfum BE (553 §¢) generabit

t b2
conoidem byperbolicum PBE£, cujus foliditas S — 6“Ii—|f(3aX2+ 2*3 ope

calculi integralis per (490. 550. 249. §.) facile determinatur: fuperficiem
autem eius rotundam S per (491. 550. §.) pariter ope calculi integralis
licebit determinare.
562. Corollarium 12*
Si ad vertices A, B hyperbolae (25. Fig.) ponantur perpendicula GH,
gh biffe&a ita, ut dimidium cujuslibet perpendiculi AG, AH, Bg, Bh
aequetur femiaxi conjugato £b, tum per centrum C ducantur reftae L 11,

L1I; erit pro quavis abfcifla u~=CP> et ordinata y*"=MP in m produ&a,
mP = — : igitur mP2— MPz= £b2 (555.8.), etideo mM = ~

a _ 4(mP-fmMP)
Crefcente itaque abfcifla u“ CP in indefinitum, decrefcet continuo tnM,
quin fit poflibile, ut pro certa abfcifla u= CP fiat mM ~0O; quia fecus
fieret etiam b2= 0: rettae CL»CI,CLI, CI1 funt ergo afymptoti ra-

morum AK,Ak, BK1, Bkl (437. 8§.).

563. Definitio.

Parameter hyperbolae eft tertia geometrice proportionalis p=z; ----- -

poft axem ejus transverfum a et conjugatum b: punftum axeos trans-
verfi, in quo ordinata aequatur femiparametro, eft Focus, et hujus diftan-

tia a centro hyperbolae Excentricitas c.

564. Corollarium I
Per (563* 55°* 555-8-) obtinebimus fequentes aequationes ad hyper-
bolam pro abfciilis x ~ AP (26. Fig.) a vertice A,*et aliis u=CP a

centro C computatis.
. px2 u* A

y*=Px+ 2% y2= PP,y

565. Corollar ium 2
PoCta ordinata y ~ | p erit abfcifla u;= + -i;~(a2-f b2) per ($55. §.)»
unapofitiva, et altera negativa, priori aequalis: hyperbola habet ergo in
axe transverfo AB utrinque produ&o duos focos F, f in aequalibus a

Volumen | Gg centro

pig.
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centro C diftantiis CF, Cf, quo fit «t excentricitas fit c ~(a2+ b2
per (563. §)e

566. Corollarium 3.

Sit EA=FA~=fB diftantia cujusvis foci hyperbolae a proximo ver-

— m
tice; erit 4c2;=a2-fb2JE= ¢— £a; P— " —— a3—4 {»0 ~er

(565. 563. §e)e
567. Corollarium 4.

Duftis ex utroque foco ad pnnftum M hyperbolae reftis fM, FM,
erit fM = + \™(y2+ (c-fu)2) et FM = Hh/'(y2+ (u— ¢c)2: per (555.

566.8.) fiet ergo fMt= + — a"‘O Gt~ ~C~ 1] —- 0 *
Cum autem pro u:=£a:=CA debeat fieri fM= fA = c f-£a, et FM
NIFANc— la; debet effe fM=:— —et FME=—  l--mmmmm- =.

2 a a 2

568. Co ro liari um 5.
Differentia reftarum fM — MF ex focis hyperbolae ad quodvis ejus
punftum M duftarum aequatur axi transverfo AB"™a.
569. Corollarium 6.
Sl ad punftum M ducatur tangens TS axi transverfo occurrens in T,
petanturque diftantiae hujus putidi a focis f, F, et vertice A, habebimus

per (557 /)

s TA = 2'=2'.TF~’\C" —j T f~ — —
> _Iﬁu I 4_u*J 4 u

570. Corollarium 7.
Datis autem diftantiis TF, T f, et ordinata y=rMP ad punftum

contaftus, dabitur tangens TM =~ /TF.Tf (569. 557, 8.).

571. Corollarium 8.

Ducatur ex foco F refta fm parallela alteri fM, erit TF;Fm=:Tf:
fM =a:2u (569. 567. §.): erit itaque Fm:=TF.— = FM("569.00~.5)J

proinde etiam angulus FraM"FM m . Tangens TM dufta ad punftum
M hyperbolae comprehendit cum reftis fM,FM, ex utroque foco ad
idem punftum duftis, angulos fM T,FM T aequales: hinc, produfta

fM in R, normalis MN biffecat angulum FMR caxox §0*
572. Co-
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572. Corollarium 9.
Aequatio ad hyperbolam pro abfmflls X a vertice a computatls (564. 8.)

dabit exponentes d||rerent|a|es «y, «y per Xx, a, p, erltque ey pro quavis
abfciffa valoris negativi: I|~perbola obvertit idcirco axi transverfo AB
concavitatem in omnibus punftis (461. 8.); radius autem curvaturae pro
quovis hyperbolae punfto poteft per (472. §.) fequenti formula exprimi,
quae, pofita abfciffa x;=0 vel xt=— a:=AB, utroque cafu dat r=|p

pro radio curvaturae in utroque vertice A, B.

+ 7r(P + a)x*+ ~-(p 4-a)x)’

573. Problema.
Dato Angulo dCAz=x, fub quo in ellipfi et hyperbola (27. 28. Fig.) Fig. t7.it,
chorda cd per centrum C tranfiens inclinatur ad axem transverfum A B,
invenire aequationem ad utramque curvam, inter abfcijjas Cm~ v in eadem
chorda a centro computatas, et ordinatas z?=nm fub angulo nvCz=z/n

,ad axem transverfum A B inclinatas.

Solutio.

1. Ordinata orthogona ad punftum n fit npt=y refpondens ab.
fciffae Cp = u; it porro ms parallela ordinatae np, et mr parallela
axi BA : erit

y— rp-fnr in Ellipfi et Hyperbola;
u~ps — Csin Ellipfi, etur=ps + Cs in Hyperbola.

2. Quare, cum fit rpAvSina; nr= zSin/i, cs;=v cocx, PS= 2

cofsx habebimus
y~=zSin” + vSina in Ellipfi et Hyperbola;
unzCof~— vCofa in Ellipfi;
u= zCof,it v Cof« iHyperbola.

3. Si jam hos valores fubftituas loco y, u in aequationibus ad elli-
pfim et hyperbolam (530. 555. §.), obtinebis fequentem aequationem, ad-
hibitis fignis fuperioribus pro ellipfi, et inferioribus pro hyperbola.

-2_1_2(azSin™-Sinx — b2Cof~ Cofoe) vz
z azSin,u2 + bz Cof /t2

4 (a*Sin a2+ b2Cuf*2vz+  b*_
(a2Sin iz + b2Coi'fi2)
Gg 2 574+co-

1
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574. Corollarium 1.

Du&a ad d tangente Td fupponatur ordinata Z— nm effe ei paral-
lela; erit angulus ,a=:nvC:=dTC: quodfi ergo de it perpendicularis

atl AB, et Th—Trgstre— T NInCre et o Corte L
Quamobrem, cum pro de”ry, Ce= u, fubtangenteque Te per (530.

533 555 557- §) debeat effe *ge\gv :r%QL ; erit inellipfi et hyperbola
b2 Sinfa.Sin x ’

”
— Col>".Cof«’ etb .Col>Cor*:=a* Sin* Sin *.

575. Corollarium 2.

~ Pro ordinatis z= nm tangenti Td parallelis abibit praecedens aequa-
tio (573- §)> evanescente fecundo termino ob (574. §.S)> in fequentem.

d€C autetn aequatio dl |t pro qualibet abfriffa v:=;+:Ctn pofitiva et ne-
gativa dUplicem ordinatam 2, unam pofitivam, €{ alteram negativam priori
aequalem: quaevis ergo chorda principalis dc per centrum ellipfeos aut
hyperbolae tranfiens eft Una piameter €jusdem curvae, omnes chordas
nN, nINI tangenti ad punfrurm d parallelas biffecans (438- Sme

., 4(a2Sina2+, b2Cofa2) v2 4 a2 12
Z " 4ta2Sin jue +~bz Cofftz) ' *

576. Corollarium 3.

In eIIIpr erit chorda ab diameter conjugata diametri de, fi ab fit tan-
genti Td parallela C575- 438- 8-): in hyperbola nulla datur chorda per
centrum C tranfiens tangenti Td parallela; licebit tamen reftam ab pa-
rallelam tangenti pro diametro conjugata diametri cd hyperbolae fumere
(575. 438- §«)»  ltaque in ellipfi et hyperbola erit diameter cd aequalis
duplo valori abfciffae v pro z=0; diameter autem conjugata ab aequari
debebit duplo valori ordinatae z pro v:=0: quare, denotante n-diame-
trum cd, et m diametrum conjugatam ab; obtinebuntur ex (575* §) fe-
quentes formulae pro iisdem diametris, fignis fuperioribus pro ellipfi, et
inferioribus pro hyperbola adhibitis, nulla ratione habita imaginareitatis,
qua diameter conjugata m hyperbolae afficitur, nnde nihil aliud fequitur,
quam quod diameter conjugata nulli hyperbolae punfto occurrat, ficut id

pofito u:=0 in (555.8) pro axe conjugato b aequatio ad hyperbolam in-
ter y, u oftendit.

m=
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ab ab
N (b2Coi /t2+ a2Sin /12 N (b2 Cofcc2”™ a2Siu a2)

577* Corollarium 4.

Dato angulo ar=:dCA inclinationis diametri dc ad axem transver-
fum AB ellipfeos aut hyperbolae, datisque axibus a, b poterit determi-
nari angulus /,i~ACa inclinationis diametri conjngatae ab ad axem A B,
et eo ipfo etiam angulus conjugationis aCd”~=«-f diametrorum cd, ab:
«rit enim ob (574. §.) in utraque curva

b2Cofas
\f(a4Sin a2-f-b4Cofa2,1
v » a2Sin x
/ (aasin€24=pacof «2)

angfi— -9%-Cotx; Sin~rr:

578. Corollarium $

Hinc (576. 577. §.) nafcentur pro diametris m, n ellipfeos et hyper-
bolae fequentes formulae 1) I1), et ex iis per (577. §.) obtinebuntur

formulae I11) 1V).

t Cofa . Cofa
I. m~r=b"1/ -m-—-Lrr-- J 1. nA=b»/ - -—; I?
V  Sin/xSin(a ¥ w) V Sinx Sin(x + p)
ab
1. mti = abs=mnSin(*+/0—

579. Corollarium 0.-
Si valores pro Sin/t2 et CoCjuz ex (577. 8.) in (576. §.) fubftituan-
tur, tum pro ellipfi quaeratur fumma, pro hyperbola vero differentia
quadratorum diametrorum conjugatarum na, m2; erit n2+m 2: a2+ b2

in ellipfi, et n2— m2= a2— b2 in hyperbola.

580. Definitio.
Binae curvae veterum, Cijfois et Conchois, offerunt exempla curvarum Fig. 29.
algebraicarum tertii et quarti ordinis. Si fuperdatare&a An (29.Fig.) tan-
gnam diametro d.fcribatur circulus AdntA, et ad punttum n ponatur
tangens pq perpendicularis ad An, tum, abfciffis quibuscunque partibus
aequalibus na, nb in pq, duftisque ex A reftis A a, Ab circuli peri-
pheriam in c, d fecar.tibus, fiat A M= ca, Amnrdb; curva, quae per

pun&a M, m hoc modo determinabilia tranfiverit, erit CiJduis,

Gg 3 581. Co*
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5gi. Corollarium .
Pro coordinatis orthogonis AP =x, M P =y erit in ciffoide
AMat=ca2= y2-fx2': cum igitur fit ca2: an*= an2: Aa2= an2:(an2
+ An2), et an2:A na:= M P*:A Pa, proinde an2 ==— habebi-

mus, pro radio r, et diametro An — 2r

hinc x2(y:-j-")1:=4riy4, et xy2-fx3— 2ry2
Aequatio ad cifloidem erit itaque
x5+ xy2— 2ry2= o.

58at Corollarium 2.

. o 3 - .
Aequatio ad cifloidem dat y*= ~ X_—: cuivis ergo abfciffae ne-

gativae x = — Ae refpondet ordinata y imaginaria: pro xt=o0 autem,
fiet etiam ordinata y — o: cuilibet porro abfciffae pofitivae x= AP
modo ea fit minor duplo radio 2r— An, refpondebit duplex ordinata,
una pofitiva y;=M P, et altera negativa yt= — mP priori aequalis, utra-
que continuo crefcens, abfciffa x“ AP indefinenter crefcente, ufque
Xx~=An — 2r, quo cafu induit ordinata y valorem indefinite magnum.

583. Corollarium 3.

Quamobrem, fi etiam in origine A abfciffarum ponatur ad A n per-
pendicularis pxq% continebitur tota ciffois inter perpendiculares pq, plql
in indefinitum produftas, conftans duobus ramis AR, AS ad diverfas
partes lineae abfciffarum A n jacentibus, qui ex origine abfciffarum A
egredientes juxta illarum axem A n et perpendiculum p g excurrent in in-
definitum, ita ut ii, quo magis produfti fuerint, eo magis fint receffuri a
diametro An, eo magis vero acceffuri ad perpendiculum, pq (582. 8.)® pq
eft itaque afymptotus ramorum AR, AS.

584. Corollarium 4. .
J
Aequatio ad ciffoidem (581- §O dabit pro y, ey, ey, fequentes ex-
prefliones.

(2r — x)2 B XN2r — x)*

Quare,
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Qoare, cum femper debeat effe x <2r (582. §.), patet, utrumque
exponentem differentialem sy, ey pro quavis abfciffa x= AP habitu-
rum valorem pofitivum; unde elucet, et ordinatas crefcere, abfciilis
crefeentibus, et cifloidem convexitatem in quovis punfto M, m obver-

tere axi abfcilTarum An (444. 461. §.).

585, Corollarium 5,

Per (584* 455«456. §.) poteft determinari tangens, fubtangens, nor-
malis, et fubnormalis, fitu~que tangentis et fubtangentis pro quovis pun-
fto M et m; tangens cum fubtangente, puta TM vel Tm cum T P,
femper cadet ad partem ordinatae, ad quam jacet origo abfciflarum A

(584- 5CO. 5. s. n.); angulus vero M TP~ m TP dabitur per Tang T
\ S ~ -

(500> gt 4. nj f fietque TangT”~=0 pro x~AP~o0:

(2r — x)* /
linea abfciflarum An eft ergo communis tangens ramorum AR, AS, et

pun&um A Cufpis ciffoidis (584- 441* §e)e
586. Corollarium 6.
Si petas radium curvedinis pro quocunque pun&o M vel m ciffoi-

dis; invenies illum per (584.472. §.) figno— adfe&um, quod indicat,

ipfum jacere in normali MN vel m N ad partem adverfam tM vel tm,
i N

lic ut littM— tm~ —Xm-r——— Radius curvedinis ad quod-
3(2r— x)2
vis punftum M ciffoidis eo minor eft, quo propius pun&um M accedit

ad cufpidem A ; et ideo curvedo cilloidis crefcit continuo verfus cufpi-
detn A (430. 8.).
587« Corollarium 7.
Re&ificatio ciffoidis ope logarithmorum poteft perfici. Si enim ponas
2r— xz=1z; obtinebis ex (584. Sm

/'(2r— 2z)3 2r3-3-3r2z — z3
Pro quovis arcu debebit ergo fieri per (469. 8§.)
rrmdrdb-3tde-— 23 2, A oz + 30
tp —vy -;& ez*-fez-y~N: rEzZ .

Integrale autem fi hujus exponentis differentialis licebit per

(303. §.) perfe&e determinare.
' 588- Co-
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583. Corollarium 8

Spatium vero StrrAMP refpondens datae cuicunque abfciffaext=: AP

determinabile eft per funftionera algebraico- trigonometricam.

Erit enim
ob (584- §¢) Per (488- §°) n
XN ex ” 6 X
gS==/(2r-xT5 '“,y7("r—O‘
Quamobrem integrando per (302. §.) inveniemus
S= C— (IxM+1Ir™M)v~r(2r — x) 2 Arc Sin Xr
Verum, cum pro abfciffa x=0 debeat fieri S= M AP = o0, et
fml
Arc Sin X — = ArcSin— 1= —ir; eritC—i*. — ;= o0, hinc
r
Cc=£v r% adeoque
2r* .
S7=%rr — (Ex-Hr)/(2rx — xa+ — Arc Sin-

589. Corollarium 9.

Totum fpatium intra An,AR, et np comprehenfum, ramo ciffoidis

AR in indefinitum produfto, obtinebitur ex (588. §.) prox — An =

2r,
nimirum SA™INrr5:

hoc fpatium eft ergo triplum areae femicirculi A tn.
590. Definitio.

Si, datis duabus reftis E£, Ba (30. 31. 32. Fig.) fub angulo refto in

D fefe interfecantibus, capiantur in refta Ba partes BD= DA = br

D C=& determinatae longitudinis, ut fit b£=a (31. Fig.), velb<a (30.
Fig.) aut b> a (32. Fig.), tum ex punfto C per quodvis punftum G
reftae EF ducatur refta CM, fiatgue G M— GNer.B D~D A:=b; jace-
bunt omnia hac ratione determinabilia punfta M, N in Conchoide. Pun-
ftum C vocatur Polus conchoidis; refta vero conftans b= BD= AD eft

ejus Sagitta feu Farameter, et E F Axis vel DireEfrix.

591. Corollarium 1.

Conchois conftat duabus partibus RBS,
axeos EF jacentibus,

(590. 437- 54

UAYV ad partes oppofitas
guarum communis afymptotus eft ipfe axis EF

> 592. Co-
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592. Corollarium 2
Si ex punfto M ad EF et Ba ducantur perpendicula MQ, MP, erit
MQ:MGt=CP:CMA=(CD4-MQ)i/(Mrz+ CPz), adeoque MQ2:MG?2
= (CD-|-MQ)2:(DQ2-!-(CD-{-MQ)z): cum igitur fit CD = a, MG=BD
~=DAN=Db, fi praeterea coordinatae orthogonae fiant MQ-~vy,

habebimus pro aequatione ad conchoidem (590. §,)
y2:bz= (a+ y)2:(x2-3-(a-fy)2);
y4+ 2ay3-f(x2-f-az— b2)y2— 2ab2y — a2b*:=:0;
(y+ a)(y 4*a) Cy-fb)(y — b)-fx2y2s=o.

593. Corollarium 3.

Natura conchoidis, quae ope praecedentis aequationis' poteft explo-
rari, pendet a relatione inter conflantes rectas a, b (59"* §e)e  Quidquid
illae fint, aequales vel ir?aequaleF, deberet, ‘pro yr=o0, fieri a2b2~ o
(592 §.), quod eft impolfibile: impofiibile ergo eft, ut conchois axi EF
in aliguo punfto occurrat, eumque tangat vel fecet (591. §.).

594. Corollarium 4.

Quodfi autem ponatur x“ o0, na&etur aequatio (y + a)Cy”™-3)Cy + b)
(y — b)— o (592 §-) quatuor radicum realmm yz= — a,y — — a, yt=z— b,
y~=b (170, 175. §.): conchois poteft ergo fagittae (590. §.) quater oc-
currere omni cafu; ter ex illa axeos EF parte, ad quam polus C (590. §.)
jacet, nimirum bis in diftantia a:=DC, adeoque in ipfo polo C, femel
vero in diftantia bnrrDA, et femel ex parte oppofita axeos EF in diftan-
tia b= DD (492. §. 4, r.).

% |
595. Corollarium 5.

Omnis conchois habet punftum duplex in ipfo polo C (59444° §e)e
Si eft diftantia poli ab axe major parametro, nimirum az=CL) >b = DA
(30. Fig)? punftum duplex in polo C eft conjugatum (498- 8)e Sivero
eft a=1)C~r=b=DA (31. Fig.); punftum duplex in polo C (594*§-)
coincidit cum punfto extimo A parametri DA, eflrque idcirco A punftum
triplex (440. 8.). Si denique eft b= DA >a*“ DC; punftum duplex in
polo C jacet in parametro DA inter ejus punfta extima D, A (32. Frg.).

Volumen 1. Hh 596.CO-
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596. Corollarium 6#

Ex aequatione ad conchoidem (592. §.), fumto exponente differen-

tiali sxz=-1 pro conflanti, nafcentur fequentes aequationes differentiales
per (141. 142. 8.).

Z= y4+ 2ay3-f-(x2-fa2— b2)y2— 2 ab2y — a2b2= o.
SZ= (2y3t Jay2+ (x2-f a2—b2)y —ah2)ey -f xy2£x= o,
( (2y3+ 3ay2+ (x2+ a2— b2y — ab2) ey')
fz (6y2+ 6ay -f x2-J3a2— b2£Ey2 \— °*
4xyeyex + y2sx2 J
597. Corollarium 7.

Pri.ma aequatio diﬂ‘erentialis (596. §8.) dabit :%/(—z 0o pro xco et
y=bi=DB (30. 31. 32. Fig.), quidquid fit az=1)C: omni ergo cafu ha-
bebit conchois ad punftum B (594. 8s unam tangentem mn parallelam
axi EF (503. §.)

598- Corollarium 8*

Sed etiam pro x:=o0 ety:=:— b~DA, modo fit DA >D C=:a, ve!
DA <3DC— a (32. 30. Fig.), obtinebitur ==0 ex prima aequatione
differentiali eZt=o0 (596. §.): igitur etiam ad punftum A conchoidfs

(594 8e) dabituruna tangenspgparallelaaxiE F (503.§8.)t fi parame-
ter b fitmajor velminor quamdiftantia a poli C ab axe EF.

599. Corollarium 9.
.. £ 0 . .
Verum pro x= o0 ety = — a prodibit —/= -— ex prima aequatione

differentiali «Zt=0 (596. §.), unde pro fitu tangentis in punfto C fetr

polo conchoidis nihil poteft colligi. Quamobrem fumatur in fubfidium
fecunda aequatio d:fferentialis 322 = o (596. §.), quae pro x ™~ o et
y“ — a~=DC dabit

£x2 b2 S X . b2 X

——e--y*— - --a-z——-——l> hinC ---e--y-: +_ VV ( —Az ------ 1 )J*

Quodfi ergo fit b==DA<a~DC (30. Fig.)? erit tangens in polo

C tanquam punfto conjugato conchoidis (595. §.) imaginaria (504. 8§.).
Si vero fit b;= DAt=a~=DC (31. Fig.); debebit tangens in punfto du-
plici ¢ (D95-8) effe perpendiculavis ad axem EF (504. §.), et C erit
Cufpis
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D A > at=D C (32. Fig.);

Cufpis concboidis (441. 8.). Si demum fit b=
et C erit nodus con-

extabunt ad C binae tangentes uv, rs (504. §.),
choidis (441. §)).
600. Definitio.

Exempla curvarum transcendentium (442. §.) defumemus a quadra-
trice, cycloide, et epicycloide. Si quadrans A B (33. Fig.) circuli radio
CB=:r defcripti, et radius AC dividantur in quibuscunque punitis E, P,
ficut fit BE:BA”=:CP:C A, tum, duito radio CE, ex P ad AC du-
catur perpendicularis PM eidem radio in ™ occurrens; jacebunt omnia
puncta M hoc modo determinabilia in Quadratrice dinojlratis AMD.

6or. Corollarium 1.
Pro arcu radio =1 inter crura anguli BCE defcripto et z~CM,

erit CP~=z Sin (p, BEz=r(p, ABz=£rr: cum igitur fitBE:BA

t=CP:CA (600. 8.); erit 9:£-7r=z Sin(:r, hincz= ™ r— aequa-

tio ad quadratricem inter ordinatas z=;CM ad punitum C convergen-*

tes et angulos variabiles o= BCE.

602. Corollarium 2.

Crefcente angulo BCE, adeoque etiam arcu crefcet quoque
z— CM, et pro , anguloque BCE r=BCA~"=90° fiet zrrrr:— AC;
quodfi autem decrefcat angulus BCE, dum fiat tam is quam arcus (f>z=.0\

fiet etiam Sinl’\’\o, et z=CM — CD — —F (601. 8.),

603. Corollarium 3.
Ex (601. §.) facile elicies aequationem inter coordinatas orthogonas
yj=M P ,x = CP: erit enim

3t=ZZScI«n (p::__?__l’_(p

1
E 2rCDCoC(P T X
yt=z Cofcp — -———--—_ X COt--mmmmmmmmmmmmmmcmmeee
T Sin (p 2r

604. Corollarium 4.

Pro his coordinatis invenies in (603. §.) exponentem rationis diffe-,

rentialis funitionis y

Hh 2 ey

Fig. j$.
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SiniJ>Cof(P — < ASin 2 2— (B

Hinc manifeftum, fit, ob (59. §.), «y femper habere valorem nega-

tivum: crefcentibus abfciffis x~=CP decrefcui:t ergo ordinatae y M P

(444. §8.), tangensque MT ad punftum M cum fubtangente TP jacet ad

partem ordinatae MP ei oppofitam, ai quain jacet origo abfcifTarum C

(500. 8. 3. n.); et, fumto idcirco «y cum fignis contrariis,

obtinebis
fubtangentem cum angulis MTP, TMP per (500. §. 4.n.): nimirum
~p r(p Sin2s
X (p— «'Siu2(p
TangMTP=:~A=~|~"— ; T*ngTMP —
Sin#2 (p— i Siu 2
Pro angulo BCE*“ o debebit fieri cp~=o0, Siu<sp— o0, Sin2<p;=o:

igitur pro tangente in D erit TangTDP=;0,
TEATC — O

FiS-34* Si diameter AB (34. Fig.) dati circuli perpendicularis fit ad reftam
DE in B, et per quodcunque illius punctum P ducatur MM X parallela

reftae DE peripheriam circuli in m, m* fecans, fic ut fit arcus Atn~"Am 1
tum fiat Am= mM= An”~""m* Ml;

ec fubtangens

605. Definitio.

jacebunt omnia punfta M, M1 hac

ratione determinabilia in una curva, quae Cyclois vulgaris feu Trochois

vocatur.
606. Corollarium 1.

Pro radio AC:=r circuli genitoris, et AP — x, MPirrry, erit
y~mP=AJm = mP-f-A m (605. §.)e autem mPs=/(2rx— x2)»
et tam mP fiuus, quam AP~rrx finus verfus arcus Ani: quodli ergo
huic fubftituas arcum radio t=1i inter crura anguli ACm defcriptum per
(5. §. 2. Schol.), habebis fequentes aequationes ad cycloidem inter coor-
dinatas orthogonas x AP, yr=MP.

) X o 4
y~"~f(2r\ — x2)+ r Arc Sinv— ;

vel yz=f(2r\— x2+r Arc Sin - X— »

607. Corollarium a.
Pro x:=: AB— 2r erity =:BE~=r.AreSinv2 ~ nr= fenviperiphe-
riae AmB circuli genitoris (6c6. 8.).

608. Cp-
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60og. Corollarium 3.
Ordinata y cycloidis femper eft imaginaria, tara pro abfciffa negativa
X — — Ap, quam pro pofitiva x= Agq>AB~"~=2r (606. §.): tota cyclois
continetur ergo inter parallelas DE, de per pun&a extima diametri AB
tranfeuntes.

609. Coro llarium 4.
Diilerentiatio prima et fecunda functionis y in (606. §.) dabit fe-
quentes exponentes differentiales :
,-2r— X 2 —r
iy=,V - = ;
610. Corollarium 5.
Cum fer;per debeat effe x<2r (608- §05 femper erit sy valoris

pofitivi, et sy valoris negativi (609. 8.): tangens MT cum fubtangente
T P pro quovis punfto M cycloidis jacebit igitur cum origine A abfeif-
farum x“ AP ad eandem partem ordinatae mP (50C. §. 3-n.); ipfa vero
cyclois obvertet concavitatem axi abfeiffarum AB in quolibet punfto M
(461. §e).

611. Corollarium 6.

Per (609. 500. §. 4. n.) invenientur pro fitu tangentis refpe&u ordi-
natae M P et lineae abfeiffarum AB fequentes exprefliones:

T«ngM.TP= / ~ A~ s TangTMPAN/!

Pro x AB = 2r erit tang MTPnro; et pro x=: o0 fiet tang
TMP~”™o: tangens in E vel A eft igitur perpendicularis ad BE cafa
primo, vel AB cafu fecundo.

6f2. Corollarium 7.
Radius curvedinis in quolibet punCto M cycloidis erit ob (609. 472*§-)

aequalis functioni 2~(4,~— 2rx)”~2.m B, nimirum duplae chordae

mB: pro x ™~ AP ~ o erit itaque radius curvedinis in punfto A aequalis

quadruplo radio, feu duplae diametri circuli genitoris, nimirum ~ 4r
AC;=2 .A B.

Hh 3 613. C©
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613. Corollarium 8.

Pro arcu ~ A M per (469. 609. §.) invenies exponentem differen-
y*2'e
tialem «xy —E“*1 igltur arcus erit A M;=2722rx. Hinc

pro x~2r~=AB debebit effe AME=2/"4t2= 4r.
614. Coro llarium 9.
Et pro fpatio SA"rAMP habebimus ob (606. 488- §¢) exponentem
differentialem.
ES“ £x/'(2rx— x2)-frex Arc Sinv—x .

Hinc fi altera pars integretur per (257. § ), prodibit

S= rxArc Sinv-f- +/,'x/(arx-x*
Adeoque per (289- 302. §.) debebit effe

SANAMPA=I(r+x)/(2rx—x2)-|-r(x— |r)ArcSinv -

Quamobrem pro x=2r obtinebitur fpatium ABE = r(2r-£r)

Arc Sinv2i=| v r2 triplum areae Am B femicirculi genitoris.

615 Corollarium 10*
Ceterum facile ex (605. §.) colligitur, pun&um A diametri AB per-
curfurum cycloidem A ME, fi circulus genitor AmBm"‘A

re&a DE.

rotetur fuper

616. Definitio.

Fig. 35. Si fuper peripheria EBF (35. Fig.) circuli radio CB deferipti rotari
cogitetur circulus A bBaA cum priori jacens in eodem plano; progre-
dietur pun&um extimum A diametri AB in curva AArD, quam Epicy-

cloidem vulgarem vocant.

617. Corollarium 1.

Si circulus genitor ab initiali fitu AbBa perveniat ad fitum AlbiIBlal,
ita ut diametri AB, ab fitum ArBr, albr obtineant; erit arcus a*B:=aB
r=alBl: quodfi ergo ponatur arcus alB=:alBl

u, et radius circuli ge-
nitoris cB~=clIBlI=:r,

circuli vero, fuper quo ille rotatur, radiusCB— R;

erit angulus axCB;z—’I;—, et angulus axch‘;z:—“l— (5. 8. 3. Schol.).

618 Co-
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618. Corollarium 2,
Dufla ad quodcunque punctum A1l epicycloidis reFta C Al= v,
cum fit Alc,=r, C ¢ ' e t angulus A,clC”~=i80° — BlclC

igo'--——-- — (617. 8.); habebimus per (5. §. 1. Schol. 36.Form.)

v2— r24"(r £-R)2+ 2r(r #-R) Cof - »

619. Corollarium 3.
Pro coordinatis orthogonis xt=CP, y:=A*P debebit ergo effe ob

(618. §0
y 2— il -t (r4—R)*—f2r(r4—R)Cof ————— X2.

620. Corollarium 4.
Ubi circulus genitor AbBa fitum DMGN obtinuerit, punfto A in
D, et B in G cadentej erit u~=BDt=:AaB”~=:7rr: igitur z?= CD2
r24-(r4-R)24-2 r(r4*R)£oftc(6ig.§.); adeoque, obCof7r~— 1|, erit
z2= CDz=zIlz, et z=:R.
621. Corollarium 5.
Duftis ex cl ad A*P, CP perpendiculis c*q, clp; erit angulus

A*cTq ~ alclBl4- alC B = —r--—--L- K (617. §.), etxrrC P

=;Cp4-clq,y = ArP~=A,q4-cTp: cum ergo fit
Cp= Cc'.CofalCB "™ (r 4—R) Cof
c'g”™A’'0l Cof A‘Olq= r Cof — -
A,q5=AIc1. Sin A'c’g=rSin — -
clp:=Cc\ Sin alCB:—:(r4-R) Sin
debebit efle
jt~ 0 + R) Cof 5o+ rCof41-’\_ -
K K r
r4-RrR u u
y = r Sin n e — + (r+ R)Sin -g-..
622. Co
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622. Corollarium 6.

Epicyclois erit itaque curva algebraica, vel transcendens, prout
radii r,R fuerint commenfurabiles, vel incommenfurabiles. Si enim ra-
dii r, R fint commenfurabiles; dabuntur numeri integri Kk, l pro quibus fiet

r K ] r+R O k-f{ _ _
—-— -y- bine R— jE&-* et — jr— — — j—o- : habebimus ergo in

(621; §)

x=(r+R) Cof —-+ — + t Cof-kt' o —

Quamobrem licebit utrumque cofinum in hac aequatione per Cof—

u
exprimere, et fi tum valor loco C o f e x aequatione in (619. 8.) de-

terminabilis fubftituatur, determinabitur aequatio algebraica inter x, vy,
carens arcu u.

623. Problema.

Exptoyare fitum tangentis ad quoduis punftum A1 epicyeloidis.
Solutio.

1. Pro et T habebimus ob (621. 8.) fe.

quentes aequationes:
x~= (r dR)Cof @+ rCof/t;
y :=r Sin fi (r-fR) Sin >
2. Si arcus u~Ba' crefcat, decrefcet x~CP, et crefcety:=rAlP,
unde fequitur tangentem A’'T cum fubtangente TP cadere ad partem

ordinatae A 1P oppofitam illi, ad quam jacet origo abfciffarum C C500.
§ 3-nO*

3. Erit autetn in (1) ex= (r-fR)sCof~-freCof.tt, etey=re Sin
Jc(r-f-R)s Sin(P1 feu exm — Sin™eCp — r Sin juE4, et ey=rr

Cof [iefil.->(r+ R) Cof<pe(p: quodfi ergo juxta (1) exponentes differen-
tiales ety, eu determinentur per eu, valorque pro ex fumatur cum fignis
contrariis; debebit effe per (500. g. 4.11)

T.L.gPA.T= 1li=0gjJJIfg = Tangi («+,)..

Et
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Et ob (P-fu”r 2Ir1I{~_* u ern®
Tang PA'T=Tang£ « 2rj ? «o.
rK

624* Corollarium 1.

Pro fitu tangentis refpeftu lineae abfciffarum, et normalis A4S re?
fpe&u ordinatae erit ob (623. 8.)

C.tA.TCACOtPA.S= ~ | ~ - =

= Tang\  Tangi . -20° U
625. Corollarium 2

Dutta chorda A*al, erit angulus arA’cl:= £A’c' bl~ £ a c*B*

r= ~ (617. %.); ob A~qgcr:-~- -f- ~~ (621. §.) autem, erit c*A'Qq

t=go°— habebimus ergo angulum a*Alq =a‘Alcl-|-c,AI([
+ RS ~n.2r-fR

J u. Debet ergo elle Cota’'A'q:=Tangs — —— euU.

Angulus int ordam A'a*,et ordinatam A1? aequatur itaque angulo
intra normalem A*S et ordinatam A1P (624. §8.), et ideo debet normalis
A’S cum chorda A* a* coincidere, et tangens A*T effe perpendicularis

ad chordam Ala*
626. Probiema

Reftificafe arcum epicycloidis a “ AAL
Solutio.

Determinatis juxta (623. §. 1., 3. n.) valoribus pro ex, ey, [obti*

nebimus °m

ey2+ ex2= — eu2(2(i +Sin (pSinp.+ CoCQCofp"))
— ~+?22Leu..3(,+coffr— <p»

iLtS | + Cof

Pe*

Volumen * I |
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Per (469- 8¢) erit ergo
i+ Cof —
r

R
R «U.Z/ — X —

feu Oxzzz2 r;-rP—SsUEfoP\ i:----tt“r

Eft ergo arcus A A*:=:&E=:.4 N “N) Sin-"--4—C: cumque pro ar-
cu u=B'a'~:0 debeat fieri etiam arcus « ~ A A '~o, et Sin—2r— ~N=o0;
debet eiTe conftans Ci=o0* hinc

4i>Cr+ R) ,s.n »
R 2r

627. Corollarium.
Pro arcun=B D =A aBM=rwm»erita=AArD: igitur per (G26.8§.)

AA»D--7 R> Siot» = -~ + /-
K K

6.29. Problema.
Invenire radium curvaturae pro quovis puncto A* epicycloidis.
Solutio.

Per (623. 8. 1. 2. n.) et (626. §) determinabis radium curvaturae pro
pttn&o A1l fequenti calculo.

eu(Sin p+ Sin fi) ;

<ys="rF " *»(Cofr+ Cofr);

ty 2
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«yl+sxa=r £U5.2 (i4-Cof«ep— JK>);

2 r-f-R
*xs= ~JrfE~ 6u*(rCof$ + Cf+ R)C°00»

* r-f-R
O p~-*u2(rSin(p4-Cr+R)Sin/*);
2 2.
Syex — sysx=:
= + eu5(i+Sin <pSin;t + Cof<f>ColV)

(2r+ R)Cr+RV iU, ([+Cor,a_ (p)).

Per (474. 8.}, U radius curvaturae in punfto Alvocetur Z, erit
ergo
- 2(1+ Cofriet— <*>))* _

(2r+ Kj(r+ '0:7™a,™ + CoC(ft_ 9)y

4raR) ~ 1+Cof(/u— (?)
2r+ K % 2

Confequenter eft

L = j*!++«L Cof--
\Y 2 2r4-K 2r

|
o=
%o
LW
Eops}

629. Corollarium 1.
Radium  curvedinis pro puntto Aobtinebis ex (628. §.)* pofito

arcu ntrBa”™ o, quo cafu fietCof—’\irzr Cofo =2. I *igitur radius

curvaturae in A fiet Zs=:—£r
2r+R

li 2 630. Co-
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630. Corollarium 2.
Radium vero curvaturae pro punfto D invenies ex (628. §.) ponendo
arcum u:=BD:=AaB*“ r7r, adeoque Cof-—- =Cof~r=o0: quare rt-

dius curvaturae in punfto D eft Z- o.

Error corrigendus.

In 301. 8. pag. 130. debet pars prima feriei habere faftore»
2f(et 4*#x3}3 loco 2 -fjix).
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