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I N T R O D U C T I O
C O M P L E C T E N S  B R E V E M  E X P O S I T I O N E M  N A T U R A E  

E T  D I S C R I M I N I S  Q U A N T O R U M  C O M M E N S U R A B I ­

L I U M  E T  I N C O M M E N S U R A B I L I U M .

1 .  D e f i n i t i o .

Si quodcunque quantum g aliquoties, puta bis, te r , quater, aut plu­
ries , fumtum exaequet aliud quantum G ; erit g pars aliquot a quanti 

G , e tG  multiplum quanti G. Quantum e eft communis pars aliquota duo­
rum quantorum M , N , fi e aequetur alicui parti aliquotae tam quanti M, 
quam quanti N , fi e. gr. quantum e fit pars 5 ta quanti M , et pars 7 ma 
quanti N.

2.  C o r o l l a r i u m .

Pars aliquota x partis aliquotae X  quanti Z  eft pars aliquota quanti Z.

C i. § ) .
3.  D e f i n i t i o .

Quanta M , N erunt commensurabilia, li ea communem habuerint 
aliquam partem aliquotam ( 1 .  §,): quanta vero M , N dicentur incommenfn- 
rabilia , fi nullam habeant communem partem aliquotam.

S c h o l i o n .
Ut nimirum duo quanta M , N pofllnt dici commenfurabilia, fufficit, 

Ut conftet, dari certum quantum e , quod fit communis pars aliquota 
eorundem quantorum ( 1 .  § ) , dari idcirco aliquam partem aliquotam quanti 
M , quae aequetur certae parti aliquotae quanti N , licet fors non omnis 
pars aliquota quanti M fit firnul aliqua pars aliquota quanti N. Sic fi efiet 
M ~ 7 e ,  e t N E = 5 e ,  adeoque e par* 7 ma quanti M , et pars 5 ta quanti 
N ; effet e communis pars aliquota quantorum M, N (i.§ )»  quantaque haec 
eflent commenfurabilia} licet non omnis pars aliquota quanti M fit aliqua 

Volumen //< A  pars



I N T R O D U C T I O .

* i • • TyT n 6
pars aliquota quanti N, ut e. gr.' pars 3 tia —  =  —  nulla poteft effe

3 3
pars aliquota quanti N =  5 e ; fecus daretur numerus integer n , pro quo

fieret i - - — 2 -- , hinc n =  •—--> quod eft impofilbile. Verum , ut duo

quanta M, N fint incommenfurabilia, haud fufficit, ut certa pars aliquota 
quanti M nulli parti aliquotae quanti N aequetur, aut ut certum quantum e 
nulla fit communis pars aliquota quantorum M , N ; ad id enim neceflario 
requiritur, ut nullum abfolute fit poflibile quantum e aequale communi 
parti aliquotae quantorum M , N , ut idcirco nulla abfoluta pars aliquota 
quanti M , utcunque parva illa fumatur, fit fimul aliqua pars aliquota 
quanti N. Haec de discrimine quantorum commenfurabilium et incommen- 
furabilium in gratiam tyronum dicta fint, quorum multi doctrinam, quam 
hic paucis exponere conftitui, aut penitus ignorabunt, aut minus, quam 
neceflarium eft, habebunt perfpectam.

4. C o r o l l a r i u m  1*

Si alterutrum duorum quantorum M, N , puta N, fuerit pars quaecun- 
que aliquota alterius quanti M; erit quaevis pars aliquota quanti N aequalis 
alicui parti aliquotae quanti M (2. § ) , quantaque M , N erunt commenfu­
rabilia (3. 1 .  $ ) . ” ^  fi111*  F (' ^  n,,..

5 . C o r o l l a r i u m  2.

Impoflibile eft, ut duo quanta M , N fint commenfurabilia fimul et 
incommenfurabilia (3. §) : duo autem quanta homogenea M , N (e. gr. duo 
tempora, vel duae lineae, aut duae fuperficies, etc.) femper erunt vel 
commenfurabilia, vel incommenfurabilia (3. §),

6. C o r o l l a r i u m  3.
Quoties duo quanta M, N fuerint commenfurabilia, toties vel erit 

ipfum quantum N aliqua pars mta quanti M» vel certa pars nta quanti M 
aequabitur alicui mtae parti quanti M (4 3. § ) :  extabit igitur nummis in­

teger m, vel fra&us ~  aequalis exponenti rationis quanti M ad N , pro

quo fiet M m vel M =  N . E . gr. fi dicas, partem 5tam quanti N

aequari parti %vae quanti M , aut totum quantum N efle partrm %vatn 
quanti M, erit- M NT •& cafu primo, et JVlt= N g  cafu altero; confi?.quenter 
erit f ,  cafu primo, et cafu altero, exponens rationis quanti M ad N.

7. C o r o I -



7.  C o r o l l a r i u m  4.

E t viciflim , fi extet numerus integer m vel fractus-^- aequalis expo­

nenti rationis quanti IVI ad N , pro quo fiat M ^ N t n  vel Mr=:N-^-j erit N 

pars mta quanti M cafu primo, et pars nta quanti N aequabitur parti mtae 
quanti M cafu fecundo ( 1 .  § ) :  utroque cafu erunt ergo M , N quanta cora- 
menfurabilia (4. 3- §.)•

8 . C o r o l l a r i u m  5.

Quamobrem, fi certo conftet, duo quanta M , eiTe incommenfura- 
b ilia, conftabit eo ipfo, nullum efle numerum integrum vel fra&um afll- 
gnabilem, qui aequetur exponenti rationis quanti M ad N ; fecus enim 
quanta M, N , ex hypothefi incommenfurabilia, effent fimul commenfura* 
bilia (7. § ) ,  contra (5. §)

9. C o r o l l a r i u m ,  6 .

E t viciffim, undecunque conftiterit, nullum eiTe numerum , nec inte­
grum, neque fraftum, aflignabilem, qui aequetur exponenti rationis 
quanti M ad quantum homogeneum N , conftabit eo ip fo , quanta M , N 
effe incommenfurabilia; fecus deberent ea eiTe commenfurabiiia (5. ^  
proinde allignabilis effet talis numerus (6. § ) , contra hypothefin.

1 o. T  h e 0 r e m a.

Pro quibuslibet duobus quantis E  >  e inaequalibus extat numerus integer 
m , pro quo ejfet E : =  e m , 1tel E >  e m et fimul E  <  e (m -f-1) .

D e  m o n f i  r a t i o .

Cum minus quantum e inftar unius partis quanti majoris E  liceat
fpeftare, poterit quantum E  in partes aequales e , e, e , ----- e mente
refo lvi, ita ut numerus m harum partium per magnitudinem quanti E  ejus- 
demque partis e perfette determinatus fit, utque aut hae partes fimul 
fumtae exaequent quantum E ,  quo fiat E ~ e m ,  aut eae omnes una cum 
quapiam parte x ,  quae minor fit parte e , totum E  conftituant, adeoque fit 
E = e m - f  x , proinde E >  e m , fed fimul E  < e (m -f-  1 ) .

i i .  C o r o l l a r i u m .  1 .

Pro quovis quanto e utcunque parvo et alio homogeneo E  utcunque 
magno extabit numerus integer r , pro quo xtuflum quanti e effet majus

A 2 quanto
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4 I N T R O D U C T I O .

quanto E ,  nimirum e r >  E  (io . §•): igitur para rta quanti E  minor quanto
I n-c ,  mmirum —  £ < e .  v t
r

1 2 .  C o r o l l a r i u  ni. 2 .

Si quanta M, N funt incommenfurabilia, dari debet pars aliqua n ta 
quanti N minor quanto IVI ( 1 1 .  § .) , et pro quavis ejusmodi parte, utcunque 
magni denominatoris n, cum illa nulli parti aliquotae quanti M poflit 
aequari (3. §.)* cum idcirco M nullum poilit efie multiplum ejusdem partis

( i .  § .) , debet extare numerus integer m, pro quo fiat M >  N et fimul 

(10 . § *•

1 3 .  C o  r o l l a r i u m .  3 ,
E x his rationalium irrationalium que rationum natura elucet. Ratio 

inter duo quanta M , N commenfurabilia eft rationalis, ut et illius expo­
nens, utpote aequalis determinato cuipiam nmuero inttgro vel frafto e, 
pro quo fit M ~ N e ( 6 .  §.)• Ratio autem inter duo quanta, N incom- 
menfurabilia eft irrationalis; exponens illius e eft furdus  numerus feu 
irrationalis, nulli determinato numero, integro aut f iaf to,  arqualis ( 8 - § )  

fed unitati_incommenfurabiIis, ita ut is pro iisdem numeris m , n fit e J> - ~

et e <  ^ -1- , pro quibus eft M >  N ~ ~  et M <  N — (12.  §.),

S c h o 1 i 0 n.

Exponens enim e fupponitur per id ipfum, quod is ex’ unitate I 
compleftitur, indicare, quantum in data ratione R I: N ex quanto N in IVI 
continetur, feu quoties aut totum quantum N , aut certa pars aliquota

quanti N fumi debet, ut prodeat M : utprimum ergo eft M N ~  et
n

rn “1- 1
M < N ----------, quia id ipfum debet exponens e rationis M :N  indicare*

n *
 ̂ m L m 4-1 . . m m 4 - i

«rit quoque e >  —  et e< j — '— , mmirum e >  1 .—  et e < i ,  ——— .
n ^  u n n

1 4 .  D e f i n i t i o .
Menfuram alicujus quanti Q vocant quaptum homogeneum q determi­

natae notaeque magnitudinis: quantum autem Q ope menfurae q metiri di­
cimur, dum rationem illius ad menfuram q inveftigamus.

15. C orol-



I N T R O  D U C T I O .

15. Corollarium, I.
Dato exponente e rationis quanti Q ad ipfius menfuram q , cum eo 

ipfo fit Qt r r q e ,  poterit poni e polita menfura q =  1 :  nimirum omne 
quantum Q , fpeftata ejusdem magnitudine licebit per certum numerum e 
exprimere, qui videlicet aequetur exponenti rationis quanti Q ad quantum 
q pro ejusdem menfura aflumtum (14 . § .) , modo hic numerus ad unitatem 
menfuram q denotantem relatus cogitetur.

Sic e. gr. in geometricis dimenfionibus, denotante q certum pedem 
cubicum, f i  numerus i n t e g e r  4  Vel fra&us f  fit exponens rationis dati 
Cylindri C ad eundem pedem cubicum q j poterit poni C := 4 c a fu  primo, 
et C =  |- cafu fecundo, modo hi numeri ad pedem cubicum q pro unitate 
aflumtum relati cogitentur, quo fiat, ut C =  4 vel tantundem deno­
tet, ac cylindrum C aequari quatuor pedibus cubicis q, vel quatuor 5tis 
unius pedis cubici q.

S c h o 1 i 0 n.
Hoc fenfu omnis numerus concretus exprimit aliquod quantum, pro 

cujus menfura fumta eft unitas, ad quam is numerus refertur; idemque 
numerus, inftar abftracti fpe&atus, dat exponentem rationis quanti per 
illum numerum exprefli ad quantum pro ejus menfura alTumtum. Sic e. gr. 
8 horae exprimunt certum tempus, pro cujus menfura una hora eft fumta, 
ita ut 8 fit exponens rationis ejuadem temporis ad aflumtam menfuram.

16 .  C o r o l l a r i u m .  2.
Hoc tamen modo (15 . §.) tunc folum licebit datum quantum Q per 

certum numerum accurate exprimere, fi illud fit affumtae menfurae q com- 
menfurabile: dum enim Q fuerit incommenfurabiie menfurae q ; nullus erit 
affignabilis numerus e , pro quo poffit poni Q trzq e , adeoque Q^rre pro 
q ~ i  (13 . §.). f

1 7 .  C o r o l l a r i u m .  3.
Semper autem, dum datum quantum Q incommenfurabiie fuerit 

alTamtae menfurae q , poterit accipi aliqua nta pars menfurue q minor

quanto Q , et pro illa determinari numerus integer m, qui det Q > q - p

et Q <  q —i — q __— 1_ J L ( i2 . hac ergo ratione poterimus adpro-

ximare ad quautum q “^ ~ — pro q ^ i , cujus differentia a dato quanto

A 3 erit



erit minor parte nta menfurae q , quod idcirco in p rax i, ubi minutiae

folent negligi, quanto Q poterit fubftitui, fi numerus n adeo magnus fit, 
ut pars nta menfurae q citra notabilem errorem poflit negligi.;

S c h o 1 i o n.

Ponamus dari triangulum re&angulum, quod habeat hypothenufam h, 
et cathetos aequales q, q ; erit h2 =  q2 +  q2^ = 2 q a, hinch =  q ^ 2 .  E x ­
ponens rationis hypothenufae h ad cathetum q eft f  2 , nulli idcirco 
numero affignabili, nec integro n eq uefra& o , aequalis; hypothenufa h 
eft incommenfurabilis catheto q ; fumta catheto q ^ z i  pro menfura hypo­
thenufae, poterit quidem poni h ~ / 2 ,  fed h nullo numero affignabili 
poterit exafte exprimi. Interea licebit adproximare ad reftam q e , cujus 
differentia ab hypothenufa h minor fit data quacunqne parte decimafi

——i — -  ipfius catheti q , fi nimirum extra&ione radicis 2 adproxi- 

metur ad numerum e , cujus differentia a radice \ f  2 minor fit parte decimali 

— l------- unitatis.
IO 0 ---O

i8 - C o r o l l a r i u m  4.

Interea etiam eo cafu, quo quantum Q. fuerit incommenfurabile 
affumtae menfurae q, quo cafu idcirco pro quovis numero integro n alter

m extiterit, qui det Q >  q —  et Q <  q ( I 2 - § 0 > licebit ponere

Q ^ = q e , hinc Q = e p r o  q = i ,  modo per e intelligatur numerus furdus

femper major fraftione et minor fraftione — i i -  ( j j , § .) ,  ad quem

per ( 17 . §•) adproximare liceat.

S c h o l i o i u

Exprefiiones hae, utriusque generis, quantorum per numeros ( 15 . 
ig . §.) ampliflimum habent ufum in univerfa mathefi adplicata, ipfaeque 
adproximationes in (17 . §.) expofitae utiliflime adhibentur, ubi fumma accu­
ratio nec poflibilis eft, neque neceffaria. Verum ubi de demonftrandis 
quantorum relationibus agitur, ne certitudo evidentiaque mathematica pati­
tur , fummo rigore opus eft, eoque ipfo ab incommenfurabilitate quantorum 
nunquam licet praefcindere, et ea, quae de quantis pro commenfurabilibus 
fumtis demonftrata habentur, ad quanta generatim fumta extendere: quo­
ties idcirco relatfo aliqua duorum aut plurium quantorum in fequentibus

demon-

6 I N T R O D U C T I O ,



1 N T R 0 D U C  T 1 0 . 7

demonftranda fuerit, quanta ejusmodi in utroque ftatu confiderabimttS, quo 
evidenter appareat, utrum talis relatio de iis femper, feu illa fint commen- 
furabilia, feu incommenfurabilia, poffit praedicari, atque in hunc finem 
fubjungam criteria, tam aequalitatis duorum quantorum uni tertio incom- 
menfurabilium, quam proportionalitatis quatuor quantorum talis indolis.

1 9 .  D e f i n i t i o .

Quantum aliquod g  bis, ter, quater, et generatim ries contineri dice­
tur in dato quanto G , fi quantum g ries fumtum exaequet aut totum quan­
tum G ,  aut unam partem quanti G , ita ut pars altera quanti G minor fit 
quanto g-

E. gr. Numerus 4 ter continetur tam in 1 2 ,  quam in 1 5 ,  quia nume­
rus 4 ter fumtus exaequat totum numerum 12 ,  et unam partem numeri 15* 
ita ut pars altera 3 hujus numeri minor fit numero 4.

2 0 . T h e o r e m a .
1S1 dentur duo quanta inaequalia U >  u , eademque comparentur cum 

quanto tertio homogeneo V ;  pojjibilis debebit ejfe pars aliquota quanti V f 
quae in quanto majore U pluries contineatur, quam in minore u.

D e m o n f t r a t i o .

Quidquid fint quanta U , u , V» debet neceflario extare pars aliqaofca 
quanti V ,  quae minor fit fingulis quantis U , u , eorundemque differentia 
U —  u =  D ( l i .§ .) >  quae idcirco, fi non pluries, femel tamen continea­
tur in u ,  et femel in D (19 . §.)> adeoque pluries in U := u -{-D  quam in u.

2 1 .  T h e o r e m a .
Duo quanta 2i , X  uni tertio z  incommenfurabilia erunt neceffario inter 

/e aequalia, f i  pro quovis utcunque magno numero integro n extet alter

numerus integer m , quo fiat tam Z  >  z ~  et Z  <  z  , quam X  >  z ~
n n a n

gt x < z rZ ± L .
n

D e m  o n f t r a f  io .

Pro qualibet nta parte quanti z dari numerum integrum m, pro quo fit

tam Z z !IL et Z  <  z 1 , quam X >  z —  et X < z  ™— -  tanttmdem
f  n n nlign neat, ac quamlibet partem aliquotam quanti z in quovis quantorum
Z ,  X  toties contineri, quoties ea continetur in altero (19. § .) : in affumta

feypo-



hypofhefi eft ergo impoflibilis pars aliquota qu nti z ,  quae in alterutro 
quantorum Z ,  X  pluries quam in altero contineatur, unde neceffario 
feqUitur, quanta Z ,  X ,  cum nequeant effe inaequalia (20. § .) , effe inter 
fe aequalia.

22 . T h e o r e m a .

S i ,  datis quatuor quantis M,  N,  P,  Q,  pro quolibet utcunque magno 
numero integro n alter numerus integer m fuerit pojjibilis, qui det tam

TVI>N —  et M < N  ^ - I- ) quam P > Q ™  et P < Q — "t-L ( I3< eyit 
n n n n **y

ratio quanti M ad N aequalis rationi quanti P ad Q,  feu erit M : N = P : Q ,

D  e 111 o n A r a t i o.
Si enim quantum x fit homogeneum quanto Q et petatur ratio quanti 

x  ad Q, aequalis rationi quanti M ad N , quo fiat M :N  =  x :  Q ; necelle eft, 
ut tantundem contineat x ex Q , quantum continet M ex N : pro iisdem

ergo numeris integris m , n, pro quibus fuerit M > N ~  et M < N  — - ,

debebit etiam effe x > Q ~  et x < Q ——— • Quare, cum per hypo-n n J r
IY\ -L |

thefin fit P > Q ~ *  et P < Q  — n— ; erit neceffario x i = P  (2 1. §.), con- 

fequenter M :N ^ = P :Q .

8 I N T R O D U C T I O .
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DISSERTATIONES
A D  ‘

STATICAM CORPORUM SOLIDORUM 
PERTINENTES.

Volumen U. B





*

D I S S E R T A T I O  L
D E

G E N E R A L I B U S  Q U I B U S D A M  C O R P O R U M  P H Y S I C O ­
R U M ,  V I R I U M  Q U E  I N  I L L A  A G E N T I U M  

P R O P R I E T A T I B U S .

2 3 .  D e f i n i t i o .

1 1 1 ria in omni corpore phyfico merentur notari: Volumen, feu pars fpatia, 
quam totum corpus occupat: M ajfa, feu quantitas materiae fub eodem 
volumine contentae: Pori denique, feu interstitia omni materia, ad maf- » 
fam corporis pertinente, vacua et per totum volumen, tefte experientia, 
difleminata.'

34 . C o r o l l a r i u m  1 ,

Inventio voluminis dati cujuscunque corporis phyfici ab iisdem 
pendet principiis, quibus determinatio foliditatis corporum geometricorum 
nititur (23. §.).

E . gr. Volumen cylindri plumbei aequabitur produ&o ex area bafeos 
in altitudinem cylindri j volumen coni lignei erit aequale uni tertiae pro­
ducti ex area bafeos in altitudinem coni, et fic porro.

2 5 *  C o r o l l a r i u m  3.

Utcunque autem dati alicujus corporis volumen notum fuerit, poterit 
ejusdem mafTa penitus ignorari (23. §.) Cum enim partem unam voluminis 
matta expleat, partem vero alteram pori occupent; nifi fpatium innotefcat, 
quod omnes pori dati corporis fimul fumti occupant, impoflibile erit 
fpatium nofcere, quod ejus mafia explet.

B 3 26. Co.
/



12 D I S S E R T A T I O  / .

26. Corollarium 3*.
Interea facile ex (23. §,) elucet,, mallum cuj.uslibet corporis eo den- 

J101 em futuram, quo minor fuerit pars dati voluminis,  quam omnes pori 
occupant, quo magis idcirco particulae materiales mafTam corporis confti- 
tuentes ftipatae, feu quo viciniores illae inter fe fuerint, ita ut generatim, 
quaelibet mafla eo denfior futura, fit, quo major fuerit illius quantitas 
fub determinato volumine-

2 7 .  D e F I N I T  IOV 

Quamobrem, fi mafia per certum volumen fic fit diffufa, ut quaevis 
partes aequales ejusdem voluminis,. utcunque magnue aut parvae, eandem 
maflae quantitatem complebantur, eadem erit in omnibus voluminis par­
tibus maflae denfitas, ipfaque malTa vocabitur aequabiliter denfa : corpora 
autem aequabiliter denfa vocabuntur, quorum mallae f  2 }„§ .)  aequabiliter 
denfae fuerint. Generatim aut^m duo c or por a quor um maflae ejusdem 
vel diverfae fpeciei materia conftiterint, ut e. gr. duo globi aurei, vel duo 
globi,  quarum unus fit plumbeus, et slter aureus; erunt homogeneA cafu 
primo, et lieterogenea cafu fecundo. Hinc intelligitur, quid fignificet, - 
corpus aliquod C effe homogeneum : quoties nimirum omnes, magnae et 
parvae partes corporis C ejusdem fpeciei maffa, conftiterint; dicetur C 
elTe corpus homogeneum-

2g. Corollarium i 4
Si corpus C voluminis V  fit aequabiliter densum, fumaturque aliqua 

pars c ejusdem corporis, cujus volumen aequetur parti dimidiae, aut ytiae, 
vel 4tae, aut generatim parti ntae totius voluminis V ; debebir quoque 
mafia partis c aequari uni n tae parti maflae totius corporis C (27. §.)

29. Corollariu m 2.

Quare, fumta alia parte q corporis aequabiliterdenfi C ; cujus volumen 
fit rtuplum voluminis partis p; erit etiam maiTa parris q rtupla maflae partis 
P (-8- § -); quaevis idcirco pars q corporis aequabiliter denfi C , cujus 
volumen fuerit r tuplum unius n tae parti> voluminis V totius corporisC, habe­
bit quoque maflamrtuplam unius ntae partis maflae totius corporisC (2g. §.).

30. Corollariu m 3.
Si duo corpora aequabiliter denfa fub eodem volumine inaequales 

malTas comple&antur, ita ut maffa unius corporis aut totam maflatn alterius
r ies
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vies fumtam,. aut nn3m n tam partem hujus maffae vies acceptam exaequet r 
debebit etiam denfitas prioris corporis aut totam denfitatem,. aut unam 
n tam partem denfitatis pofterioris corporis, vies, fumtam exaequare (27.. 
26. % ).

3 I -  C o r o l l a r i u m  4..
Quodfi antem duo corpora L, l aequabiliter denfa fub inaequalibus vo­

luminibus K, k eandem mafTae quantitatem complectantur; erit mafla cor­
poris 1 ,  cujus volumen k minus eft, denfior quam mafla corporis L, cu­
jus volumen K eft majus. In hac videlicet hyporl«-fi. continebit pars cor­
poris L, cujus volumen exaequat volumen k corporis 1,, minus maffae, quam 
corpus 1 fub volumine k compleftitur (27.. § .); confequenter erit denfitas 
maffae in illa parte corporis L minor denfitate maffae corporis 1 (26-§.)> 
eoque ipfo erit quoque denfitas malTae totius corporis. L minor denfitate 
tuallae corporis 1 (27.

3 2. C o r o l l a r i u m  5..
Ponamus, corpora L, 1 aequabiliter denfa fub inaequalibus volumini­

bus K , k eandem maffae quantitatem /j, completti, effeque k — K — j vel

k r= I\  — , nimirum volumen minus corporis 1 aequale- aut uni' ntae parti 
n

majoris voluminis K corporis L , aut vtuplo unius, n tae partis voluminis K ;  
debebit reciproce denfitas corporis L  aequari aut uni n tae parti denfitatis 
corporis 1, aut vtuplo unius n tae partis hujus denfitatis. Nam pars x cor-

r r •
poris L , cujus volumen fit = K  ~  vel —  K — , habebit maffam pariter

I r
;=r u —  vel z= /.1—  (28- 29. § .) : igitur erit denfitas partis x-. corporis L,

1 r
eadem cr.m denfitate- totius corporis L (27; vel = —  vel — —  den­

fitatis corporis 1 (30. §.)l

3 3 . C o r o l l a r i u m  6..
Corpora homogenea et aequabiliter denfa,, omnesque illorum partes, 

utcunque magnae vel parvae,, eandem habent maffarum denfitatem' (27. §.).

34 . T  h e o r e m a..
Denjifates D, d duorum corporum aequabiliter denforum r majfas inae­

quales M ,m  J'ub eodem volumine continentium, funt in ratione direffa m af 
Jarum , /eu ejl D :d := M :m .

B 3 D e m o n -
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Maffae M, m vel funt commenfurabiles, vel incommenfurabiles (3. 

Primo cafu neceffario extabit numeras integer r  vel fra&us — , pro quo

fit M ==m r v e l M ^ m  —  (6. § 0 : igitur erit etiam D =  d r ,  vel D ~ d  —  
n n

( 3O. §•)? hinc utroque cafu D :d;=IVl:m .

Sint jam maffae M, m incommenfurabiles; neceffe eft, ut pro quolibet 
utcunque magno numero integro n extet alter numerus integer r , pro quo

fiat M > m  —  et M <  m (12 .§ .)• Quare, cum pro M = r m ~  vel M
n n n

z j* -i- j  r r -4-1
: =  m — neceffario fieret D := d  —  vel D ~ d - ^ —- (30. § .) , debebit

r r "4" 1
effe pro iisdem numeris D > d —  et D <  d — * (26 . § .) ,  hinc D ; d 

5= M : m (22, §.)•

3 5 . T h e o r e m a .

Denfitates D , d duorum corporum aequabiliter denforum, tandem maffae 
quantitatem fub diverfis voluminibus V,  v continentium, funt in ratione in- 
verfa voluminum, /eu ejl D ; d  =  v : V .

D e m o n/t r a t i o.
Volumina V , v commenfurabiiia poffunt effe, vel incommenfurabi-

lia (3 . §.)• £afu primo dabitur certus numerus integer n vel fraftus — ,
r

pro quo fit V = v n  vel V  — v — (6. §.)> quo fiat v ^ V  — vel v =  V  —;
r n n '

, . I j.
confequenter erit reciproce D := d —  v e lD ;= :d —  (32.  et ideo* n n v j o > / *
utroque cafu D : d = : v : V .

Quodfi vero volumina V,.v fintincommenfurabilia debebit, pro quolibet, 
utcunque magno, numero integro n extare alter numerus integer r , quo

fiat V " > v — t t  V  <  v —-̂  -  ( 1 2 .g .) : cumigiturpro V s = v  ~ "v e l Vt=v 

deberet effe reciproce d == D vel d = D  ( 3 2 § .) ,  erit re ipfa

d > D -^ * et d -<D (3 1 * §•)> bine d : D t = V : v  per (22* §.).

fe. '  ’ ■ • 3 6 . C 0 -
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36 . C o r o l l a r i u m  1.

Denfitates D, d duorum corporum aequabiliter denfcrfum, inaequales 
maffas M , m fub inaequalibus voluminibus V, v continentium, funt in­
ter fe in ratione compofita ex dire&a ratione mallarum, et inverCa vo­
luminum r feu eft D : d = M v  : m V . Si enim cogitetur tertium corpus 
aequabiliter denfum x cujus den-utas fit 6, mafla M , et volumen vj, erit

D s J = v : V  per (35. §.)?

d :d := M :m  per (34. §.)* 

igitur multiplicanda 

D i : d t = : v M :  V m , feu D : d = r v M : V m *

37.  C o r o l l a r i u m  2.

Pro corporibus homogeneis aequabiliterque denfis erit per (33«§-) *n 
(36. § )  D = d , hinc v M “ V m ,  et M : m “  V r v , nimirum: maffae duo­
rum corporum homogeneorum et aequabiliter denforum funt inter fe ia  
ratione direfta voluminum.

3 8 * D e f i n i t i o ;
Corpus, quod' aut conftanter in eodem loco manet, aut locum con­

tinuo mutat,  dicitur qitiefcere cafij primo, et moveri cafu altero: quidquid 
autem aut a£tu aliquem motum producit, aut eum producere nititur, ita ut 
is fublatis impedimentis neceftario debeat fequi, ei Vtty motricem velut 
motus caufam tribuimus.

" 39 . D e f i n i t i o »

Omne corpus, teffe experientia, ita eft comparatum, ut illud per­
petuo deorfum urgeatur, aftuque labatur, nifi quid lapfum impediat: vis, 
quae omnia corpora circa terrae fuperficiem deorfum urget, vocatur G ra­
vitas feu Vis gravitatis.

4 0. Corollarium 1+

Omne corpus, quantumlibet parvum id fit vel magnum> ' eft grave

(39-
4 1 .  C o r o l l a r i u m  2.

Utrum minimae omnium corporum phyficorum particulae aeque g ra ­
ves fint (40. § .) , fingulae nimirum pari efficacia a vi gravitatis deorfum 
urgeantur (J9*§-)> nondum hic poteft definiri ; afTumesnus id interea inftar

hypo-



hypothefeoS, quae, prouti deinceps videbimus, cum experimentis fumma di­
ligentia inftitutis, calculisque legitime fuperilruttis quam optime confentit.

S c h o l i  on.
Haec tamen de quatis terrae regione feorfim fumta debent intelligi. 

Sicut enim ex variis obfervationibus exprimentisque in certa regione, quae­
cunque ea fit, inftitutis clare videtur fequi, eandem efTe efficaciam vis 
gravitatis in minimas omnium corporum ejus regionis particulas- fic ex 
aliis obfervationibus et experimentis aeque clare fequitur, efficaciam vis 
gravitatis in minimas corporum particulas diverfam efle in diverfis terrae 
regionibus.

4 2 .  D e f i n i t i o .

Perpetua experientia docet, minima omnium corporum libere (nimi­
rum ob folam vim gravitatis, quin aliud aliquid in motum ab ejus a£tione 
pendentem quaqua ratione iniluat) labentium percurrere reftas inter fe ad 
fenfum parallelas, atque ad fuperficiem aquae ftagnantis perpendiculares; 
ob hanc caufam vocari folent ejusmodi rettae jam Lineae verticales, jam 
gravitatis Directiones.

43.  C o r o l l a r i u m .
Filum tenue, e cujus uno extremo globulus.plumbeus, aut aliud ali­

quod grave corpusculum libere pendeat, exhibebit, quiefcente hoc cor­
pusculo, directionem gravitatis (42. §.).

4 4 .  D e f i n i t i o .

Planum verticale eft, quod talem habet fitum, ut impofllbile fit, ex 
aliquo ejus punfto lineam verticalem demittere (42. § .) , quin illa tota in 
eodem plano, produ&o fi opus eft, jaceat. Horizontalem autem lineam vo­
cant, ad quam linea verticalis (42. §.) eft perpendicularis: et planumJio- 
rizontale dicitur, ad quod linea verticalis eft perpendicularis, ita ut illa cum 
plano, ex omni parte, angulos rettos comprehendat.

4 5 .  D e f i n i  t i  0.

Pondus abfolutum cujuslibet corporis, feu fimpliciter Pondus eft tota 
prefiio, quam vis gravitatis in illo producit (39. §.)•

S c ho l i on .
Pondus corporis diftingui debet a vi gravitatis in corpus agente, velut 

effeftus a fua caufa. Si e. gr. globum plumbeum G manu fuftineas, manum
certa

1 6 D  I  S S E R  T A T I O  I.



certa efficacia deorfutn premi experieris: nimirum globus G a vi gravita­
tis deorfum premitur, et iftam preffionem, quam vis gravitatis ut caufa 
effeftum (38- 39 §•) in globo G producit, is neceffario perfentiscit, qui 
globum G manu fuftinet; eandem vero prefiionem nomine ponderis globi 
G  folemus inteliigere.

46. C o r o l l a r i u m  r.
Cum quaelibet particula dati corporis C a vi gravitatis deorfum urgea­

tur (39. 40. § .) ; debebit pondus corporis C aequari fummae preffionum, 
quas itngulae particulae materiales ejusdem corporis ob vim gravitatis 
perfentifcunt (45. §.)<

47. C o r o l l a r i u m  2 ., »
Quare, cum minimae particulae omnium corporum pari efficacia a vi

gravitatis premantur (4 1. § .) , fic pendebunt pondera P, p duorum cor­
porum ab illorum mallis M , m, ut pondus P debitum maffae M futurum 
lit aequale ponderi p , vel majus aut minus pondere p debito maffie m, 
prout fuerit maffa M aequalis maffae m , vel major aut minor mafla m 
(46. §.).

48 . C o r o l l a r i u m  3.

In fpecie vero, fi maffa alicujus corporis A fuerit rtupta malTae al­
terius corporis B , vel rtupla unius ntae partis maffae corporis B ; debe­
bit etiam pondus corporis A effe vtuplum ponderis corporis B cafu primo, 
vel vtupium unius n tae partis ponderis corporis B cafu fecundo (46.47. §,)•

49. T h e o r e m a .
Pondera P, p quorumvis duorum corporum majfas M , m habentium 

funt his maffts proportionalia fcu eft P : p = M : m .

De mo n f t r a t i o .
Maffae M,  m commenfurabiles funt, aut incommenfurabiles (3.

Pro mallis M, m commenfurabilibus debet dari numerus integer r vel fra&us
r r 1

—  , pro quo fit M ~ m r  vel M ^ m  —  (6. § .) : igitur etiam P ^=p r

r i*
vel P = p  (48. § .), adeoque utroque cafu P : p ^ M : m .

Si vero maffae M , m fint incommenfurabiles, debebit pro quolibet 
utcunque magno numero integro n extare alter numerus iuteger r , qui 

y$lumtn II. C det
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i* r | j
det M > m —  et M <  m — - —  (12 . %.): quare, cum pro M =  m —  

n n r n

vel deberet fieri P t= p -^ -  vel P — p r ~^—  ( 4g. §,)>

erit re ipfa P >  p et P <j p -  (47. § .) , et ideo P : p M : m

(22. §.)•
50. C o r o l l a r i u m  u

Si duo corpora aequabiliter denfa habeant volumina V , v ,  maffas 
M, m, pondera P , p , et denfitates D , d ;  erit D :d  — M v . m V  (36. § .) , 
et M : m ; = P : p  (^49..§.): igitur D ;d  =  P v : p V ,  nimirum: denfitates duo­
rum corporum aequabiliter denforum Junt in ratione compojita ex ratione 
di reti a ponderum et inverja voluminum.

5 1 . C o r o l l a r i u m  2 .

Semper autem, dum duo corpora fuerint homogenea et aequabiliter 
denfa (27. § .) , erunt illorum pondera inter fe in ratione direfta volu­
minum, nimirum: P:p;=r;M :m  (49. §.) et V ;  v =  M :ra (37. § .) , bine 
P :p  =  V : v .

521 C o r o l l a r i u m  '5.
Quodlibet corpus determinati ponderis p habet mafiam m perfefte 

determinatam, ita ut nullum aliud corpus ejusdem ponderis p plus vel 
minus,  quam m , maffae poflit habere ,(47* §.): quamobrem, fumto certo 
pondere p pro menfura omnium ponderum, fumtaque roalTa m ei debita 
pro menfura omnium mattarum (14 . § .), facile omnes corporum malTae
per eorum pondera, et haec per illas aeftimabuntur. Cum enim fit

p M /
=  —  (49- S>0> patet, exponentem rationis geometricae cujuslibet 

ponderis P ad aflumtam illius menfuram p aequalem futurum exponenti 
rationis maflae M debitae illi ponderi ad ejusdem malTae menfuram m : 
quodfi ergo per M intelligatur, non maffa corporis pondus P habentis, 
fed exponens rationis hujus maflae ad aflumtam menfuram m , licebit po­
nere pondus P = : M ,  exponente M relato ad unitatem ~ p ;  et fi per P, 
non pondus corporis habentis mafiam m , fed exponens rationis hujus 
ponderis ad aflumtam menfuram p intelligatur, poterit poni ipfa* maffa 
M ;= P , exponente P relato ad unitatem ;= p  (15 . 18- §•)♦

S c li o*
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S c h o l i o n ,
Hoc fenfa in fequentibus maflae corporum determinabuntur per ipfo- 

rom pondera, et pondera per mafTas, ea nimirum ratione, qua in dif- 
quiGtionibus geometricis arcus per angulos, et hi per illos folent deter­
minari. Si e. gr. pondus p unius librae pro menfura omnium ponderum, 
et malTa m corporis, cujus pondus uni librae aequatur, pro menfura 
omnium maflarum fumatur, tum detur alicujus corporis C mafla M — § 
id eft 8pla maflae m ; dicetur illius pondus efle P ~ 8 >  nimirum %phim 
ponderis p unius librae, adeoque 8 librarum: dato tero pondere P ~ £  
id eft aequale 3 8vis unius librae; erit ejus maffa M « = | ,  nimirum aequa­
lis 3 %vis maflae m. Ceterum notent fibi tvrones, faepenumero ipfa 
corpora gravia nomine ponderum intelligi; fic e. gr. ubi in fequentibus 
de ponderibus quibusdam A, B, C e datis pun&is pendentibus ferino fue­
rit , re ipfa nomine ponderum debebunt intelligi corpora, quorum poa-* 
dera lint A , B, C.

5 3 .  D e f i n i t i o .

Quaevis mafla sequabiliter denfa fic eft conformata, ut ea fub quibus­
libet voluminibus aequalibus det pondera aequalia (2?. 47. § .) , quo iit, ut 
fi pondus talis maffae fub certo volumine nofcatur, eo ipfo etiam illius 
pondus fub dato quovis alio volumine poflit determinari (51 .  §.). Ob hanc 
caufam quaevis maifa aequabiliter denfa fub determinato quopiam volumi­
ne v , e. gr. volumine unius digiti, vel pedis cubici, folet confiderari: 
pondus vero maflae fub tali volumine vocatur ejus Gravitas refpeftiva, aut 

fpecifica, feu Pondus refpectivum, nimirum reftrittum ad determinatum vo­
lumen v. Mafla aequabiliter denfa certae fpeciei (e. gr. aurum) determi­
natum habet pondus fub determinato volumine v ,  diftinftum ab illo pon­
dere , quod alterius fpeciei mafla (e. gr. argentum) fub eodem habet volu­
mine, unde ratio denominationis gravitatis fpecificae elucet.

54. C o r o l l a r i u m  1.
Si P fit pondus malTae aequabiliter denfae fub volumine V , et G 

illius gravitas fpecifica reftritta ad volumen v ;  erit P :G  =  V :v  (53. 5 i . § )

55.  C o r o l l a r i u m  2,
V

E x  (54- §•) fequitur P = G  ~  , hiup P r = G V  pro v : = i ,  quo fiat, 

ut V  exprimat exponentem rationis voluminis, fub quo pondus P continetur,
C 2 ad

V
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ad volumeh v. Si ergo cognita gravitate fpecifica G maffae alicujus cor­
poris C petatur pondus P hujus corporis; fumatur volumen v , ad quod 
gravitas fpecifica fit reftritta (53. §.) pro menfura voluminis V ejusdem 
corporis, tum, determinato exponente rationis ejusdem voluminis V  ad 
uienfuram v (14 . 15 . ducatur in illam gravitas fpecifica G.

E. gr. Petatur pondus P cylindri ferrei, cujus radius bafeos fit r:=r6 
digitis, et altitudo a:r=2 pedibus, data grayitate fpecifica ferri G*— 553 
quae pondus unius pedis cubici ferri exprimat. Si V  denotet volumen 
cylindri, pro cujus menfura fumatilr pes cubicus; erit, denotante ** fe- 
miperipheriam circuli radio r=ri defcripti,

V =  afl'r2 =  2 . 3 , 1 4 1 . 1 , 5 7 ped. cub.
P =  G V ~ 558 - 1,5^ —  876,06

56. C o r o l l a r i u m  3.
P P

Volumen autem erit V ^ = v  (54. § .), feu V t = - ^ -  pro v t = i .

Dato itaque pondere P , dataque gravitate fpecifica G maffae alicujus cor­
poris C, invenietur volumen V  ejusdem corporis, fi pondus P dividatur 
per gravitatem fpecificam G , tum per quotum relatum ad unitatem : = v  
exprimatur volumen V  (15.  18- § 0 *

E. gr. Si P =  876,06 fit pondus cylindri ferrei, et G = r  558 fg 

gravitas fpecifica ferri aequalis ponderi ferri in uno pede cubico = v j  
er i t  volumen ejusdem cylindri

8?6,o6 Ifc 

. V - _ l 5 8 f t “  =  1 ’ 57 Ped‘ CUb'

57* C o r o l l a r i u m  4.

=  p  vE t ipfa gravitas fpecifica erit G : = P . - y - ( 5 4  §.)> feu G = ^ P : 
p  ' * V 

—  "y~ pro V—  I. Quare, dato pondere certi corporis invenietur gravi­

tas fpecifica G illius maffoe, fi volumen v , ad quod gravitas fpecifica G 
debet reftringi (53. § .) , fumatur pro menfura voluminis V ,  tum invento 
exponente rationis hujus voluminis ad menfuram v (14. 15 . 18. § .), divi­
datur per illum pondus P.

E. gr. S i, dato pondere 876,06 tfc cylindri ferrei, quaeratur gra­
vitas fpecifica G ferri, quae exprimat pondus ferri in uno pede cubico ; =  v ;

quae-
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quaeratur volumen V s = i , 57 ped. cub. ejusdem cylindri, tum per 1 ,5 7  
dividatur P : erit enim

r _____ 8 7 6 , 0 6

V 57 =  ^
58. C o r o l l a r i u m  5.

Si gravitates fpecificae G, g duarum maffarum aequabiliter denfarum 
ad idem volumen v reftringantur, adeoque denotent pondera talium maf­
farum fub eodem determinato volumine v contentarum (53. § .) , denfitates 
vero earundem maffarum fint D, d; erit D , d =  G :g  (50. §.).

59. C o r o l l a r i u m  6.
Hac ratione, affumta denfitate d certae maffae aequabiliter denfae 

pro unitate feu menfura denfitatum omnium maffarum aequabiliter denfa­
rum,  cognitaque gravitate fpecifica g illius maffae, facile innotefcit den- 
fitas D cujuslibet alterius maffae, data ejus gravitate fpecifica G ad idem
volumen reftri&a, ad quod gravitas fpecifica g relata fit: erit nimirum

G ^
D ^ = d —— (58- §•)» hinc D —  pro d : = i ,  aut etiam D “ G pro

i i  
g s = i ,  id eft, exponens rationis gravitatis fpecificae G maffae M ad
gravitatem fpecificam g  maffae m , relatus ad unitatem aequalem denfitati
d hujus maffae exprimet denfitatem D maffae M (15 . 18. §.)•

E. gr. Si denfitas d aquae fumatur pro menfura denfitatum reliqua­
rum maffarum. fciaturque exponens t= ri4  gravitatis fpecificae mercurii 
ad gravitatem fpecificam aquae; erit denfitas mercurii D — 1 4 ,  hoc nu­
mero ad unitatem =  d relato, quo fiat, ut D ~ I 4  tantundem denotet, 
ac D =  d 14 , adeoque fignificet, denfitatem mercurii effe ity lam  denfita- 
tis aquae.

S c h o Ii 0 n.
Veri fimillimum quidem eft, nullas in natura maffas extare, quae fint 

aequabiliter denfae, unde fequi: videtur, ea, quae haftenus de talibus maf- 
fis funt demonftrata, ad corpora, qualia in natura re ipfa occurrunt, 
non poffe applicari. Verum conftat quoque, dari maffas, quae ad aequa­
biliter denfas proxime accedunt, ita ut ad fenfum pro talibus pofiint ha­
beri. Si e. gr. pondera duorum aut plurium plumbeorum globorum ejus­
dem diametri ope exquifitiffimae bilancis feorfim explores; nullum, inter 
illa difcrimen notabile deprehendes; unde neceffario fequitur, quemvis

C 3 globum
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globum plumbeum ejusdem diametri eandem ad fenfum quantitatem maffae 
continere (47. § .) , confequenter maffam plumbi pro aequabiliter denfa 
polle haberi. Ad tales ergo maflas praecedentia principia femper licebit 
applicare, eo videlicet rigore, quem in omni praxi, ubi minutiae facile 
ncgliguntur, folemus obfervare.

6 0.  D e f i n i t i o .

Divifio corporum in /olida, fluida, du ra , etc. repetenda eft a di­
verto gradu cohaefionis inter particulas materiales ea corpora conftituen- 
te s : quidquid illa fint, non eft, cur hic illorum definitiones quaeramus; 
dabimus eas, ubi de talibus corporibus in fpecie attum fuerit. Suppo­
nemus enim in fequentibus, omne corpus effe rigidum feu perfeffe durum, 
nimirum tale, cujus omnes partes, etiam minimae, tanta vi inter fe co­
haereant, ut refpefitivi illarum fitus a nullis affignabilibus viribus poftint 
turbari.

6 1 .  D e f i n i t i o .

Omnis vis motrix debet maffam, in quam illa agit, ad motum folli- 
citare (38- §•) * dum hanc ab illa trahi, urgeri, premi, etc. dicimus, ean­
dem vis motricis aftionem, nimirum follicitationem ad tnotum, fed fub 
diverfo refpe&u confideratam indicamus. Aequales dicentur vires, fi 
quaevis illarum datam maffam eadem efficacia ad motum follicitet: quodfi 
autem aliqua vis majori, alia minori efficacia id praeftet; erit illa major, 
et haec minor t fnnulque furntae vires inaequales erunt.

6 2 . C o r o l l a r i u m .

Fig. 1. Quaecunque vis V  agat in punttum c dat-ae maffae mn ( 1 .  Fig.) di-
re&ione c V , femper licebit cogitare pondus unum P, quod, fi e puntto c li. 
bere penderet, puuttum c deorfum dire&ione verticali c P  tanta efficacia 
ad motum urgeret, quanta illud a vi V  ad motum direttione c V  conci­
piendum urgetur, id eft; quaevis vis V  poteft aequari certo ponderi P 
(6 i. § .) , atque hoc fenfu vires per pondera folent aeftitnari.

S c h o l  i o n .

Fieri poteft, ut, durante motu alicujus maffae, vis V  maffam continuo 
movens continuo mutetur, crefcat nimirum vel decrefeat: hoc cafu de­
bebit vis V quovis momento alteri ponderi aequari, majori vel minori, 
prout illa eodem momento major evaferit vel minor. Verum in fequen­

tibus
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tibns tiifus duntaxat virium ad motus producendos in confiderationem voca­
bimus, nullam mutationis rationem habituri, quam fors nifus ilii fubire 
deberent, fi motus re ipfa fequeretur.

6 3 . D e f i n i t i o .

Si duae aut plures vires datam maffam ad motum follicitent, fefe ta- 
men ita impediant, ut ideo folum nullus in eadem maila motus fequatur, 
licet haec a qualibet vi ad motum poflit concitari; dicentur eae vires effe 
inter fe in Aequilibrio.

64. C o r o l l a r i u m  1.
Quotcunque vires A, B, C , ------a, b, c , -------- a, (3, y, etc. agant in

datam maffam, debebunt omnes inter fe effe in aequilibrio, fi vires 
A ,B , C, etc. inter fe , vires quoque a,b, c, etc. pariter inter fe, et a, ,8, y, etc. 
etiam inter fe feorfim fuerint in aequilibrio (63. §.).

65 .  C o r o l l a r i u m  2.

Et fromnes vires P, Q , R , ------ Z ,  m, n ,-------- x in certam maffam
agentes fint inter fe, et aliquae illarum P, Q, R , -------Z inter fe feorfim
jint in aequilibrio; debebunt etiam reliquae vires m, n , -------x inter fe
feorfim effe in aequilibrio (63. §.)•

66. C o r o l l a r i u m  3.

Vires aequales V, U (1. Fig.) in idem datae maffae mn punftum c Fig. 1. 
fecundum dire&iones c V , cU  oppofitas, in una refca V U  fitas, agentes 
erunt neceffario inter fe in aequilibrio (61. 63. §.).

6 7 . C o  r o l l a r i  u m  4.

Si autem vires V  >  U in pnnttum c maff*ae m n fecundum oppofitas 
directiones c V ,  cU  agentes fint inaequales, non poterunt eae effe in 
aequilibrio, fed punttum c concipiet neceffario motum aliquem fecundum 
dire&ionem cV  vis majoris V (6 1.6 3 . §•)•

68. C o r o l l a r i u m  5.
Vicilfim ergo, fi duae vires V, U agentes in punftum c maffae mn 

fecundum dire&iones oppofitas c V ,  cU  fint inter fe in  aequilibrio; de­
bebunt eae inter fe effe aequales (67. §.).

69. C o r o l l a r i u m  6.
Si autem duae vires V, U agentes in punftum c direftionibus oppo- 

iitis c V , cU  non fmt inter fe in aequilibrio, fed re ipfa motum aliquem
in

\
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in piinfto c direftione c U  producant; erunt vires V , U inaequales,* vis- 
que U  erit major vi V :  nam nec V := U  poteft efle (66. § .), nec V  > 1 7

(6 7 - §0 .
7 0 . C o r o l l a  r i um  7 . *

Quae in (66. 67. 68. 69. §.) de duabus viribus V, U in idem punftum 
c datae mafla e mn agentibus difta funt, ad vires etiam A, B in duo <fU 
verfa mafiae mn punfta b , a agentes flebent extendi, modo m n fit mafla 
corporis rigidi (60. § .) , et direftiones virium b A , a B  oppofitae cum pun. 
ftis b , a in Una refta A B  jaceant: eadem enim eft in  hac hypothefi aftio 
utriusque vis in quodvis punftum b, a, ac fi vis utraque in punftum «, 
vel utraque in b immediate ageret.

7 1 .  C o r o l l a r i u m  g.

Fig-3* J* S i, fumta quacunque linea mn (2. 3. Fig.) perfefte inflexili feu rigida 
(60. §.) et libere quaquaverfus mobili, cogitentur in ejus punfta a ,b ,c , d ,e, 
agere vires, A, B, C, D, E  direftionibus a A, bB, cC , d D, e E  inter fe pa. 
rallelis, ita ut aut omnes ad eandem lineae mn partem jaceant (2. F ig .) , 
aut aliquae a A, bB, cC , ad unam, aliae vero d D , e E  ad partem ejus op- 
pofitam cadant (3. F ig .), fic tamen ut hae ipfae direftiones d D , e E  ad 
partem cerci punfti y in linea mn ei oppofitam jaceant, ad quam priores 
a A, bB, cC  jacent; impoflibile erit aequilibrium inter vires A , B , C , D E

(63- s>* . . .
7 2 . C o r o l l a r i u m  9. 

rig. xi. Sit linea A B  ( 1 1 . Fig.) fulcro immobili b in C ita innixa, ut circa il­
lud libere poflit converti. Si ejus punftum B a vi quacunque Q direftione 
B Q  ad motum follicitetur; debebit neceflario linea A B  circa C moveri 
j»un6tumque ejus A progredietur in arcu A « radii A C : verum fi in A 
adfit fulcrum immobile a , nafcetur ob aftionem vis Q certa preflio in 
punfto A  verfus fulcrum a determinata quapiam direftione A y ,  atque hanc 
ipfam preflionem debebit fulcrum a fuftinere, ne ob illam punftum Amotum 
aliquem in arcu A a concipiat: quare, cum pro omni preflione vis aliqua 
poflit cogitari, quae in punftum, quod premitur, immediate agens, in 
illo eandem preflionem producat; poflibilis erit quoque certa vis P, quae, 
fi in punftum A direftione oppofita A P  agat, illud.hac direftione eadem 
efficacia ad motum follicitet, qua id direftione A y  a vi Q follicitatur, quae 
idcirco, fublato fulcro a, cura vi Q fit in aequilibrio (63. §.).

73- Co-
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Quodfi vero fupponas, reftam A B circa fixum punftum C libere poEe 
m overi, vires tamen P , Q dire&ionibus AP> B Q  in ejus punfta A , B  
agentes inter fe effe in aequilibrio (72. § .) ; neceffe eft, ut punftum C 
ejus lineae verfus fulcrum immobile b determinatam quampiam preffionem 
certa dire6tione C v perfentifcat, ob quam, nifi illam fiiftineret fulcrum b, 
punttum C dire&ione C v motum conciperet: ea propter , quia pro qua­
libet preflione, quam datum pun&uin perfentifcit, vis aliqua eft cogitabilis, 
quae immediate in illud punctum agens, parem preffionem data direftione 
producat; paffibilis eft vis Z ,  quae, fublato fulcro b , pun&um C direc­
tione oppofita C Z  tanta efficacia ad motum urgeat, quanta id a viribus 
P, Q dire&ione C v  urgetur, quae proinde cum his viribus fit in  aequi­

librio (63. §.)•
74.  C o r o l l a r i u m  1 1 ,

Hinc (72. 73 .§ .) perfpicuum fit, femper, fi in unum punftum 13 datae 
lineae A B  libere quaquaverfus mobilis dire&ione BQ  agat quaecunque 
vis Q , poffibiles effe duas vires P , Z, quae in bina quaevis alia punfta A, 
C ejusdem lineae certis direfrionibus A P , C Z  agentes cum vi Q in per- 
fefto aequilibrio fint. Quamobrem nihil, quod fit impoffibile adeoque ab- 
furdum, quaeremus, inveftigaturi, quaenam relationes inter datam vim Q , 
viresque quaefitas P, Z , direftiones virium BQ , C Z , A P, et diftantias pun- 
ftorum A, B ab intermedio punfto C debeant intercedere, ut vires omnes 
Q , P , Z  inter fe fint in perfe&o aequilibrio.

VtlntHtn //• D D I S S E R .



26

D I S S E R T A T I O  II.
D E

L E G E  A E Q U I L I B R I I  V I R I U M  I N  R E C T A S  I N F L E X I L E S  
D I R E C T E  A G E N T I U M .

75.  H y p o t l i e f i * .

, [ ~)ireffiones virium in datas qua&cunqne reffas agentium Jint perpendicu- 
larcs ad easdem rettas.

76.  T h e o r e m a .
Fjg. 4 .S.<S. iSV aut reffa inflexilis A B  (6 Fig.) in medio puntto C , aut angulus 

quiscunque invariabilis A C B  (4. 5. Fig.) aequalium crurum A C , BC in ver­
tice C ita figi cogitetur, ut tam illa reffa , quam hic angulus libere circa 
punctum C converti, nullum tamen alium motum a viribus P, Q directioni- 
bus A P, B Q  (75. %.) in punfta A ,  B agentibus pojfit recipere;  erunt vires 
P , Q in aequilibrio, j i  eae fuerint inter Je  aequales.

D  e m o n rt r a t i o.

Cum enim punfta A, B ab aequalibus viribus P , Q pari efficacia fe­
cundum dire&iones A P , BQ  debeant premi, cumque, per hypothefim* 
et puntta A, B aequaliter diftent a punfto fixo  C , et direftiones virium 
A P, BQ  fub aequalibus angulis ad re&as A C , B C  fint inclinatae (75. § .) ; 
evidens eft, tanta efficacia niti vim Prettam AC circa C convertere, quanta 
efficacia nititur vis Q reftam B C  circa C movere: quare, cum ob infle- 
xibilitatem reftarum A C , BC, A B, invariabilitatemque anguli A C B  neu­
tra reftarum A C , B C  a vi in illam immediate agente circa C pofllt con­
verti, quin tota refta A B (6. Fig.)» totusque angulus A C B  (4. 5. Fig.), 
in eandem partem circa C convertatur, cumque idcirco vires P, Q refram 
A B  (6. Fig.) et angulum A C B  (4. 5. Fig.) in partes oppofitas nitantur 
convertere; neceile eft, ut fub afiumtis conditionibus aut perfe&e quiefeat 
retta AB et angulus A C B ,  viresque P , Q fint in aequilibrio (63. §.), 
aut in partes oppofitas eodem tempore moveatur, quod eft abiblute im- 

. poflibile.

7 7 « C o -
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77. C o r o l l a r i u m  1 .
Quod reCtam A B  (6. F ig.) in medio punCto C retinet, ne illa prae- Fis-6. 

ter motum rotationis circa C alium aliquem motum poflit concipere, debet 
fuftinere preffionem, quam ambae vires P , Q in punCto C direCtione C v 
(75. §.) producunt; id ipfum ergo motum duntaxat punCti C, ad quem illud 
ea preffione fecundum direCtionem C v follicitatur, impedit: qitcdfi ergo 
foluto vinculo in C , quo reCta A B  quaquaverfus libere mobilis redda- 
tur, in ejus pun&o medio C direCtione oppofita C V  (75. §.) applicetur 
vis V aequalis fummae virium aequalium P, Q , quae idcirco punctum C 
directione C V  tanta efficacia premat, quanta illud a viribus P, Q directio­
ne C v premitur; erit vis V cum viribus P , Q in aequilibrio (76. 66. §.)♦

78 . C o r o l l a r i u m  2.
In quotcunque punCta a et h, b et g ,  c et f, d et e ,  aequidiftantia a f ; s . 

punfto medio C datae reClae ah (7. Fig.) in omnem partem libere mobi­
lis agant vires aequales v, v, v, etc. directionibus av, bv, cv, dv, ev .fv , gv, bv 

erit cum omnibus vis unica X  in aequilibrio, modo ea agat in 
C direCtione oppofita C X  (75. § .) , aequeturque fummae omnium virium 
v, v, v, etc. (77. 64. &•)•

79. T h e o r e m a .

Quidquid fu it duae vires P, Q (8- F ig .) in duo punffa A, B datae rectae Fig. $. 
A B quaquaverfus libere mobilis directionibus A P, B Q agentes, et ubicun­
que inter punffa A , B fumatur tertium punffum C , in quod direftione oppo- 
Jit a C Z  (75. §.) aS at v *s tertia Z ;  necejfe e fl, ut in flatu  aequilibrii inter 
omnes tres vires P , Q ,  Z ,  (74. § .) , vis media Z  aequetur fummae virium

P , Q.
D e m o n  f t r a t i o .

Prodn&a reCta A B  fiat C D ; = C B ,  et A C ;= ;E C , cogitenturque ia 
D, E  applicari vires s ^ r Q , u ~ P ,  in C vero fupponatur adhuc una vis Z  
^agere. Cum, per hypothefim, vis Z in aequilibrio fit cum viribus P, Q ; 
erit, ob pares prorfus caufas, etiam vis altera Z in aequilibrio cum viri­
bus s , u :  quare, fi praeterea in C direCtionibus C x ,  C}^ agerent vires 
aequales x , y , quarum quaevis fit =  P +  s +  Q *f u =  2 P -f 2 Q , cum hae 
inter fe effent in aequilibrio (66. § .) , deberent necellario omnes vires P,
Q, Z, Z ,  s, u, x, y  inter fe efie in aequilibrio (64. §.). Efl et autem una pars

Q vis x cum viribus aequalibus s, Q , in D, etB  et altera pars ~ 2  P ejus.
D 3 dem
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dem vis x cum viribus aequalibus P, u in aequilibrio- (77. § .): fublatis
ergo viribus x ,  P, Q , s, u, maneret vis := 2 .Z  agens in C direCtione CZ 
cum vi y  =  2 P +  2 Q agente in C direftione oppofita C y  in aequilibria 
(65. § .) , eoque ipfo- deberet: fieri. 2 Z = 2 P  - f - 2 Q (6& §.)> ^inc
Z i= P  +  Q..

80. T h e o r e m a . .

S i dijlantia A C puntii A retiae inflexilis A B' ab ejus puntio C m ajor 
fit quam dijlantia B C ,^ *  tres vires P', Q,. Z agentes in puntia A ,  B , C 
diretiionibus A P, B Q , C Z  (75. §.) fmt inter fe  in aequilibrio ;  erit vis P 
in dijlantia majori A C  minor vi Q. agente in dijlantia minori BC..

D e m o  n A r a t f  o..
Patebit id, fi oftendatur ,. nec P := Q  pofle effe, neque P > Q .  E a­

propter accipiatur A D =  B D , et inpun&o D directionibus oppofitis Dr, Ds 
applicentur vires aequales-r— 2 Q‘, s — 2 Q :  quia hae inter fe debent effe 
in aequilibrio (66* §.)> erunt omnes vires P,. Q* Z, r , s- inter, fe in aequi­
librio (64. §.) Iam veroj fi effet P \= :Q , adeoque vis r cum viribus P, Q 
in aequilibrio (77. § .) ; deberent, fublatis viribus P , Q ,, r v i r e s  s , Z  
inter fe effe in aequilibrio' (65. § ) ', contra (7 1 .  § .)r  fi autem effet P > Q ,  
puta p —  Q-f-w,  adeoque vis r cum viribus Q, Q in A et B in aequilibrio 
(77: § .); manerent,, remotis viribus r,. et Q» Q ex D, A, Br  vires Z , . s ,  «1 
in C, D, A in ter fe in aequilibrio (65. §.)»• contra (7 1. §.),

8r .  T h e o r e m a .

S i ,  retia a B  inaequaliter feti a in b, C, ita ut fit  aC > b C  > B C ,  tres 
vires k ,  q,  Q ejusmodi effe dicantur, ut, fi, vi Q agente in B ,. in b applice­
tur vis q„  et in C vis Z = :q - } -Q , vel in a vis k ,  et in C vis Z = r k - fQ , 
cafu primo vis Z “ q-j-Q cum viribus q , Q,. et cafu altero vis Z ~ k  
+  Q cum viribus k,. Q debeat rjfe in aequilibrio; erit vis k agens in 
majori dijlantia a C. minor vi q agente in minori dijlantia bC..

D e m o n O r a t i o . .

Produfta refta aB  fumatur C a ~ C E r et in- a,. E  applicentur vires 
aequales k,. u, in C vero dife&ione oppofita Cx. agat vis x =  k-J-u* 
erunt vires k , u , x. inter fe in aequilibrio (77. quodfi ergo vires 
q, Q' et Z — q - f Q  fint inter fe in aequilibrio; erunt omnes-vires k , u, 
q> Q , x ^ k  +  U, Z  =  q-t-Q inter fe in aequilibrio (64. §.). Quapropter,

cum
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cnm, per hypothefim,  vires k, Q cum vi ~ k - f  Q in C fint in aequilibrio, 
dtbebunt, fublatis his viribus, reliquae.: q, u cum vi = q - f  u in C ma­
nere in aequilibrio (65. §.) quod non poteft fieri, quin,. o b C E  =  a C > b C ,  
fit u <  q. (80^ §•}, feu k <  q.

82,. T  h eo  r e m  a.

S i ,  rema A B  in C (9, Fig.). fic Jetfa,. ut pars major AC fit  rtupla fig. 9. 
partis minoris B C , adeoque A C — B C . r  pro quocunque numero< integro r, 
in piuicta A ,  B,-C directionibus A P , B Q , CS agant vires P, Q', S, quarum 

fecunda Q ftt vlupla prim a en im iru m  Q = P r ,  et tertia S aequalis fm n - 
mae reliquarum virium  P ,  Q;  erunt vires P , Q ,  S in aequilibrio.

D e m o  11 A r a t i o .

r. Produ&a A R  in utramque partem fiat A E = : B C t = A D ,  et 
C F ^ = C D , hinc B f c B E . .

2. Cum pars A C  Ik rtupla partis B C ; poteft A C  in' numero r par­
tes aliquotas fingulas A E = B - C  dividi, eruntque in CD numero r - f  r, 
tolidemque in C F , in B E  autem erunt numero r r totidemque in B F  
partes aliquotae, fingulae- = B C r ob ( 1) .

3. Quod fi ergo in punfta; media, a, b , c , -  - — n , O' r ,  fingularum 
partium aliquotarum totius re&ae D F  in (2) cogitentur agere vire^ aequa­
les p r= ;|P  directionibus a p , bp,,cp-, etc.; erit fumma virium p in a et b 
agentium p +  P ^ P »  adeoque erunt eae vires- cum' vi P in aequilibrio 
(77. §.) Summa porro omnium virium p per E F  diffufarum erit £=: £ P . 2r 
ob (2 ) ,  feu = P t ^ = Q  per hypothefim:' quare erunt etiam vires p'per 
E F  diffufae cum vi Q in: aequilibrio (78. §.). Omnes ergo vires p per 
totum reflam D F  diffufae erunt cum viribus P, Q- in aequilibrio (64. §•)..

4. Eapropter,, fi in C direflionibus oppofftis CS, C R' applicentur vires< 
aequales S =  P-f-Q', R c= P 4 -Q ,. quia illae inter fe debent effe in aequi­
librio (66. § .) ; habebimus vires P, Q , R , S ,, et vires p per D F  diffufas, 
omnes ob (3) per (64. §.) inter fe in aequilibrio. E ft autem fumma 
omnium per D F diffufarum virium p ob (3) = P r  4-P = = -Q +  P — R ; adeo­
que, ob D C := C F  per ( 1 }  eft vis R cum omnibus- per D F  diffufis viri­
bus p in aequlibrio (78. §*);: fublatis igitur omnibus viribus p una cum» 
vi R , manebit vis S ^ P - f  Q fola cum viribus- P, Q in aequilibrio ^65. §.)••

g 3> C  o-
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83. C o r o l l a r i u m .
R eda ergo ae (10 . F ig .) <ic fetta in C , nt pars major aC  fit

xtupla unius ntae partis partis minoris C e ,  nimirum a C = r C e —  ; erit v if

x := u - t -v  in aequilibrio cum viribus u, v, fi fuerit reciproce vis v r : u - L
. - n

ttupla unius ntae partis vis u. Si enim capiatur Cb =  C d = C e . - i r  pars
n ta reftae C e ,  et in b , d cogitentur applicari vires z, y ,  prior z = v n ,
et pofterior y ~ u r ,  direftione vero C x  concipiatur loco x agere vis
V  =  u +  z - | - y + v ;  cum in affumta hypothefi debeat efle a C := C d .r ,
et e C : = b C . n ,  erunt vires u, y  in C cum viribus u, y  in a, d, et vires
z, v in C cum viribus z, v in b, e feorfim in aequilibrio (82. § .): igitur
erunt omnes vires, illae et hae, inter fe in aequilibrio (64. §.). Quare,

r
cum per hypothefim fit ; hinc v n r j u r ,  adeoque cum­

que idcirco vires z ,  y  in C cum viribus z , y  in b , d feorfim debeant 
effe in aequilibrio (77. § .)? necefle eft, ut fublatis his viribus manent 
vis ^=v +  u in C cum viribus v , u in e, a in aequilibrio (65. §.).

84. T h e o r e m a .

Quotiescunque tres vires P, Q , x (8 -F ig .) directionibus A P, B Q , C x  
egerint in tria punfta A ,  B , C re&ae A B  quaquavetjus libere mobilis; 
erunt illae inter fe  in aequilibrio, f i  fu erit  P : Q = : B C : A C ,  et x t= P - f-Q

(7 9 - §■)• ^  n
D  e m o n it r a 1 1 o.

1 . Partes AC, BC re&ae AB erunt inter fe commenfurabiles vel incommen-

furabiles C5- S  )* Primo cafuextabit certus numerus integer r vel fraftus
r n

pro quo fit AC =  B C .r  vel A C r=BC > —  (6. § ) ; hinc, ob P :Q  =  B C :A C
® r

per hypothefim, etiam Q := P r  vel Q —  P - ^ - ,*  quod nequit fubfiftere, 

quin vires P, Q . * fint inter fe in aequilibrio (82. 83. § ).

2. Sint vero BC, A C  duae re&ae incommenfurabiles: debebit pro 
quovis quamtumlibet magno numero integro n extare alter numerus in­

teger r , qui det A C  > B C .  et A C < B C . — ^  1 (12  g .) ; et pro iis­

d e m  numeris, cum per hypothefim fit P : Q = B C ; A C ,  erit Q > p J L _
n r + l n 

t t  Q <  P — ------

3. Hoc

3o D I S S E R T A T I O  U
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3. Hoc praemiffo fupponamus in punfto A requiri vim w, hinc in C 
vim x = w  +  Q» 9 U0 vires o»,x cum vi Q fint in aequilibrio (74*7 9 ' S 0 i 
dico, debere eiTe w —  P , hinc x ^ = P  +  Q.

r r 4- 1
4. Si enim accipiatur b C ~ B C . —  , et a C t = B C . -------— J ja*

n n
cebit ob (2) punctum A  inter pun&a a , b, et fi in b applicetur vis 

in C autem vis Z  =  q +  Q f vel in a vis k := :Q  ^ » e* 1°

■C vis Z “ k-{-Q ; erunt vires q ,Q  cum vi Z  =  q +  Q cafu primo, et 
vires k, Q cum vi Z ^ k  +  Q cafu altero in aequilibrio (8 3 - §- ) : igitur

erit ob (3) vis u < q  et w >  k (8 **§0 > adeoque femper co < Q - ~ - ,  et

u >  Q — 7----  hinc Q ►> u ——, et Q < u r ~̂ -■■■, quod ob (2) eft inn-
r -f- 1 * n n 1

poflibile, quin fit Q;P:=:Q:c»> (22. §.) proinde « := P .  ,

8 5 . T h e o r e m a .

E t  viciflim, f i  vires P , Q cum vi Z  P +  Q in reffa A B quaqua* 
ver/ns libere mobili fint in aequilibrio;  debebit ejje P :Q ;= B C :A C .

D e r a o n f l r a t i o .

Si ftante aequilibrio inter vires P , Q ,  Z  non effet P : Q r = B C : A C ;  
deberet in A B  dari unum pun&um a vel b, pro quo fieret BC :aC  =  P : Q ,
Vel B C : b C = P : Q ;  et fi, remota vi P ex punfto A , applicaretur in a 
vis f c = P ,  vel in b vis q =  P , eflent vires k, Z> Q cafu primo, et q, Z , Q 
cafu fecundo inter fe in aequilibrio (84. §.),; contra (8 1. §■)•

8 6 .  D e f i n i t i o .

Omnem reftam A B  ( l l .F ig .)  AC (12. Fig.) inflexilem gravitatisqueFig.11.12 . 
expertem, in cujus bina punfta A, B fupponuntur agere duae vires I’, Q, 
fi ea in uno punfto C ita fit fixa, ut circa illud a viribus P ,Q  libere moveri, 
nullum tamen alium motum poffit concipere, vocant ve&em mathematicum 
re&ilineum, et punftum fixum C centrum motus. Ipfe vero vectis eft hc• 
tcrodrornus, fi rentrum motus C ( 1 1. F ig .) jacet intra pan&a A, B , in 
quae vires P, Q agunt: homodromus autem appellatur veftis, in quo pun- 
fra A, B a viribus P, Q ad motum foliicitata (12 . Fig.) ad eandem par­
tem centri motus C cadunt

$7- Co-
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$  7. C o r o l l a r i u m  1 .

Fig. ix. 'Si dirediones A P, B  q ( 1 1 .  Fig.) duarum virium P, q in punfta A ,B  
we&is heterodromi A B  (86. §.) agentium cadant ad diverfas partes ejus- 
.dem v,eft is., nitentur vires P, q veftem A C ad eandem partem circa cen­
trum motus C convertere* confequenter non poterunt efle in aequilibrio 
(63. § 0 : quare, ut duae vires P ,Q  in duo .punfta A, B v eft is hetero­
dromi agentes pollint eiTe in aequilibrio, debent illarum .direftiones AP 
BQ  ad .eandem partem ejusdem veftis jacere.

8S* C o r  o l i  a r i  u m  ia.

Fig. 12. vefte autem homodromo A C  ( j 2 .  F i g . ) ,  ut duae vires P, Q
agentes in ejus punfta A,  B (§6. §.) poilint efle in aequilibrio, debent di- 
xeftiones A P , B Q  «arundem virium ad diverfas veftis partes cadere. 
Vir.es enim P, q" agentes in punfta A , B , quanum .direftiones A P , Bq" 
cadunt ad eandem partem veftis A C , nituntur hunc circa centrum mo­
tus C ad eandem partem convertere, et ideo nequeunt illae efle in aequi­
librio v(f)3* §•).

89 . C o r o l l a r i u m  3 .

Fig. n . Duae wires P, Q  agentes in punfta A , B veftis heterodromi A B  
1(11. Fig.) fecundum direftiones A P , BQ  (75 - 8 7 - S )  debebunt efle in 
aequilibrio, fi fuerit P : Q = B C : A C ;  preffio autem, quam vires P , Q 
in centro motus C direftione Cv direftionibus A P , BQ  parallela produ­
cen t, aequabitur preflioni, quam vis unica v r = P - f  Q in £  produceret 
fi illa direftione C v in C immediate ageret. Si enim refta A B  non eflet 
in C fixa, fed quaquaverfus libere mobilis/ et in C direftione CZ ad /iB 
perpendiculari ageret vis Z  =  P -f  Q ; eiTetZ cum viribus P , Q in aequi, 
librio (8 4 - § 0 : cum igitur vis Z  illum duntaxat motum impediat, quem 
punftum C reftae A B .direftione C v  poteft concipere; aberit omnis mo­
tus,  viresque P, Q fervatunt reftam A B in aequilibrio, fi remota vi Z  
refta A B' in C ita figatur, ut circa C libere converti, fed nullum alium 
motum a viribus P, Q poffit recipere.

<90. C o r  o 1 ia  r i u m 4;

E t viciflim utprimum in vefte heterodromo A B duae vires P, Q di­
reftionibus A P, BQ  in ejus punfta A, B agentes (75. 87. §.) fuefint inter

fe
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fe in aequilibrio; debebit efie P : Q ~ B C : A C .  Secus enim daretur ia 
retta A B  aliud aliquod pun&um D vel d , pro quo effet P : Q ~ B  D:  AD 
vel P : Q ~ B d  : A d ,  et fi in D vel d dire&ionibus D r ,  Ds vel dr, ds 
(75 . §„) applicarentur vires aequales r, s, ut fit r := s ;= P - { -Q >  elTent tam 
hae inter fe per (66. § .), quam P, Q inter fe per hypothefim, adeoque omnes 
quatuor r ,  s , P, Q inter fe in aequilibrio (64. § .): quare, remotis viribus 
r, P, Q inter fe in aequilibrio exiftentibus (84. § .)* deberet fola vis s 
agens in D vel d reftarn circa C libere mobilem fervare in aequilibrio 
(^5* §0» quod eft impoflibile.

9 1 .  D e f i n i t i o .

Praeterea memorabilis eft vettis inflexus feu angularis, quem duae Fig. r;. 
reftae inflexiles A C , B C  (13 . Fig.) conftituent, fi illae fub certo angulo '
A C B  conjungantur, qui in vertice C ita fixus fit, ut circa hunc libere 
converti, nullum tamen alium motum poffit redipere, nec ullam muta­
tionem fubire, quaecunque vires P , Q agant in ejus latera A C , BC.
Omnis vero vettis, tam angularis { 1 3 *  F ig .) ,  quam re&ilineus ( 1 1 .
12 . Fig.") duo B rachia  habere cenfetur, quorum nomine ejus partes 
A C , BC  inter centrum motus C punttaque A , B ,  in quae binae vires - 
P, Q fupponuntur agere, interceptae debent intelligi,

9 3 . T h e  ore m a.

In  omni veffe, tam refitilineo quam angulari ( 1 1 .  1 2 . 1 3 .  *4 - F ig ) , pJg rr I r
vires P, Q directionibus A P , B Q  in pundta A , B agentes (75. §.) erunt 13.14.
in aequilibrio, f i illae Jint in ratione inverfa brachiorum, feu fi Jit  P : Q 
^ : B C : A C  (9 1. §.)• E t  vicijfm erunt eae in hac ratione, f i  fuerint in 
aequilibrio.

De mon f t r a t i o .

Cum id pro quovis vefte heterodromo ( 1 1 .  Fig.) in (89. 90. §.) 
fit demonftratum, fupereft, ut idem adhuc pro ve&e reftilineo homo- 
dromo (12 . Fig.) et angulari ( 13 . 14. Fig.) demonftretur.

1. Quamobrem cogitetur produci majus brachium A C  ultra C , ut 
fiat C b =  C B  ( 12 .  13 . 14 . F ig .) ,  et in b concipiantur agere vires 

VoJamen II. E  aequales
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aequales q, q1, quarum quaevis aequetur vi Q , dire&ionibos b q, bq ' 
(75* §•); erunt, non modo vires q, q’ inter fe (66. § .) , fed etiam vires 
Q , q' pariter inter fe in aequilibrio (76. §.)•

2. Quodfi ergo fit P : Q  =  B C : A C ,  cum eo ipfo !it quoque
P : q 5=: bC : A C  ob ( 1 ) ,  adecque vis P cum q in ve£t,e heterodromo 
A b  in aequilibrio (89. § . ) 0  erunt ob ( 1 )  omnes quatuor vires P , q, 
Q , q’ inter fe in aequilibrio (64. remotis itaque viribus q , q ’ ma­
nebunt vires P,Q inter fe in aequilibrio ob ( 1 )  per (65. §.).

3. E t fi vires P , Q fmt inter fe in aequilibrio; erunt ob ( 1 )  per 
(64. §.) omnes quatuor P , O , q , q '  inter fe in aequilibrio: igitur re­
motis viribus Q , q1 manebunt vires P, q ob ( i )  per (65. §.) in vefre 
Iietercdromo A b  inter fe in aequilibrio; proinde debebit efie P • q r— 
b C : A C  (90. §.)> hinc ob ( i)  P ; Q ^ B C : A C *

—

D I S S E R -
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V I R I B U S  I N  R E C T A S  I N F L E X I L E S  O B L I Q U E  A G E N ­

T I B U S ,  E A R U M Q U E  C O M P O S I T I O N E ^

E T  R E S O L U T I O N E .

93. T h e o r e m a .

S i  in punftum A reftae AC (15 . 16. F ig )  circa fixum extremum C ii- F i£ .ij.iS . 
here mobilis agant duae vires, una X  direftione A X  ad A C  perpendicu- 
lari, et altera Q direftione A Q fub angulo acuto vel obtufo Q A C ad A C  
inclinata, et C D fit perpendicularis ad dircftionem vis Q ; erunt vires 
X » Q in aequilibrio, fi fuerit X : Q = : C D : A C ;  et vicijfim, fi vires X  fint 
in aequilibrio, erit X ; Q = C D ;  AC.

D e m 0 n r a t io.
1 .  Si praeter vires Q , X.agentes in punftum A applicetur in A vis 

x t = X  direftione A x  ad A C  perpendiculari, et in D vis q ;= Q  dire­
ftione Dq cum A Q  jacente in una refta A D , refta vero A C  fuppona- 
tur efle unum latus plani A D C  ad D reftanguli et circa punftum fixutn.
C mobilis; erunt vires X , x inter fe , et q , Q pariter inter fe (66.70. §.), 
confequenter omnes quatuor vires X ,  x ,  q, Q inter fe in aequilibrio

(64. §■)•
2. Sit jam X : Q " C D : A C ,  adeoque ob (1)  etiam x : q ~ = C D : A C ,  

debebunt vires q , x efle inter fe in aequilibrio, cum illae planum A D C  
haud alia efficacia circa C convertere nitantur, quam qua eae veftem an­
gularem A C D  nitwentur circa C convertere (92, § .) : quodfi ergo' ab- 
fmt vires q , x , manebunt vires X , Q ob ( i )  inter fe in aequilibrio 

C6 5 - §•)•
3. Si vero dicas, vires X ,  Q effe in aequilibrio; debebunt, iis re- 

motis, vires x, q inter fe manere in aequilibrio; o b ( i)p e r  (65. § .) : fed 
it vires x ,  q agentes in punfta A , D plaui A D C  circa C mobilis funt in

E  2 aequi-
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aequilibrio, erant illae eo quoque cafu in aequilibrio, fi e’dem pfano
veftis angularis A C D  circa C mobilis fubftituatur; confequenter debe­
bit effe x ; q t = C D : A C  (92. § ) ,  hinc ob ( 1 )  X : Q ; = C 0 : A C .

94. C o r o l l a r i u m  1.

Vis Q agens in pun&um A redae A C ctrca fixum extremum C li­
bere mobilis fecundum dire&ionem A Q  fub angulo C A Q  ad A C incli­
natam, tanta efficacia nititur rettam A C  circa C convertere, quanta ef­

ficacia id praedare niteretur vis x ~  Q Sin C A Q  , fi

haec in idem punctum A directione A x  ad A C  perpendiculari ageret 
(93* §•)•

95.  C p r o l l a r i u m  2.
Si in punftum A  reCtae A C circa fixum extremum C  mobilis agant 

vires P , Q fecundum direttiones A P, A Q ; erunt hae vireS in aequilibrio, 
fi fuerit PSin PA C =  QSi nQ A C :  et viciffim, fi eae fint in aequilibrio, 
erit PSi nP AC =  QSi nQ AC.  Si enim in A directionibus A X ,  A x  ad 
A C  perpendicularibus applicentur vires X ^ = P  SinP A C , x —  Q Sin Q 4.C ; 
erunt vires X ,  x (66. § ) ,  proinde etiam P , Q inter fe in aequilibrio 
(9 4 - fi fuerit X = x ;  et viciffim, fi vires X ,  x, adeoque etiam P, Q 
fint inter fe in aequilibrio (94. §.)* er*c X := x  (68- §0-

* 9.6. D e f i n i t  vq«
Si in datum punftum A (17 . F ig.) agmt duae vires P, Q fecundum 

direftiones A P, A  Q fub quocunque angulo P A Q  concurrentes, quem 
deinceps nomine Angrtli virium  intelligemus; debebit punftum A media 
quapiam direftione A C  ab iisdem viribus ad motum inchoandum follici- 
tari, ac fi illud ab una vi C ea ipfa direAione premeretur:, idcirco vo­
catur direttio ejusmodi A C  Direffio media virium P , Q ; et vis C , quae 
fola agens in punftum A iftud directione media A C tanta efficacia pre­
meret, quanta id a viribus P, Q ea directio ne preii^tur, appellatur V is  
medta, refpettu cujus vires P , Q vocantur Laterales.

^97* C o r o l l a r i u m  1.  v

Inventio dire&ionis mediae A C  (96 §.) pendet ab inventione angu­
lorum P A C ,  Q A C  inter illam et directiones datarum vicium lateralium 
P , Q interceptorum.

98‘ Co-
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9£. C o r o l l a r i u m  2.

Debet autem direCtio media virium P , Q in punCtum A agentium 
ejusmodi efle indolis, ut, fi punctum A fupponatur pertinere ad rettam 
inflexilera A C  coincidentem cum directione media, reCtaque A C  cogite­
tur in C ita figi, ut ea circa C libsre converti, nullum tamen alium mo­
tum poffit recipere, vires P , Q eo ip('o debeant efle inter fe in aequi­

librio (96. §.)•
99* C o r o l l a r i u m  3.

E t victfBm> fi vires P, Q agentes in punCtum A reCtae A C  circa 
punftum fixum C libere mobilis fint inter fe in aequilibrio j  debebit refta 
A  C coincidc-re cum media direCtione virium P, Q. Secus premeretur 
puri&um A a viribus P , Q alia quapiam directione A y ,  ac fi, abfentibus 
viribus P , Q , vis media y foia fecundum direCtionem A y in A  ageret 
(96. § .) ; confequenter deberet reCta A C  converti circa C , contra bypo- 
thefim aequilibrii.

1 0 0 .  C o r o l l a r i u m  4.

Quoties ergo faerit P Sin P A C =  Q Sin Q A C , toties erit A C  dire- 
ftio media virium P , Q (99, 95. et vici Hi m quoties fuerit A C  di* 
reCtio media virium P, Q , toties debebit efTe P S i n P A C  Q Sin Q A C  

(9 8 - 9 5 - § 0 *
1 0 1 .  C o r o l l a r i u m  5*

Quemcunque fitum habeat direCtio media AC datarum virium P, Q, 
et quantacunque fit vis media C ex illis refultans-, fi haec innotefcerct, 
dirc-Ctioneque oppofita A M  applicaretur vis M ei aequalis; deberet vis 
IVI in aequilibrio effe cum viribus P, Q (96. 66. §.) Et vici ili m, inventa 
vi M, quae direttione AM  oppofiia direCtioni mediae A C  virium P, Q 
agens in punCtum A cum viribus P, Q lit in aequilibrio; erit eadetn vis 
M aequalis vi mediae refuitauti ex viribus lateralibus P, Q (68 96. § .) .

102.  C o r o l l a r i u m  6.

Quoties demum tres vires M , P , Q direftionibus A M , A P » A Q  in 
datum punttum A agentes fuerint inter fe in aequilibrio; d e b e b i t  dirtCtio 
medi* quarumvis binarum virium coincidere cum produfta direCtiow vis 
tertiae J e. gr. directio inedia virium P , Q coiucidet cum produ&a di-

E  3 rectione
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reftloae AM  vis tertiae M. Si enim A C  fit produ&io dire&ionis A M , 
et punCtum A  fupponatur fpe&are ad reCtam A C coincidentem cum illa 
produCtione» atque circa punCfc.jm fixum C libere mobilem; erunt nunc 
quoque omnes tres vires M, P, Q inter fe in aequilibrio; quare, cum vis 
M direftione CM agens in punttum C nullo patio influat in converfto- 
nem reftae A C  circa C , fublata vi M , manebunt vireS P , q  i ncer fe 
in aequilibrio, eoque ipfo eft A C  dire&io media harum virium.

(9 9 * § 0 . # |
1 0 3 .  P r o b l e m a u

Datis duabus viribus P,  Q in unum punffunt A fecundum dh'fif '̂ones 
A P ,  A Q  agentibus, datoque earum angulo, P A Q := :< p f invenire dire Bio­
nem mediam AC.

S o l u t i o .

Directio media virium P , Q determinabitur, fi definiantur anguli 
P A C  =  p , Q A C s = q ,  quos dire&io media A C  cum directionibus A P ,A Q  
illarum virium debet intercipere (97. § •): hi vero anguli poflunt fequeuti 
modo inveniri. Debet effe

p = < P — q ; q = ^ > — p;
et P S in p  =  Q Sinq  per (100. § .) :

per (VoL [. 5 . §, i .S c h o l)  erit ergo

PSin p = Q S in  <pCofp —  QC o f ^ S i n p ;
Q Sin q =  P Sin (p Cof q —  P Coi (p Sin q.

Quare, fi prior aequatio per C o f p ,  et poiierior per C ofq  divida- 
tu r, fiet

P T a n g p  =  QSin $  —  QCof<£> T angp;
Q T a n g q = P S in  <P—  PCof<p Tangq.

Habebimus itaque N
_  QSiri(p PSinCf»
Tang p =  f + u a f f : Tangq =  w r T i .1  •

1 04 .  P r o b i  e m a.

Inventa dircttione media A C  duaium virium P , Q  in punftum A  fe- 
eundum directiones A P ,  A Q  agentium, invenire vim mediam M.

S o  lu-



D I S S E R T A T I O  I i t . 39

S o 1 u f  i o.

Cum nota fit dire&io media A C ,  noti debent effe etiam anguli 
p r = C A P ,  AQ (103. §.)• lam ve^o vis media aequabitur vi M, quae
fecundum mediam direftionem C A , feu potius fecundum illius produ- 
ftionem AM  in punftum A agens cum viribus P , Q. e f f e t  in aequilibrio 
( 10 1 .  § •): pro illa, fi A P v e rfu sS , et A Q  verfus R producatur, erit 
ergo A S  direftio media virium M, Q , et A R  direftio media virium M, P 
( l0 2 . §.). Per (100. §.) habebimus itaque

M Sin M  A  S  =  Q  Sin Q A S ; MSi nM A R  =  PS i nP A R .
Sed eft P A C  =  M A S  =  p ; Q A C = :M  A R := c j}  
et Q A S = P A  R =  180° —  <?: ergo erit 

M Sin p :=Q Sin<2?; M Sinqr=PSin<P ;

M _  m -  ^ ®
i>in p J Sinq

105.  C o r o l l a r i u m  1 .
Datis duabus viribus P , Q agentibus in datum punftum A ,  dato- 

que virium angulo <P— P A Q  (96. § .) , licebit tam illarum direftionem 
mediam A C  per (10 3 . § ) , quam dependenter ab hac ipfatn vim mediam 
M per (,104. §.) determinare. Poteft vero vis media M inveniri etiam 
independenter a direftione media A C hoc modo.

_ Q W £ o ( >  = p +  QCof(p ( I0 ,  § ) ;

igitur elevando ad quadratum
Q2 Sin (P2 Cof pa

S m V -----— —  P2 +  2PQCof<p>-|-Q2 Cof (p*

sa= P2 +  2 P Q Cof (p +  Q *—  Q2 Sin Qz.

Hinc porro, fafta translatione et reduftione, ob Sinp2 +  Cofp2 ;=  I, 
obtinebimus

Q2 Sin <PZ
~~Sin p2 — P2 +  Q2+  2 P Q C of<?.

Et ideo per (104. §.) fiet 
M : = / ( P 2 «fQ* +  2PQ Cof<£).

106,  C o r o l l a r i u m  2,
Si vires P, Q agentes in panftum A fint aequales, nimirum P ^ Q »  

erit f is  media e* illis refultans M = v r(2 Pz +  2 P2Cof<P):==i>/ 2CI+ Cori?>)
O  per
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per (i0 5 -§ -) : directio autem media AC (96. § ) ita determinabitur, ut 
fit Tangp =  Tang q,' proinde angulus p := P  A C  —  q = r Q A C  (10 3  § .), 
id eft, dum aequales vires P , Q fub quocunque dire&ionum angulo 
P A Q  datum pun&um A ad motum foJIicitant, dire&io media AC debet 
angulum P A Q  biiiecare.

107,  C o r o l l a r i u m  3.

Eo determinato cafu, quo angulus virium <?> =  P A Q  reftus fuerit, 
erit Sin<p.— 1 ,  et C o f( p = o ; igitur erit vis media M r r r / ^  +  Q2) per

( * ° 5-S-)» et Pro direftione media AC debebit fieri T a n g p :r r~  , T a n g q = -^ -

(iX)3- §.)• Qoodfi porro in eadem hypothefi vires P, Q fint aequales; 
fiet vis media M =  P / " z , dire&ione mediu AC biffecante angulum virium 
P A Q  (106. § ).

iotf. C o r o l l a r i u m  4.

Pro quolibet angulo virium (p =  P A Q  eft Cof fraftio genuina ra. 
< 3 i i := l ,  adeoque minor unitate, et quidem valoris negativi, dum angu­
lus <P> eft obtufus: femper eft ergo 2 P Q Cof <p <  2 P Q , hinc etiam
P2, +  Q2 P Q Cof<P <  P2 4- Q2 +  2 P Q (P 4 - Q)2,, et ideo M <  P +  Q 
(105. §.)• Nimirum omni cafu erit vis media minor quam fumma virium 
lateralium (96.

1 0 9 .  C o r o l l a r i u m  5.

Cum porro pro quolibet angulo <p obtufo fit ejus cofinus negativus, 
pro quovis vero acuto pofitivus; pate-t, vim mediam M refpondentem dua­
bus viribus lateralibus P, Q majoreta futuram pro quolibet angulo <?>:=: PAC 
acuto, quam pro obtufo (105. §.).

1 1 o. C o r o l l a r i u m  6*

Ex (102. 104. §.) elucet, femper, dum tres vires M , P , Q in datum 
pun&utn A agentes funt in aequilibrio, binas quasque vires effe inter fe 
in ratione direfta finuum angulorum, quos illarum dire&iones cum dire- 
fctione vis tertiae comprehendunt s eft enim

M : Q =  Sin (f> : Sin p ;
M : P ~  Sin : Sin q ;
P : Q = ;  Sin q : Sin p »

Scho-
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S c h o l i  on.

In quampluritnis disquifitionibus vires per lineas utiliflime exprimun. 
tur: fieut enim omnia quanta ad certas menfuras relata (14- §•) per na- 
meros pofiant exprirni (15 . ig . § .) ;  fic licebit eadem quanta per lineas 
determinatae longitudinis exprimere, modo communis aliqua linearum 
menfura praevie definiatur.

1. Sit v communis virium menfura, ut e. gr. pondus unius librae com­
munis ponderum menfura (14 . § .) ; pr° menfura autem linearum fumatur 
lineola l ,  e. gr. unus pes. Quidquid fit vis V , femper erit cogitabilis li­
nea r e & a L , cujus ratio ad affumtam menfuram i aequetur rationi vis V  ad

ejus menfuram v, quo fiat L : l : = V : v ,  hinc V  =  v .-“ , et ideo V r r : - t -

pro v “  1 ,  vel etiam V ~ L  pro 1 =  1 .  Hoc fenfu dicetur recta L  expri­
mere vim V : proprie autem aequatio V = L  nihil aliud poteft denotare, 
quam exponentem rationis (qui fub V debet intelligi) vis V  ad afiumtam 
virium menfuram v aequari exponenti rationis (quem L in illa aequatione 
debet fignificare) lineae reftae L ad affumtam linearum menfuram 1, quo 
fiat, ut idem numerus, tali exponenti aequalis, jam vim V *jatn  re£tam 
L  exprellurus fit, fi is ad menfuram v virium, vel menfuram 1 linearum 
pro unitate afiumtam referatur ( 15 . ig . §.).

2. Quotcunque ergo dentur vires U , X ,  Z ,  poterunt illae per totidem 
lineas reftas u , x ,  z exprimi. Affumta nimirum communi virium men/ 
fura v et communi linearum menfura 1 ,  quaeratur refta u exprimens 
vim U per ( i ) ,  tum determinentur reliquae reftae x , z i t a ,  ut iliae ad 
reftam u in eadem fint ratione, in qua funt vires X , Z ad v i m. U:  nam fi 
fit u^=U  in fenfu ( 1 ) ,  et Z : U = z  : u, X : U := x :  u ; erit utique etiam 
x ~ X  et z = Z  ia eodem fignificatu.

m .  P r o b l e m a .

Datis Viribus P, Q in punctum A fecundum directiones A P, A Q, fub 
dato angulo P A Q concurrentes agentibus, geometrico determinare tam di- 
rectionem, quam vim mediam.

S o l u t i o .

In re£tis A P , A Q  coincidentibus cum virium P, Q direttionibus fu­
mantur partes Ab, Aa, quae datas vires P, Q exprimant, ita ut fit P :Q ^ r: 

J roLimkn I I .  F  A  b :
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A b : A a ,  tum conftruatur parallelogrammum A b d a ;  diagonalis A d erit 
direftio media virium P»Q» exprimetque fua longitudine vim mediam M, 
ita ut fit M : P : = A d : A b ,  et M :Q r=  A d : A a ( u o  §. Schol.)

D e m o n ft r a t i o.

In parallelogrammo enim A b d a  eft A b :  A at=rSind A a :S in  d A b :=  
S i nQ A C : S i n P A C :  cum igitur fit A b : A a  =  P : Q ;  eft quoque P ; Q = s  
SinQ A C : Sin P A C,  et PSin P A C^rrQSin Q A  C , eoque ipfo coincidit 
diagonalis Ad cum media direftione virium P , Q ( i c o .  §).

Porro eft in eodem parallelogrammo A b : A d r= S in  a A d ; Sin P A Q , 
et P : M r = S i n a A d : S i n P A Q  (104. § .) : igitur debet effe A b: A d ^ = P : M '■>

P A 51 p A H
cumque fuerit P : Q =  A b : A a , adeoque A b  =  etiam — J

A d  =  P : M ,  feu A a : A d “ Q: M.

1 1 2 .  D e f i n i t i o .

Duas vires P , Q fecundum direftione» A P » A Q  in unum punftum A  
agentes in unam vim componere tantundem figoificat, ac tam mediam 
direftionem A C  virium P, Q , quam vim mediam ex illis'refultantem in­
venire (96. 5 ) ;  haec vis media vocatur idcirco vis compofita, et refpeftu 
illius funt P, Q vires componentes. Quodii autem detur una vis V agens 
in punftum A fecundum datam direftionem A C ; vim V  in duas vires 
P , Q ,  quae in idem punftum A fecundum certas direftiones A P , A Q  
cum A C  in eodem plano jacentes agant, rrfolvere tantundem fignificabit, 
ac ejusmodi vires P , Q invenire, ut et media illarum direftio coincidat 
cum direftione A C  vis datae V , et vis media e x iliis  refultans aequetur 
datae vi V .

1 1 3 .  C o r o l l a r i u m  1 .
Preflio, quam punftum A fecurdum direftionem mediam A C  a da­

tis viribus componentibus P, Q perfentiscit, aequatur preflioni, quam vis 
compofita V in punfto A produceret, fi illa, remotis viribus P , Q , fola 
in punftum A fecundum mediam direftionem A C  ageret ( 1 1 2 . 9 6 .  § .) ; 
hoc fenfu aequivaUbit vis compofita V viribus componentibus P , Q fimul 
•fumtis, licet vis compofita V femper fit minor quam fumma virium com­
ponentium P , Q (U 2 . 108. §.).

114- Co-
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1 1 4 .  C o r o l l a r i u m  2.
Compofitio datarum virium P , Q , dato illarum angulo P A Q = < p  

(96. §.)» perficietur trigonometrice, fi dtreftio media A C  pe>* ( I 0 3 § .) 
et vis tn ed ia(ii2 .§ .)  per ( l0 4 .§ .) , v e l( l0 5 .§ .)  determinetur. Geometrice, 
vero poterit ea per ( m .  §.) perfici.

1 1 5 .  C o r o T a r i u m  3.
Quodfi autem detur vis V agens in datum punftum A fecundum da­

tam directionem A C , quae in binas vire* P , Q fecundum deterfftinatas 
direftiones A P, AQ debeat refolvi; poterit haec refolutio, dato angulo 
1» A Q = ( p ,  trigonometrice perfici, fi vires P, Q per ( 10 4 .5 .) , ob ( 1 12 .§ .)  

ita definiantur, ut fit

V S i n Q A C  V S i n P A C
1 ~~ Sin (p ’  S in £

1 1 6 .  C o r o l l a r i u m  4.
Geometrica datae vis V  in punftum A direftione A C  agentis refo­

lutio perficietur hoc modo. Abfcindatur in refta A C  pars A d , quae vim
V  exprimat ( 1 10 . §. Schol.), tum ex d ducantur parallelae d a, d b ad da­
tas direftiones A P , A Q  virium, in quas V debet refolvi: latera enim 
A b, A a  debebunt has ipfas vires exprimere ( 1 1 2 .  i n .  §.).

1 1 7 .  C o r o l l a r i u m  5.
Hoc modo vis V  =  Ad agens in punftum A datae reftae A B  Fig.i|. 

(18 . Fig.) fecundum direftionem A C  fub angulo acuto B A C “ « ad A B  
inclinatam, conftrufto reftangulo A b d a ,  refolvi folet in duas vires, 
quarum una A a =  VSin<x direftione A a ad A B  perpendiculari, et altera 
A b r = V C o f  ot direftione A b  in refta A B  jacente agat in punftum A  

(n6.

D IS S E R ,
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s  '

DE

C E N T R O  A E Q U I L I B R I T  V I R I U M  D I R E C T I O N I B U S  
P A R A L L E L I S  I N  D A T U M  S Y S T E M  A P L U R I U M  

P U N C T O R U M  A G E N T I U M .

i i 8* D e f i n i t i o .
Syjlem a puuSforum eft quodvis aggregatum  plurium pun&orum deter­
minata aliqua ratione per datum fpatium diftributorum, quae, ne illorum 
fitus refpettivi ab uilis viribus poifint turbari, omnia per lineas inflexi- 

les inter fe connexa poterunt cogitari, ac fi ea totidem punfta unius 

corporis rigidi exhiberent (60. § .). Si punttis maJTas quascunque, puta 
lin eas, fuperficies, aut corpora, fubftituas; habebis Syftema plurium 
nwjjarum.

1 1 9 .  D e f i n i t i o .

Centrum aequilibrii dati fyftematis, cujus fingula punfta f u g .  §.) a cer­
tis viribus fecundum direftiones inter fe parallelas et in eandem plagam 
tendentes ad motum follicitentur, vocabitur punttum , quod refpeftu pun- 
ftorum  totius fyftematis talem fitum habeat, u t , fi in illud certa vis fe­
cundum determinatam dire&ionem agere fupponattfr, ea in quovis fitu 
totius fyftematis cum omnibus ejus viribus in aequilibrio effe debeat, 
feu direftiones harum virium unam eandemque in omni fitu fyftematis 

plagam refpiciant, feu non, modo eae in quovis fitu feorfim fpeftatO 
omnes in eandem plagam tendant, et inter fe fint parallelae.

S c h o l i o n .

Cafus hic direftionum parallelarum eft m axim e memorabilis, tum 
quia is in corporibus phyficis ad fenfum habet locum , tum etiam quia 
ad hunc cafum omnes reliqui cafus pofTunt revocari, quod patebit, ubi 
generaliffima ftaticarum difciplinarum principia recenfuerimus. Gravitas 

quidem fic agit in quodlibet corpus phyficum , ut omnia illius pun&a, 

quemcunque fitum totum corpus habeat, femper fecundum directiones ad 

-Wi £  ^'0 i «. c - fenfum
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fenfum parallelas deorfum premantur, quo fit, ut hae dire&iones in omni 
corporis fitu unam eandemque plagam refpiciant. Verum poliibile eft, 
ut punfta dati fyftematis ab aliis viribus ad motum urgeantur, quarum 
directiones fint inter fe parallelae, et omnes in quovis litu fyftematis in 
eandem plagam tendant, licet haec mutato fitu fyftematis mutetur.

120.  T h e o r e m a .
iSV reffa bD (19. F ig .), in cujus punffia b , a agant duae vires Q , P Fi 

fecundum direffioncs parallelas b Q , a P Jecetur in C, ita ut fit P : Q bC: a C, 
et in C directione C c parallela directionibus b Q , aP applicetur r n c ^ P  +  Q ; 
erit haec in aequilibrio cum viribus P , Q.

De  111011 fl rat io.
1 .  Vires P, Q , c agentes direftiombus aP, b Q , C c in pun&a a>b, C,

£ ponatur angulus D aP =  D bQ  =  c C b c = ip , poffunt per ( 1 1 7 .  §.) in 
fequentes vires refolvi.

V is P in a a =  P Sin  $ ,  et a =  PCof(p ;
Q in b/3 =r;QSin<p, et b/3* =  Q Cof <p; 
c in C 7 t =  c Sin (p , et C 7' = :  c C of <f>.

2. Quamobrem erunt vires P, Q , c in aequilibrio, fi vires a « , a a?, 
b/3 , b/31, C y , C y '  omnes inter fe fuerint in aequilibrio. Eft autem per 
hypothefim c := P - f  Q : igitur eft vis C ? 1 aequalis fummae virium a a 1, 
b/3’ in ( 1 ) ,  proinde cum his viribus in aequilibrio (66. 70. §.). Porro eft 
per hypothefim P : Q : = b C ; a C :  igitur a« :b/3 = b  C : a C in ( 1 ) ;  confe- 
quenter funt quoque vires a a , b /3 cum vi C 7  =  a « + b /3 in aequilibrio

<8 9 - S- >  fl .
1 2 1 .  C o r o l l a r i u m  1 .

Secundum quascunque directiones a P, bQ  inter fe parallelas egerint 
binae vires P , Q in duo punfta a, b unius reftae b D ; jacebit illarum cen­
trum aequilibrii in punfto C ejusdem reftae fic determinato, ut fit C a :
Cb =  Q : P ;  idemque centrum ita premetur a viribas P, Q dire&ione C e  
parallela directionibus aP, b Q , ac IV in illud una vis e s = P -H 2 imme­
diate ageret (120. 119 . §.).

1 2 2 ,  C o r o l l a r i u m  2.
Pro viribas aequalibus P, Q erit C a =  C b : centrum aequilibrii illa-

rom coincidet ergo cum punfto medio C reCtae * b  ( 1 2 1 ,  §.)•

J  3 1 2 3 .  Cq? '



1 2 3 ♦  C o r o l l a r i u m  3.

Data diftantia ab punftorum a, b redae b D , in quae agant datae vi­
res P , Q direftionibus aP, bQ inter fe parallelis, invenietur illarum cen­
trum aequilibrii C , inventa hujus diftantia ab alterutro pun&o a , b ;  
determinabitur vero haec diftantia ex aequatione a C . P = b C . Q  ( i2 l .§ .) .  
Eft enim

bC“ ab — aC; aC =:ab  — bC: 
Tgitur erit 

(ab — bC )P ;=(ab  — aC)Q i
t,c —  a b -p . , , r _  ab Q 

p + Q  ’  P + Q  '

1 3 4 ,  C o r o l l a r i u m  4.

Poterit porro centrum aequilibrii C duarum virium P , Q directioni­
bus parallelis a P , b Q  in punfta a , b  datae rectae bD agentium deter- 
minari etiam per ejus diftantiaui dC a dato quocunque punfto d in eo. 
dem refta. Cum enim fit

aC =  dC— da; bCn=db — dC;
habebimus per ( 12 1 .  §.)

P  • Q —— d̂ b — d C ) :( d C —  da); hinc
J(- __  d a .P - f  d b . Q
d C -  P +  Q------------

4 2 5 .  Co r o l l a r i  um 5.

o. Si dicas, punftum a reftae aZ (20. Fig.) effe centrum aequilibrii 
virium A, B , C , -  —  P fecundum direftiones parallelas a A , b B , c C
-------pP agentium in punfta a , b, c , ----------- p ejusdem reftae, in quo'
vis unica X = A  +  B - fC - i----------+  P applicata fecundum direftionem
oppofitam « X  parallelam illis dire&ionibus fit in aequilibrio cum omnibus
viribus A , B , C , ------- P,  in puufta vero q , a  cogitentur agere vires
Q , S =  A +  B -fC H —  -j-P  fecundum directiones q Q , * S  prioribus
parallelas, quarum centrum aequilibrii /3 dabit

* 7 o _  Z a . S - f Z q . Q
-------S +  Q-------  C124 .S O,

ita ut una vis U =  S -fQ  in /3 fecundum direftionem /3U direftionibus 
qQ , «S parallelam applicata cum viribus Q, S fit i*i aequilibrio ( ia i .§ .) ; 

’ t i  v erit
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erit eadem vis U etiam cum viribus A, B, C, ------- P , Q , abfentibas
S ,  X ,  in aequilibrio, pun&umque (B erit centrum aequilibrii virium
A , B, C , -------P, Q (119 . §.). Cum enim in hac hypotheli omnes vires
A, B, C , -------P» Q, S , U , X  fint inter fe in aequilibrio (64. §.)> et vi­
res S, X feorfim inter fe in aequilibrio (66. § .); necefTe eft, ut his re­
motis vis U cum viribus A , B , C ,  -  -  -  P » Q  maneat in aequilibrio 
(65. §.).

1 2 6 .  P r o b l e m a .
Datis quotcunque viribus A , B, C, etc. in data pvnffia a, b, c, etc. unius 

reUae a Z Jeeundum direffiones parallelas a A, bB, cC  etc. agentibus; invenire 
illarum centrum aequilibrii, dire&ionemque et quantitatem vis in eodem 
centro applicandae f quae cum omnibus illis viribus J it  in aequilibrio.

S o l u t i o .

Sumto quocunque punfto Z  in data retta, multiplicentur diftantiae 
fingulorum punctorum a, b, c, etc. a punfto Z  per vires in iis applicatas, 
et fumma produftorum dividatur per fummam omnium virium ; erit quo- 
tus diftantia quaefiti centri aequilibrii, p ut a y ,  a punCto Z . Quodfi jam 
in hoc dire&ione oppofita *yV parallela directionibus virium A , B , e t C .  
cogitetur applicari vis V aequalis fummae omnium virium A , B ,  etc.; de­
bebit ilia efle in aequilibrio cum omnibus his viribus,

D e m o n f t r a t i o .

1. Ex (124 . 121 .  §.) elucet, folutionem hanc pro duabus viribus re- 
ipfa locum habere.

2. Porro, fi numero n vires A , B, C , ------ P habeant in ce centrum
aequilibrii, pro quo fit

„  _  A . a Z  +  B . b Z  -|--------- +  P . p Z
A +  B + ------------ +  P

et vis X “ A  +  B +  ~ ------ }- P in « agens direftione oppofita cum viri­
bus A , B, —  -  P fimul fumtis fit in aequilibrio; habebunt etiam una 
plures vires A , B, -  -  -  P , Q 'unum centrum aequilibrii in J3 , pro 
quo fiet

„  Z * ( A + B + -------- + P '  +  Z q - Q
; , A +  B + ---------- H P +  Q y

et vis I I .— A -f-B -j- -  -  -  — P 4 "Q in /3 fecundum oppofitam directio­
nem  & U  agens erit cum omnibus viribus A , B, -  -  -  P ,  Q in aequi-librio



librlo (z25. §.): utprimum ergo data folutio de certo numero n virium 
vera eft, debet ilia eo ipfo et:am de numero n -{-i talium virium vera 
effe, unde et ex ( 1 )  per (Vol. I. 3 1 .)  fequitur, datam foJutionem pro- 
blematis de quovis polHbuLli virium numero veram debere eile.

1 2 7 .  Probl ema.

r l2-- S i fmgula punffa a ,b , c, d, e, f , ------ p , q aticujus fyjtem atis a to­
tidem viribus A, B, C, D, E , F ,------ P, Q fecundum dire&iones a A, b B ,____ -
qQ  ititer fe  parallelas et in eandem plagam tendentes ad motum folliciten- 
tu r , coufietque, vires A, B, C, -  -  -  P habere centrum aequilibrii in « ,
in quo vis uua x : = A 4 - B - f C 4 - --------- j - P  agens direftione oppoftta x x
parallela virium A , B, etc. directionibus cum omnibus viribus A, B, C ----- P
effet in aequilibrio;  invenire tam centrum aequilibrii virium A, B, C, -  - - P ,  Q 
quam directionem quantitatemque vis in illo applicandae, ut ea cum omnibus 
viribus A, B, C, —  -  P , Q J it  in aequilibrio.

Solu tio.

Dufta e centro aequilibrii x virium A, B, C , ----------P ad punftum
q , in quod agit vis Q , refta a q , determinetur in eadem refta punftum /3 
fic , ut fit

„  o ,______________ * q - Q ______________
1 A  -f-B-f-C-J—  — -  +  P +  Q

erit /3 centrum aequilibrii virium A, B, C , ------ P, Q , in quo vis unica
v —  A -f-B  +  C - f  - -  - +  P +  Q fecundum direftionem /3 v oppo/itam 
et parallelam direftionibus illarum virium applicata debebit cum omnibus 
viribus A, B, C, -  —  -  P* Q efi*e in aequilibrio*

De  m onft ratio.

Si in centrum aequilibrii x virium A, B ,-------p fecuudum oppofitas
direftiones a x ,  « y  parallelas direftionibus illarum virium agant vires

. aequales x , y ,  quarum quaevis aequetur fumtnae virium A, B, C , ____ p
et praeterea in [i agat vis v — y +  Q —  A +  B - f  C 4 - - * -  -f-P -fQ  di- 
reftipne /3 v parallela direftionibus « y * q Q »  erit 3  centrum aequilibrii 
virium y, Q , et vis v in aequilibrio cum viribus y, Q ( 12 1 .  123. § .): CUm
igitur per hypothefim fit vis x in aequilibrio cum viribus A, B, C ,____p .
erunt omnes .vires A, B , C , ------ P, Q , v ,  x , y  inter fe in aequilibrio
(64. §.)• Quamobrem, quia vires x ,  y  funt inter fe feorfitn in aequi­

librio
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Jibrio (66. § .) , fublatis his viribus manebit vis v in aequilibrio cutn viribus 
A, B, C , -------P ,  Q (65. §.)» pun&umque ,/3 erit centrum aequilibrii vi­
rium A, B, C, -  —  P , Q ( 1 19-  §•)♦

1 2 8 .  C o r o l l a r i u  m I.

Pro quovis fyftemate punftorum, quae a totidem viribus fecundum 
direftiones inter fe parallelas et in eandem plagum tendentes ad motum 
urgeantur ( 1 18.  §.)> , debebit dari unum centrum aequilibrii, in quo vis 
unica fecundum direftionem oppofitam applicata, in quovis fitu fyftema- 
tis cum iisdem viribus effet in aequilibrio, fi illa fummae omnium viriutn 
aequaretur. Cum enim hoc pro fyftemate duorum punftorum in ( 1 2 1  §.) 
fit demonftratum, idque, fi de fyftemate conftante punftis quocunque 
numero n verum effe fupponatur, eo ipfo etiam pro fyftemate uno plu- 
rium punftorum debeat fubfiftere (127 . § .) ; necelfarium eft, ut id gene- 
ratim de quovis pofilbiii fyftemate fit verum (V ol. I. §. 3 1.).

1 2 9 .  C o r o  l i a r i  u m 2.

Eft autem abfolute impoffibile, ut unum idemque fyftema plura cen­
tra aequilibrii habeat. Ponamus enim datum fyftema ( 2 1 . Fig.) habere 
unum centrum aequilibrii in punfto u ,  in quod agat vis x =  A - f  B +
--------- 1- Q direftione oppofita et parallela direftionibus virium A ,B ----- Q
in quovis fitu fyftematis, quo illa fit in quovis fyftematis fitu in aequilibrio
cum omnibus viribus A, B , -------Q (128- §•)> d ico, praeter hoc nullum
aliud centrum aequilibrii fi in eodem fyftemate effe poilibile. Secus enim 
pofTet fyftemati talis fitys tribui, in quo direftio a x  vis x cum refta a/3, 
non coincidat, fed certum angulum x a /3 formet; daretur porro aliqua 
vis v , quae in fi certa direftione /3 v agens cum omnibus viribus 
A , B , ------ Q fyftematis effet in aequilibrio ( 1 1 9.  quare, fi in x co­
gitetur agere vis y  aequalis vi x fecundum direftionem u y  direftioni a x  
oppofitam, quae cum x fit eo ipfo in aequilibrio (66. § .) ;  debebunt om­
nes vires A , B ,  -  —  Q,  v , y ,  x effe inter fe in aequilibrio (64. §.).
Cum igitur vis x fit in aequilibrio cum virious A , B , -------Q ; deberet,
fublatis his omnibus viribus, vis y  cum vi v manere in aequilibrio, quod 
eft impoffLbile.
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130.  D e f i n i t i o .

Si fyOema plurinm punftcrum ad datum quodcunque planum referatur, 
produfturo ex qualibet vi in uno punfto fyftematis applicata ( 1 18.  §.) in di- 
ftanti 'm perpendicularem hujus punfti a dato plano vocabitur, improprie qui­
dem, Momr.itum vis refpeftu ejusdem plani;  fumma vero momentorum om­
nium virium fyftematis refpeftu unius plani pofitione dati dabit Momen­
tum fyftematis refpeftu ejusdem piant.

1 3 1 .  C o r o l l a r i u m .

In quotcunque 'partes cogitetur datum fyftema plurium punftorum 
divifum, quae feorfim totidem fyftemata exhibebunt ( I i 8 - §•)> erit ^m - 
ma momentorum omnium partium refpeftu dati plani aequale momento 
totius fyftematis refpeftu ejusdem plani (130 . §.).

1 3 2 .  L e m m a .

rig. 2*. g i refta A B  (22, Fig.) fecetur in C in data ratione r : s ,  ut fit  A C :  
B C : = r : s ,  et ex punftis A, B, C ad planum MN pofitione datum ducantur 
perpendicula A a , B /3 , C 7 ;  debebit effe (r - f  s) C y  c=  r . B /3 +  s . A *.

D e m 0 n U r a t i o.

Cogitetur duci per C aliud planum mn parallelum plano M N ; de­
bebunt perpendicula A « , B /3 ei in duobus punftis a, b occurrere; et fi 
e x  C ad haec punfta ducantur in plano mn reftae C a ’ C b , nafcentur 
triangula fimilia A a C ,  B b C  ad a,  b reftangula: erit igitur

A C :  B C — A a  : B b :  
quare, cum per hypothefim fit 

A C : B C ^ r  : s ,  erit 
r : s —  A a :B b = r ( C y  — A * ) : (B/3 — C y).

Et hinc obtinebimus 
r(B /3—^C7) =  s ( C y — A a ) , adeoque 

(r -f- s) C y = r . B J3 +  s . A oc.

1 3 3 .  C o r o l l a r i u m  1 .

In fyftemate duorum punftorum A , B ,  quae a duabus viribus P , Q 
jfecundum direftiones parallelas A P , B Q  ad motum follicitentur, jacebit 
centrum aequilibrii in punfto C reftae A B , ita ut fit P : Q s = B C : A C  
( 1 2 1 .  § .); erit ergo (P +  Q )C < y := ;P .A « -f Q« B^ (132 . § .) , feu momen­

tum

I
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tum fyftematis duorum punttorum refpettu dati plani MN aequabitur pro- 
dutto ex  fumma duarum virium in illa punfta agentium in diftantiam 
centri aequilibrii fyftematis ab eodem piano (130 . § .).

1 5 4 .  C o r o l l a r i u m  a.

Sit n - f  1 numerus pun&orum a, b, c, d, e, f , -------p , q alicujus fyfte- Fig. u .
matis, in quae totidem vires A, B, C, D, E , F , -------P , Q agant fecun­
dum directiones a A , b B , c C ,  etc. parallelas et in eamdem plagam ten­
dentes, punftum vero a fit centrum aequilibrii virium A , B , C , -------P,
quarum fummam denotet K : fi retta xq  ile fecetur in /3 , ut fit a/3 :/3 q 
r= :Q :K , adeoque etiam « / S r a q ^ Q r C Q  +  K ); erit /3 centrum aequilibrii
omnium n -j-i virium A, B, C , ------ P, Q ( l2 7 .§ .) , demifilsque ex q, /?, «
ad datum quodcunque planum MN perpendiculis qq’, /5/3 ', ux\ fiet (Q -f K )
/S/31:— K .x x 1 - f  Q«qq’ C1 33* SO* Quare, fi K .a a 1 aequetur fummae pro-
duftorum ex n viribus A , B, C , ------ P in diftantias pun&orum a, b, cf
—  - p a plano M N , aequabitur (Q +  K ) /3/3 ' fummae productorum ex
n + i  viribus A , B , C , -------P, Q,  quarum fummam Q + K  exprimit, in
diftantias punftorum a, b, c , -------p, q ab eodem plano MN.

1 3 5 .  T h e o r e m a .

In quolibet fyftemate punfforum a totidem viribus fecundum directiones 
inter fe  parallelas et in eandem plagam tendentes ad motum follicitatorum erit 
productum ex fumma omnium virium in diflantiam communis centri aequi­
librii (128 . §.) a quovis plano pof.tione dato aequale fummae momentorum 
lingularum virium , adeoque aequale momento totius fyfltmatis (130. §.) re- 

Jpeffu ejusdem plani.
D e 1110 n ft r a t i 0.

i
Verum eft id de fyftemate duorum punftorum (133.  § .) ; et fi id fup- 

ponatur efie verum de fyftemate n pun&orum, verum erit id eo ipfo etiam 
de fyftemate n + i  punctorum (134.  § .) : debet ergo propofitum theorema 
generatjm pro quovis poffibiii fyftemate pun&orum (u8« § 0  fubfifterS 
(Vol. I. §. •)•

1 3 6 .  T h e o r e m a .

Omne planum mn (23. Fig.) tranfiens per centrum aequilibrii y dati Fig. 23. 
cujuscunque JyJlematis u v x y  (1 ig. 128. §.)» dividet Lotum fyftema induas 
partes u v x ,  u y x ,  quarum momenta refpectu plani, mn erunt inter Je
aequalia.

G 2 D e m o n -
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D e m o n A r a t i o .

Centra aequilibri» partium u v x , n y x  fyftematis u v x y u  fint in a, b, 
et M N fit p.anum parallelum plano m n, ad quod e x  a, b , y duCta fint 
perpendicula a A, y C , b B plano mn in cct y , (2  occurrentia. Porro fint 
V» Y  fnmmae virium agentium in partes u v x ,  u y x  fyftematis u v x y u ;  
erit V . a A  momentum partis u v x ,  Y . b B  momentum partis u y x  adeo- 
que V . a A - f Y . b B  momentum totius fyftematis u v x y u  refpe&u plani 
M NJ (135.  1 3 1 .  § .) : cum igitur hoc ipfum momentum fit etiam := ( V  - f  Y ) 

7C  (135* S*)j debet effe
(V  +  Y ) y C = r V - a A + Y . b B .

Tgitur fiet
< V + Y )y C=rVCrC— * * )  +  Y ( r C + j > f i ) i  

hinc V.a « r :  Y  .b /3, 
quod ob( 135. §.) erat demonftrandum.

1 3 7 .  T h e o r e m a .

E t  vicijfrm omne planum mn,  quod datum quodcunque fyjlem a ( n 8  §.) 
u v x y u  in duas partes u v x ,  u y x  ita dirim it, ut illarum momenta re~ 
fpeffiu ejusdem plani fint inter fe  aequalia r tranfit per centrum aequilibrii 
fyftematis.

D e  m o n f t r a t i o *  

r. Secus jaceret centrum aequilibrii fyftematis u v x y u  extra planum 
m n , poffetque per illud duci aliud planum m 'n‘ parallelum plano mn, 
quod datum fyftema u v x y u  in partes r v s ,  r y s  dirimeret; inter utrum­
que autem planum jaceret una pari» r u x s  fyftematis, quod eft impoffibile.

2. Nam partes u v x ,  r u x s ,  r y s  deberent habere propria centra 
aequilibrii, puta in , a, b, g, et fi A , B, G denotent fummas virium in eas- 
dem partes agentium (128 . § .) , duttis perpendiculis a d , g y , b / 3 ,  be ad 
plana m' n ', m n , effent A . a d, B . b e, G . g c momenta partium u v x .  r u x s, 
r y s  refpeftu plani m'n1 , et A . a a ,  B-b/3 , G . g y momenta earundem par­
tium refpe&u plani mn (13 5 . § .)j confequenter effet A . a d - f B . b e  roo- 
mentum partis r v s  refpe&u plani n^n1 ,  et G .gy-f-B .b /3- momentum 
partis u y x  refpe&u plani mn (131. § .) :  igitur per hypottiefim in theo­
remate aflumtam, et ( 1 )  ob (136. §.) deberet effe 

G . g y  +  B . b/ 3^ = A . a a ;
A . a d + B . b e  ? = G .g c .

Quare



Quare fleret G. g y =  A. a a — B. b /31 obG.gy>G.gc deberet ergo 
effe A.a<x— B.b/3 >A.ad-fB.be, quod eft impoiiibiie*

1 38- T h e o r e m a »

S i planum m! n' datum jyjlem a  (n8- §•) uvxyu dividat in duas 
partes r v s ,  r y s ,  centrum vero aequilibrii totius fyftematis jaceat extra 
planum mln[ alicubi in y r erit differentia momenti partis r y s  a momento 
partis r v s ,  in qua jacet y ,  refpectu plani m 'n1 aequalis produEto ex fum* 
vna virium totius JyJlematis ( 1 1 9 .  §•) u v x y u  in  dijiantiam illius centri 
aequilibrii y ab eodem plano m' n'.

D e m o n ft r a t i 0*

1. Tranfeat per y pfanum mn parallelum plano mrnr,  quo totum fy- 
ftema u v x y u  in tres partes u v x , u x s r ,  r s y  dividatur. Centra aequi­
librii harum partium fint a , b r g ,  et ad,  b e ,  b/3 , g y  perpendicula ad 
utrumque planum; A  vero, B et G fint fummae virium ( 1 19.  §.) agen­
tium in partes u v x ,  u x s r ,  r s y  fyftematis..

2. Erit momentum pnrtis r u v x s  refpe&u plani mvn' aequale fummae 
A . a d  +  B . b e  ob (1 )  per ( 1 35.  1 31 .  § .) , et G . gc.  momentum partis r y s  
refpeftu ejusdem plani m1 n1 (135.  § .) : differentia horum momentorum 
erit ergo

A . a d - j - B . b e — G . g c  =
—  A (y c - f  a a)-{- B (y  c —  b/3) — G (g y — y r) =  
t = ( A 4 -B 4 - G ) y c  +  A . a a  —  (B. b/3 - fG .g y )*

Sed A .a  x  et B.b/3 - f G . g y  funt momenta partium u v x , u y x  re- 
fpeftu plani m n , ob ( 1)  per (13 5 . 1 3 1 .  §-)> inter fe aequaiia (136 . § ) :  
igitur eft etiam

( A . a d - f B . b e ) — G . g c  —  (A -fc B + < j)y c *

J 3 9 .  T h  e o r e m  a.

S i  in fmgula punffa ar b, c, d, e, etc„ (24. F ig.) dati cujustnnque f y - Fig- 24- 
Jlematis u v x  pluvium punitorum ( u g .  §,) agant vel determinatae vires 
A, B, C, D, E, etc. fecundum directiones a A , b B , cC, d D , e E  inter/e pa­
rallelas et in eandem plagam tendentes, vel quaecunque aliae vires A ’, B1,
C', D1, E ’,  quae ad priores fint in certa ratione m : n , et quidem vel fecun­
dum priores direffiiones vel Jecundum alias direCtioues a A 1, bB1, cC1, dD1, eKr,

G 3. inter
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inter fe  parallelas et in eandem plagam tendentes; idem erit fem per cen­
trum aequilibrii totius fyftematis.

D e in o n fi r a e i o.

Secus haberet datum fyftema u v x  in hypothefi virium A ', B', C s P ^ E 1 
unum centrum aequilibrii fi diftinttum a centro aequilibrii « , quod illud in 
hypothefi virium A, B, C ,D ,E  debet habere (128 . § .). du&oque plano MN 
ad reftam (0 a fub angulo /3 MN inclinato eflet diftantia perpendicularis 
x y  centri aequilibrii x minor quam diftantia /34“ centri /3 a plano M N , 
quod in afrumta hypothefi eft impoffibile.

Si eaim a’ , b ' , c ' ,  d1 , e' fint diftantiae perpendiculares punftorum
a, b, c, d, e a plano M N ; deberet efle per (135 . 130 .§ .)

(A +  B - f  C + D  + E ) « y =  A .a -- f  B . b ’ - f  C . c ' +  D. d - f E .e ' ;  
(A 4 * B '+  C '+  D '-f E') /3 i  =  A ' . a; - f  B1 . b’ - f  C '. c’ - f  D '. d1 +  E 1 . e’.

Cum vero per hypothefim fit A ' : A  =  m: n,  confequenter A '^=:A  m- ,

e t f ic  B > := B — , C  —  C - ^ ,  D ' s = D  — , E ’ =  E  — ; abibit, fafta fub- 
n n n n

ftitutione, fecunda aequatio in fequentem

< A  +  B  +  C  +  D - f E j y 3 < f = : A . a '  +  B . b ’ +  C . c > 4 - D . d - ' 4 - E . e \

E x hac vero et prima aequatione evidenter fequitur, debere eile 
ccyz=l3 6 , adeoque impoffibile efle, ut fiat x

d i s s e r .
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C E N T R O  G R A V I T A T I S  I N  G E N E R E .
, : ' '• i

1 4 0 .  D e f i n i t i o .

D u m  vires lingula punfta certi fyftematis ( 1 1 8 .  §.) directionibus inter 
fe parallelis et in eandem plagam tendentibus ad motum follicitantes a 
gravitate proveniunt (39- SO > centrum aequilibrii ejusdem fyftematis vo­
catur centrum gravitatis,

141. Corollarium 1.
‘ Pondera e totidem punftis alicujus reftae libere pendentia fpe&ari 

debent inftar virium in eadem punfta fecundum direfriones inter fe pa­
rallelas agentium (42. 43. §.)> 1̂c j ut, quaecunque in praecedente differta- 
tione de ejusmodi virium centro aequilibrii generatim funt demonllrata, 
etiam ad centrum gravitatis talium ponderum debeant extendi (i4 0 .§ .).

142. Corollarium 2.
Quamobrem jacebit centrum gravitatis duorum ponderum aequalium Fig. aj, 

P, Q e punftis a , b (25. F ig .) datae refrae bD libere pendentium in me­
dio puntto C inter a et b ( 1 41 .  122. §,).

I
143. Corollarium 3.

Quodfi autem pondera P, Q fuerint inaequalia; debebit illorum cen­
trum gravitatis coincidere cum punfto C reftae a b , fi hoc ita deterrtiine- 
tur, ut lit P : Q = b C : a C  ( 1 41 .  121 .

* * J.
144. Corollarium 4.

Erit porro diftantia centri gravitatis C duorum ponderum P, Q ab 
alterutro pun&o fufpenfionis (a vel b) aequalis produfto ex refla ab in 
pondus (Q vel P) pendens ex altero pun&o fufpenfionis (b vel a) divifo 
per fummam ponderum P , Q (141. 123 . §•)•

E. gr. Sit re£ta a b ~ 7  pedibus, quaeraturque centrum gravitatis C 
ponderum P — 6 tfc, Q = i s t £ ;  erit

aC
/



* c =  6 7+ 11' ;  • = 5  pedibus;

„  7 .6
k ^ —  ~6 '_jTr 5 —  2 Pedibus.

1 4 5 .  C o r o l l a r i u m  5.

Et diftantia centri gravitatis C duorum ponderum P , Q a dato quo* 
cunque in refta bD punfto d aequabitur fummae produftorum ex diftan- 
tiis fingulorum punftorum fufpenfionis a, b a punfto d in pondera ex illis 
pendentia divifae per fummam ponderum ( 1 41 .  124. §.).

E. gr. Detur punftum d in diftantiis d a =  3 pedibus, d b = I O  pedi­
bus a punftis a , b, et quaeratur centrum gravitatis C ponderum 
P ;=  15 IKt Q = 5  Ibi j  *cebit illuxi in difhmtia a punfto d

3 . 1 5 + 1 0 .5  _  ,
dC _ ------ --------------- —  4 i  ped-

146. Corollarium 6.
Fig. 26. E t generatim quotcunque pondera A , B , C , -------P,  Q e  totidem

punftis, a , b ,  c , —  -  p,  q datae reftae a Z  libere pendeant, habebunt 
illa commune centrum gravitatis in punfto /3 ejusdem reftae ita deter­
minato, ut illius diftantia Z /3 a dato quocunque in eadem refta punfto Z
aequetur fummae produftorucn ex diftantiiis Z a ,  Z b , Z c ,  - ___Z p ,  Z q
fingulorum punftorum fufpenfionis a punfto Z in ipfa pondera ex illis 
pendentia divifie per fuminam omnium ponderum: prellio vero, quam 
centrum /3 direftione verticali }3y  ab omnibus ponderibus perfentifcet 
aequabitur prelTioni, quam in illo ftnicum pondus S fummae omnium pon­
derum aequale ex /3 libere pendens produceret ( 1 4 1 .  126. §.).

1 4 7 .  D e f i n i t i o .

Omnis malTa gravis, linea, fuperficies, et corpus determinatae 
figurae, poteft fpeftari inftar unius fyftematis plurium punftorum mate­
rialium (-II8- preffiones aequales, quae in fingulis punftis fecundum 
direftiones verticales inter fe parallelas in quovis mafTae fitu deorfum ten­
dentes a vi gravitatis producuntur (41. 42. § .) , licebit inftar totidem vi­
rium aequalium confiderare: produfta ex his viribus in diftantias perpen- 
diculares punftorum, in quae illae agunt, a dato plano erunt Momenta 
earundem virium* refpeftu dati plani, et fumma omnium momentorum

dabit

5C> D I S S E R T A T I O  y .
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dabit Momentum totius maffae gravis refpeftu ejusdem plani ( 1 3 0 .5 . ) :  
fumma demum omnium virium aequalium in punfta maffae agentium erit 
pondus totius maffae (45. §.).

148. C o r o l l a r i u m  1 .
Omnis maffa gravis u v x  (27. Fig.) habebit aliquod idque unicum F‘S- 

centrum gravitatis C : fi in hoc direftione verticali oppofita C V  cogite­
tur agere vis V  aequalis ponderi totius maffae u v x ;  vel fi, abfente
vi V , maffa u v x  in centro C ita cogitetur figi, ut ilia , quin circa C 
convertatur, moveri nequeat; debebit utroque cafu tota maffa u v x  in 
aequilibrio fer v a r i: unde neceffario fequitur, preffionem, quam gravitas 
in centro C direftione verticali C y  producit, aequari prefiioni, 
quam in i Ilo vis una y  ponderi maffae u v x  aequalis produceret ( 14 1 .
128. 129. §).

1 4 9 .  C o  r o l l a r i  u m  2,

Poteft ergo omne fyftema plurium maffarum gravium fpeftari inftar 
unius fyftematis totidem punftorum, cum centris gravitatis illarum maf- 
farum coincidentium, quae a viribus per pondera earundem maffarum de­
terminatis fecundum direftiones verticales deorfum ad motum debent ur­
geri (148. 118-  § ) : omne itaque fyftema plurium maffarum gravium ha­
bebit aliquod idque unicum centrum gravitatis (140. 128. 129. §.), quod 
tanta efficacia direftione verticali deorfum premetur ac fi ex illo unum 
pondus aequale fummae ponderum omnium maffarum totum fyftema con- 
ftituentium libere penderet: momentum cujusvis talis maffae refpeftu dati 
plani efit produftum ex diftantia centri gravitatis ejusdem maffae in il­
lius pondus, et fumma momentorum omnium maffarum dabit momentum 
totius fyftematis refpeftu dati plani (130. §.).

1 5 0 .  C o r o l l a r i u m  3 .

Momentum cujuslibet 'maffae gravis u v x  refpeftu cujuscunque plani 
mn erit aequale produfto ex pondere ejusdem maffae, feu ipfa maffa ei 
proportionali (52. § .) , in diftantiam perpendicularem C c ejus centri gra­
vitatis C (148. §.) ab eodem plano (140. 147. 135. §).

1 5 1 .  C o r  o 1 l a r  i u m 4.

Et momentum cujusvis fyftematis plurium maffarum gravium (149  §•) 
refpeftu dati plani aequabitur produfto ex fumma ponderum omniura 

Voiumtn IL  H  maffa-
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maffarum in diftanfiam perpendicularem centri gravitatis totius fyftematis 
ab eodem plano (149- 140. 135- §•)•

1 5 2 .  C o r o l l a r i u m  5.

S f in fingula punft* datae maflae gravis M cogitentur agere vires 
aequales independentes a gravitate fecundum quascunque direftiones iti 
quovis maflae M (itu inter fe parallelas et in eandem plagam tendentes; 
erit commune centrum aequilibrii omnium harum virium idem cum centro 
gravitatis maflae gravis M (14 1*  147. 139* §.)♦

I 5 V  C o r o l l a r i u m  6.

E t fi, dato quocunque fyftemate pluriutn tmffarum gravium A,
C , ------  P, Q , in centra gravitatis fmgularum maflVum ( 14 &  &> agant
quaecunque vires A*, B1, Cr, -  -  -  P1, Q% ponderibus i/larum maffarum 
proportionales, fecundum direftiones in quovis fitu fyftematis inter fe 
parallelas et in eandem plagam tendentes, feu iilae verticales fint* feu 
a verticalibus utcur que declinent; erit centrum aequilibrii omnium virium
A*, B1, C1, ------ P1, Q1 idem cum centro gravitatis fyftematis maffarum
gravium A> B, C , -------P, Q (149 . 140. 139. § ).

'I 54-  C o r o l l a r i u m  7.

Eig. 28. Centrum gravitatis fyftematis duarum maffarum gravium A , B (28. 
Fig.)» quarum centra gravitatis z ,  x  aliunde fine nota, jacebit in rettae 
x z  punfto a ,  quod, duta mutua centrorum x , z diftantia xz ,. determi­
nabitur ob (149- §.)»• fi refta x z  fecetur in a in ratione inverfa ponde- 
rum, vel maffarum A, B illis proportionalium ( 1 2 1 .  § .\, vel per (12 3 . § )  
definiatur ejus diftantia ab alterutro centro x , z ,  aut ab alio quocunque 
pun&o u dato in refta x z  per (124. §•)> quo fiat

a x : a z = Z : X i

: x z  X  x z . Z
a z —  ~ ) C + z  ;  a x *~  X + Z

x u . X - f z u . Z  
a u — T + l

1 55► C o r o l l a r i u m  $.

Ex (»54. §.) nafcemur fequentes formulae, epe quarr.m, dato centro 
gravitatis a unius fyftematis duarum maffaittin gravium A ,  B, datoque cen-

- <\ ■ l i  tro
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tro gravitatis z vel x alterutrius m ada?, centrum gravitatis alterius maf­
fae in refta u x  transeunte per data centra poterit determinari.

Si datis a , x quaeratur z.
a x . X  a x ( X  +  Z)

a Z Z  5 x z z  ;

u a . Z — a x . X  u a ( X  +  Z ) — u x . X  uz =  -  —  v '
Z  Z

Si datis a , z  quaeratur x.
a z . Z  a z  (X + Z )

a x r = ------------» z x  —X ’ X
u a . X - f a z . Z  u a ( X - f Z ) — u z . Z

UX S = --------- x --------- -----------------X -------------- *

1 5 6 .  C o r o l l a r i u m  9.
Quodfi autem detur fyftema numero n +  i  malTarum gravium A , B ,

C ,------ P, Q (2 1. F ig )  fuis ponderibus proportionalium, quarum centra
gravitatis a, 4>, c , ------ p, q nota fint, nofcaturque commune centrum
gravitatis a u mattarum A, B ,  C ,  -  — — P ; invenietur centrum gravitatis 
omnium n -f-1 maffarum A , B , C, — — -  P , Q in punfto fi  reftae « q, 
fi ob (149 . 140. 127. § ) fiat

_ a —  _________« q - Q _____________
p A +  U + C + -------+ F  +  Q '

1 5 7 .  C o r o l l a r i u m  i o #
Hinc (154 . 156 . §.) per fe manifeftum fit , qua methodo centrum 

gravitatis cujuslibet fyftematis plurium maffarum gravium inveftigare 
liceat, datis centris gravitatis et ponderibus fingularum malTarum 

( 148- §•)•
S i c , fi e. gr. detur fiftema quinque maffarum gravium A , _ B ,  C ,  D ,  E  

fuis ponderibus proportionalium, quarum centra gravitatis in a, b, c, d, e 
lita fint, dufta refta ab , eademque in 1 ita fefta, ut fit

, ab . B 
a A - f B  '

erit 1 centrum gravitatis maffarum A , B  (154 . §.). S i jam e x  hoc ad c 
ducatur refta l c ,  tum determinetur

l c . C
l m A + B + C  •

H 2 erit

Fi* .at.

F i g .  29.



erit m commune centrum gravitatis trium in a Harum A , B , C (156. § .). 
S i porro ex m ad d ducatur reda m d , dei* de quaeratur

m d . D
m n - H  a  +  B +  C + T T 5

erit n commune centrum gravitatis quatuor maflarum A , B, C, D (l56 .§ .). 
Si demum ex n ad e ducatur reda n e , et determinetur

n e . E
n °~ ~  A - j - B - f C - f  L )+ li  

erit o commune centrum gravitatis quinque tnaiTarum A , B ,  C , D , E  

(156 . §.).
1 5 8 .  D e f i n i t i o .

Planum gravitatis datae mallae gravis, vel Diameter g ra vitatis , eft 
planum vel linea red a  tranfiens per centrum gravitatis ejusdem mallae

( 148 . §•)• ' ' .
159.  C o r o l l a r i u m  1.

Innumera poffbnt duci plana gravitatis, et innumerae diametri gravi* 
tatis in qualibet maffa gravi (158- §•)•

160 . C o r o l l a r i u m  2.

Omnes diametri gravitatis cujuslibet mallae gravis (159. §.) interfe* 
eant fe in ejus centro graviiatis (15&  148. § ).

1 6 1 .  C o r o l l a r i u m  3.

Communis interfedio duorum planorum gravitatis datae cujuscunque 
malTae gravis erit diameter gravitatis ejusdem mallae ( 15 $ . §.)•

1 6 2 .  C o r o l l a r i u m  4.

E t fi diameter gravitatis alicujus malTae fecetur a plano gravitatis ejus­
dem mallae, erit interfedio illius centrum gravitatis (.158*

1 6 3 .  C o r o l l a r i u m  5. ,

Omne planum * gravitatis vel unius mallae gravis M, vel certi fyfte­
matis S plurium maflarum gravium, dividet totam maflam M , vel totum  
fyftema S in duas partes, quarum momenta refpedu ejusdem plaui erunt 
inter fe aequalia (158 . 149. 147. 136. §.)•

if>4. C o r o l l a r i u m  6.
E t viciflim omne planum datam mallam gravem M, vel datum fyfte- 

tna S plurium maflarum gravium in duas partes dirimens, quarum mo­
menta

6o J) I S S E R T  A T I O  V,
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foenta refpeftu ejusdem plani fint inter fe aequalia, erit unum planum gra- 
Titacis ejusdem maflae M vel fyftematis S (149. 147* J 58 . §•).

1 6 5 .  C o r o l T a r i u m  7.

Si vero planum mn (27. Fig.) datam maflam gravem u v x  in duas Fig. 2̂ . 
partes r u s ,  r v x s  dirimat, quin id tianfeat per centrum gravitatis C 
maflae u v x ;  erunt momenta partium r u s ,  r v x s  refpe&u plani mn in­
aequalia, et differentia momenti partis r u s  a momento partis r v x s ,  in 
qua jacet centrum gravitatis C mafTae u v x ,  aequabitur prodn&o ex pon­
dere totius maflae u v x  in diftantiam C c centri gravitatis C a plano m n  

(148 . 147- 138- §•)• / ; V  ;

1 6 6 .  C o r o l l a r i u m  g.

E x  (164. §.) demum coiliges, quod fi omnia punfta alfcujus maflae 
gravis in uno plano jaceant, huc ipfum planum debeat efle unum pla­
num gravitatis talis maflae: momenta enim partium, in quas mafla ab
ejusmodi plano dirimitur, aequantur nihilo (147 . §•)•

1 6 7 .  H y p o t h e f i s .
In invefligatione centrorum gravitatis fumantur omnes maffae, lineae> 

ftperficies, et corpora, pro aequabiliter denfis et homogeneis, quo fia t, ut
tam maffae, quam pondera illis proportionalia, per volumina, fub quibus 

continentur, poffmt exprim i.

S c h o l i  o ii»

Si enim generatim fit P pondus malYae M fub votamine V  contentae, 
et p pondus talis maflae contentae fub determinato quopiam volumine v, t

fcuta uno pede cubico; erit P : p =  V : v ( 5 1 . § .), hinc P = ; p ~ - *  Quam-

obrem licebit ponere P = V ,  modo per V intelligatnr exponens rationis 
voluminis V , fub quo pondus P continetur, ad volumeii determinatum v, 
fub quo continetur pondus p pro menfura prioris aflumtum, ita ut V in 
P ^ V  numerum concretum ad onit-tem r= p  relatum exprimat (1 5. ig  §).
Hoc fenfu poterit mafla et pondus cajuslibet lineae gravis per ejus longitu­
dinem; mifla vero et pondus cujusvis fuperficiei gravis per ipfam fuper^ 
fieitm geometrice determinatam, et mafla pondusque dati cujuscunque 
corporis per ejus volumen exprimi. Sic e. gr. in invefligatione centri 
gravitatis coni, cuj,us altitudo a , et area bafeos b data lit^ licebit ipfius

H 3 maflam



D I S S E R T A T I O  V.

mattam et pondus ei proportionale per volumen exprimere. N ul­

lae quidem extant lineae graves aut fuperficies; nihil tamen obftat, quo- 
minus tales cogitari potlint: ficut autem proprietates maffarum homoge- 
nearum et aequabiliter denfarum in prima differtatione expofitae infignem 
ufum habent in pra6licis difquifitionibus, licet ejusmodi maffae nufpiam 
extent; fic etiam inveftigatio centri gravitatis talium maffarum amplum 
habebit ufum in difquifitionibus mechanicis.

16 8 . Problema*
Bato momento fx datae cujuscunque maffae gravis  M rrjpcttu plani poji- 

tioue dati;  invenire dij 1 antium I) ccntvi gvxivitatis majfat M ab todetn plano.

S o l u t i o .

Cum fit |tt =  MD (150 . § .) ; «fit D =  id eft: momentum da­

tae maffae gravis refpeftu plani pofitione dati divifum per ipfam mafiara 
dabit dUlantiam ejus centri gravitatis ab eodem plano.

16 9 .  P ro 1> le m a .

Exponere methodum, qua momentum alicujus majfae g ra vis  refpeftu 
plani pofitione dati liceat invejligare.

" S o l u t i o .

Fig. 30. I .  Imaginemur nobis in (30. F ig .) quamcunque Tineam curvam, vel 
fuperficiem, aut corpus grave A B C D E A :  M N  vero fit datum planum 
refpeftu cujus determinare oporteat momentum illius mafiae.

2. Sumta ad arbitrium linea abfcifiarum PQ  perpendiculari ad planum 
TUN, fixaque abfcifiarum origine in punfto P , capiatur abfciffa x= r}>a 
et per punftum a cogitetur duci planum ap  parallelum plano M N : ab. 
feindet ap ex tota maffa A B C D E A  partem p A q ,  cujus magnitudo 
pendebit a longitudine abfciffae x = P a .  Supponamus itaque, poifibiles 
effe duas funftiones m, p. variabilis abfcifiae x ,  quarum prior m maffatn 
p A q ,  et pofterior p  momentum ejusdem .maffae refpeftu plani MN 
exprimat,

3. Quodfi jam abfcifia x t = P a  abeat in P b ~ x - f A x  pro abr=r^,x 
et per punctum b tranfeat planum br parallelum plano M N ; abi­
bit funftio m = p A q  ( i)  111 novam funftionem n ^ ^ p A q - J - p q s r

et
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et funftio ft exprimens momentum maffae t n : = p A q  abibit in certam 
funftionem jk.1 expreffuram momentum maffae r A s  aequale fummae mo­
mentorum illius partium p A q ,  p q s r  refpeftu plani MN" (147* §•)•

4. In (3) erit itaque A m rrm 1 —  m funftio aequalis maffae p q s r
inter plana pa, rb parallela interceptae, et — p  funftio aequa­
lis momento maffae A i n = : p q s r  refpeftu plani MN (Vol. I» §. i8)«

5. Ignoramus quidem > in quonam punfto centrum gravitatis maffae 
p q s r = r : A m inter plana pq, r s  interceptae jaceat: facile tamen quisque 
per fe perfyiciet, cur illud cum certo punfto c fito inter plana p q , rs  
debeat coincidere, ita ut illius diftantia cd a plano M N  major fit quam 
b Q , et fimul minor quam aQ. Cum ergo momentum A fi maffae Atn 
=r-pqsr debeat effe A /t-rrA tn .cd  (135 . § .) ;  erit femper

A /j. f> A m -bQ  et A fi <  A m . a Q.

Hinc pro linea abfciffarum P Q n ra *  proinde a Q ^ r a  —  x y et b Q
S= a —  (x-f-A x) fiet

A ,t t > d m ( » — x — Ax);. A ^ < A m ( a  —  x).

6. Verun», fi re ipfa efl poffibilis aliqua funftio m variabilis x ,  quae 
maffa m p A q  exprimat (2 ), debet pro ejus differentia dari expreffio for­
mae A m = r € m A x - f e A x 2 +  f A x 3- f  etc. (VoL I. § . 8 4 ) *  eapropter erit 

ia  (5)
A fi , . - f ( a  —  x) (e A x -f-f A x2 -{-etc.)
A x  x ) £m—  (£ m.  Ax- f - e  A x 2 - f  f A x 3-t-etc.)

<  (a — x ) e m - f  (a—  x) (e A x - f  f A x2 - f  etc.)

Et ideo erit exponens rationis differentialia funftionis jlc per (Vol, L  
§. 13 1 >

e /4 =  (a —  x)e m»

7. Quodfi ergo poflibile fuerit, em per x  et ex determinare, pote­
rit quoque h/x per x et ex  definiri,, tum ope caiculi integralis determi­
nari momentum (it maffae m ^=rpAq refpeftu plani M N. Si porro notus 
fuerit valor abfciffae x r r rP a , pro quo maffa m =  pAq;  abeat in tnaffam 
A C D * p ^ a valor x ^ P e ,  fubftituto hoc valore luco x in funftione #>• 
obtinebitur momentum totius maffae A B C  D E A  refpeftu dati plani 
M N .

S c h 0*
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Idem problema in fyftemate infinitefimaliftarum poteft hoc modo folvi. ' 
Si fe£tioni pq cogitetur infinite vicina fe&io r s ,  ut a b : = d x  fit infinite 
parvum incrementum variabilis x ^ P a ;  erit d m :rr:p q sr influite par­
vum incrementum tnaHae m— p A q $  et illius momentum refpe&u plani 
MN aequabitur infinite parvo incremento d/* momenti p  maffae p A q  re- 
fpeftu ejusdem plani: cum ergo in hac hvpothefi centrum gravitatis maf- 
fac p q s r  adeo vicinum debeat effe fe&ioni p q , ut differentia inter illius 
diftantiam a plano MN et diftantiam a Q = a — x  fit infinite parva, pro. 
inde nulla; erit momentum d fi aequale produfto ex malTa d m in diftan­
tiam a — x ( 13 5 . § ) ,  id eft, dju,—  (a —  x) d m.

' J170* C o r o l l a r i u m  1 .

Sumta origine abfeiffarum in Q , pofitaque abfciffa Q a s r rz , ut fiat 
a —  x ^ = z ; erit maffa m =  p A q  certa funftio variabilis z ,  ejus autem 
momentum fi refpeclu plani MN dabit z e m  (169. § .) , j am ex"
ponens differentialis' e m fumendus erit cum fignis contrariis, cum cref- 
cente variabili z := Q a  verfus P decrefcat maffa m £ = p A q ,  ejusque mo­
mentum y. (Vol. I. §. 132.).

1 7 1 .  C o r o l l a r i u m  2.
Pars refidua maffae A B C D E A  fit M ^ = p q C D p ,  adeoque M =  

A B C D E A —  m;  erit —  em. Praeterea denotet K  momentum
maffae ABCDEA et k momentum maffae p q C D p  =  M refpe&u plani MN-, 
quo fiat k t = K — p ;  erit quoque ek  =  — e /x. Quare ob (169. 170. §.) 
habebimus fequentes expreffiones pro exponente rationis differentialis 
momenti {latici k mafiae M s = p q C D p  refpeftu plani M N , in quarum 
prima fumetur e M cum fignis contrariis, cum crefcente variabili x =  P a  
decrefcat maffa M : = p q C D p ,  ejusque momentum k.

t k —  (a —  x) £ M ; e k “ z s  M.

1 72 .  C o r o l l a r i u m  3.
Haec principia offerunt methodum univerfalem invcftigandi centrum 

gravitatis datae cujus vis lineae curvae et fuperficiei, quae tota in uno 
plano jaceat. Sit enim A & C D A  ejusmodi vel linea curva, ~yel fuper- 
ficies plana^ neceffe eft, ut illius ccntrum gravitatis jaceat in plano 
ipfius curvae vel fuperficiei (166. 158 §■): quare cogitentur duo plana ad 
planum, in quo ABCDEA jacet, perpendicularia, illud in MN, MR, et fefe

fub

<54 ' D I S S E R T A T I O  V.
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fub angulo refto R M N  interfecantia, quo fiat, ut diftantiae centri gravitatis 
maflae ABCD EA ab iisdem planis aequentur diftantiis illius a reftis MN, MR 
exhibentibus interfectiones eorundem planorum cum plano, in quo jacet 
A B C D EA . Quodfi jam per (169. 1 7 0 . 1 7 1 .  §.) determines momenta curvae 
lineae, vel fuperficiei ABCDEA refpeftu planorum per MN, MR duftorum, 
eaque dividas per maffam ABCD EA vel datam, vel quacunque methodo in­
ventam^ invenies diftantias centri gravitatis a re&is MN, MR (i6 § . § .) , at* 
que per has erit fitus centri gravitatis perfefte determinatus. Fac enim 
diftantiam illius a refta MN efle et diftantiam a refta MR inventam
e f f e = s ;  fumta M f = S e t  Md =  s , duftisque ex f ,  d ad M R . M N  per- 
pendicularibus f c ,  d c  in c  fefe interfecantibus: erit c quaefitum centrum 
gravitatis.

173» C o r o l l a r i u m  4.
Ubi autem inveftigandum fuerit centrum gravi tatis vel alicujus corporis, 

vel cujuspiam lineae curvae aut fuperficiei, quae non tota in uno plano ja ­
ceat; licebit totam ad tria plana fefe fub angulis reftis interfecantia referre, 
tum momenta refpeftu Angulorum planorum per ( 1 6 9 . 1 7 0 . 1 7 1 .  §.) quaerere; 
fi enim liaec per datam vel quacunque ratione determinatam maffam dati cor­
poris, aut datae lineae curvae vel fuperficiei dividantur, obtinebuntur di­
ftantiae illius centri gravitatis a fingulis planis {16 8 . § .) , et per has erit 
idem centrum perfefte determinatum.

S c h o 1 i o n.

In multis tamen iisque maxime memorabilibus cafibus facile una diame­
trorum gravitatis datae maflae cognofcftur, quo ipfo inveftigatio centri gra­
vitatis compendiofior redditur. Perfaepe porro occurrunt tales malTae, qua­
rum centra gravitatis per data centra aliarum maffarum fecundum principia 
fuperius expofita ( 1 5 4 . 1 5 5 . 1 57. §.) poflunt determinari, quin iit neceflarium 
ad praecedentem methodum, aut aliam illi fimilero refugere. Utrumque in 
fequentibus differtationibus pluribus exemplis illuftrabitur: multa horum 
exemplorum exhibent cafus, qui in prafticis difquifitionibus frequenter poft 
funt occurrere: reliqua id habent utilitatis, quod tyronibus uberrimum cam­
pum fefe in adplicatione principiorum calculi differentio-integralis in prim» 
horum opusculorum volumine expofitis aperiant.

Volumen II .
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DISSERTATIO VI.
D E

I N V E S T I G A T I O N E  C E N T R I  G R A V I T A T I S  L I N E A R U M  
E T  P L A N O R U M  G R A V I U M .

174.  Pv ob i  em a.
Fig. 6. Invenire, centrum gravitatis datae lineae reffae A B  (6. Fig.).

S o l u t i o .
BiiTecetur data reda A B  in pundo C ; erit C illios centrum gra­

vitatis. D e m 0 n r a t i o.
Cum enim fingula punda redae A B pari efficacia fecundum direc­

tiones varticales inter fe parallelas deprfum a vi gravitatis premantur; 
neceffe eft, ut, fi vis una V aequalis ponderi totius redae A B  (16 7 . §.) 
fecundum diredionem verticalem C V  oppofitam diredioni gravitatis in 
pundum medium C ejusdem redae agere cogitetur, ea redam A B  fer­
vet in aequilibrio (120. § .): pundum ergo C eft centrum gravitatis redae 
A B  (140. 119 . § .).

1 7 5 .  T h e o r e m a .

Fig. j i .  iSV reSta QC fit  axis datae curvae X Q Z  (3 1. F ig .) , et X Z  chorda 
ad axem perpendicularis;  jacebit in QC centrum gravitatis arcus X Q Z ,  
feu  QC erit diameter gravitatis hujus arcus (158 . §.).

Demonf t  rat io.
E x quocunque pundo a axeos Q C ducatur chorda pq ad illum 

perpendicularis, debebit haec biffecari in a (Vol. I. § . 4 3 8 ) ;  pro quovis 
idcirco pundo gravi alterutrius arcus Q X , Q Z  dabitur unum pundum 
grave in altero arcu, cujus diftantia perpendicularis ab axe Q C aequetur 
diftantiae perpendiculari prioris pundi ab eodem axe: quodfi ergo cogite­
tur planum L K  per axem QC tranfiens et ad planum-, in quo totus ar­
cus X Q Z  jacere fupponitur, perpendiculare; erit fumma momentorum 
fingulorum puodorum gravium arcus Q X  refpedu plani L K ,  aequalis

fummae



fummae momentorum fmgulorum pun&orum gravium arcus Q Z  refpefhi 
plani L K ,  proinde etiam momentum totius arcus Q X  aequabitur mo­
mento arcus Q Z  ( 1 47. §.). Planum K L  erit ergo planum gravitatis ar­
cus X Q Z  (164. § .) : quare, cum etiam planum, in quo totus arcus
X Q Z  jacet, fit unum planum gravitatis ejusdem arcus (166. § .) ; erit 
eo ipfo axis QC diameter gravitatis hujus arcus ( 16 1. §.).

1 7 6 .  P r o b l e m a .

Data aequatione ad citrvam quamcunque X Q Z  inter abfcijfas z =  Qa 
in curvae axe QC jacentes et ordinatas orthcgonas y  — p a ;  invenire cen­
trum gravitatis arcus p Q q fubtcnji a chorda p q perpendi culari ad 
axem QC.

S o l u t i o .

r. Centrum gravitatis arcus p Q q  debet coincidere cum uno puntto 
y axeos QC (175 . §.)> quod idcirco determinabitur inventa ejus diftantia 
Q y  a curvae vertice Q.

2. Quamobretn fit arcus p Q “ Q, p Q q r= M  =  2 (p, et /i momentum 
arcus M refpe&u plani IVI N pcrpendicularis in Q ad planum curvae X Q Z  
axemque Q C ; erit

eM  —  2 e ^ r = 2 / ( e y z +  e z 2) per (Vol. I, § .46 9 .); 

ff/«=Z £lV l =  2 z / ( £ y H * z ? ) ,p e r  ( 1 7 1 .  §.)•

3. Porro clarum eft, tam maflam M =  p Q q ,  quam ejus momen­
tum /x refpe&u plani MN debere aequari nihilo, fi fiat z ^ = Q a r = o : 
formulae ergo differentiales in (2) debebunt dare integraiia M, fingula 
t= o  pro z = o ,  unde conftantium inventio pendet (Vol, L §. 238 .).

4. Quodfi autem integraiia perfe&e fuerint determinata, de­
terminabitur per illa etiam diftantia Q y 0 )  centri gravitatis y a punfto Q ,

nimirum Q y = r - ^ -  (i6§. § .) , cujus generalis expreffio erit hoc cafu

n ____ / z / ( g y 2 4 - e z 2)  >
y 2 +  s z z)

1 7 7 .  C o r o l l a r i u m  1.

Sit p Q q  arcus circuli ex centro C radio C Q ~ r  defcripti; debebit 
ejus centrum gravitatis y jacere ip radio C Q biifecante tam chordam 
p q ; r r 2 V ,  quam arcum p Q q ;  illius autem diftantia Q y  a puntto Q iji-

I  2 venietur
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venietur hoc modo. Pro momento p  arcus pQ qrrrftl refpe&u plani M N, 
et z ^ Q a ,  adeoque y 2: = 2 r z —  z 2, fiet %

* y =  ■('r— -~ z \ hinc z £ ^  =  f £ z  —  y « y »

f  / ( « y  2 +  e Z>)-- r s z
y

igitur erit per (176. §. 3. n.)

M

2 r s z  2 r z s z
—  — ~— ; e fiz r z ------------—  r* M — 2 r« y :

y  y  J
hinc p £ = r M — 2 r y  pro M ^ p Q q ,

Per (176 . §. 4. n.) habebimus

r, __ f» 21 -yrQ y = _  =  r -------Tvi

17 8 »  C o r o l l a r i a m  2-

Diftantia centri gravitatis y  arcus circularis pQq*  ab hujus centro

magnitudinis C erit C y = :C Q  — Q y : igitur per (17 7 . §.) C y ^ r  2 .’—-  ,

hinc p Q q : p q = : C Q : C y ,  id eft: Diftantia centri gravitatis y arcus cir­
cularis pQq, eft quarta geometrice proportionalis ad arcumr ejus ehoQ- 
dam,. et radium.

179.  C o r o l l a r i u m  3.
Pofita chorda 2y^=rpq =  X Z  =  z r ,  abibit arcus circularis p Qq m 

femiperipheriam X Q Z ^ = n r ,  denotante i : r  rationem radii ad femiperi- 
pheriam (Vol. I. §. 5. Schol.}* quem fignificatum pro r  ubique in fe- 
quentibus retinebimus: diftantia centri gravitatis y femiperipheriae circu­
laris X Q Z  ab hujus centro magnitudinis C debet ergo aequari duplo
quadrato radii divifo per ipfam femiperipheriam, fen radio dufto irr n»- 

2 .  .
merum — , nimirum erit (178. §.)

n  2 r2 2 rC y r r ----------= ------ • *
9 X Q Z  TT

Et pro> integra peripheria M circulr* qua cafii fit cfronda 7  y  -— pf 
erit in (177 . §.) Q y := r ,  id eft: centrum gravitatis peripheriae circu­
laris coincidit cum ejus centro magnitudinis*

igo . Co-



1 80 .  C o r o l l a r i u m  5*

Hac ratiore poterit folutia praecedentis problematis ad alias quoque 
curvas adplicari. Sit pQ q arcus parabolae, ad quam eft aequatio y 2= :p z  

(V ol. L  §. 5°8-)r erit
p e z  p^fiZ

2 y £y = T p e Z 'r 6y  = = -— - = = ------ —  ;
J  2 Z 1

/ ( 6 y 2 - f e z 2) ~ - €Zt ~  / ( p  +  4 ^ >

Adeoque per (176 . §. 2. n.) fiet
r

t M =  e7\— / ' ( p + 4 2) ;  —  / ( p + 4 2)-
2Z 1  2

Quamobrem, fi capias integralla algebraico-logarithmica M , tt per 
(V ol. I. §. 303. 289) , quantitatesque conftantes juxta (176 . §. 3. n.) de­

termines j obtinebis diftantiam Q y r = - ~ -  centri gravitatis y  arcus pa- 

rabolici p Q q  ab ejus vertice Q.

i g i .  C o r o l l a r i u m  6-

Sic quoque, fi p Q q  fit arcus ellipfeos vel hyperbolae, determine-
p zz p

tur s y  ex aequatione y 2 := :p z --------—  vel y 2= :p z--t*  — -—  (Vol. I.

§. 540. 564.), tum, fubftituto eo valore loco s y  in (176 . §. 2 .n .) , quae-

rantur rotegrali», fi, M per (176 . 3. n .): erit enim diftantia

centri gravitatis arcus pQ q ellipteos vel hyperbolae ab ejusdem vertice 
Q (176. §. 4. n.).

18 2 . C o r o l l a r i u m  7.
f  mmm J T „

Pro arcu M ^=pQ q (32» F ig .} cycfoidis erit eyzz z ez
"  Z»

(Vol. I. S- 609.): igitur fiet in ( 17 6v §. 2. n.)

*2, r  21w
«M — 2 « z ^  — — ;  fija ^ = 2 z « z y ^ —z ~ * '

Quamobrem Integrando per (176 . §. 3. n.) inveniemus 

M = 4 ^ 2 r z  j  / te := f^ 2 r z ? .
t ;

I  3  Diftautl*
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Diftantia centri gravitatis y arcus p Q q  cycloidis a vertice Q pfo 

quavis abfciffa z =  Q a erit ergo ob (176. §. 4. n.) Q y;= : J L -  ~  |  z ; 

unde pro z t = Q c := 2 r  reperietur diftantia centri gravitatis y totius cy ­
cloidis X Q Z ,  nimirum Q y ^ f r ,  feu aequalis duabus tertiis partibus 
radii r^ = Q c circuii genitoris.

1 83 -  T h e o r e m a .

rig. 33* . S i centra gravitatis e , - - - a , b , -  —  x (33« T̂ ig.) omnium m dato
plano vel corpore gravi A p C q A  cogitabilium et inter fe  parallelarum fe .
ffionum d f , ------ p q * r s ,  - -  -  uv  in una reffia A C jaceant; jacebit
quoque in eadem recta centrum gravitatis totius plani vel corporis A p C q A ,  
adeoque A C  erit illius diameter gravitatis ( 1 5 8 -  §.)*

1.  Sit mn unum planum, in quo jaceat reda A C :  erit mn com- 
nVutfe planum gravitatis fingularum fe&ionum gravium d f ,  —  -  p q ,
r s , ---------u v  inter  fe p a ra l le la ru m,  quae in dato plano vel corpore
A p C q A  poflunt cogitari (158- §•)» fmgulaeque fe&iones dividentur ab
eodem plano in partes de et e f , ------ p a et a q , r b et b s , - —  u x et
x v ,  quarum quaevis binae inter fe habebunt aequalia momenta refpe&u plani 
mn (163.  § .) :- igitur erit fumma momentorum ex parte A q C  plani mu 
aequalis fummae mpmentoruin ex parte oppofita A p C ,  feu planum mn 
dirimet datuui planum vel corpus A p C q A  in duas partes, quarum mo­
menta refpe6tu ejusdem plani erunt inter fe aequalia (147. §.)•

2. Quotcunque igitur plana m n , quarum communis interfectio fit 
refra A C , cogitentur tranfire per datum planum vel corpus grave A p C q ;  
erit quodvis illorum unum planum gravitatis malTae A p C q A  ob ( 1)  per 
(164 . § .), eoque ipfo eft refta A C  una diameter gravitatis ejusdem maf­
fae ( 1 61 .  §.)•

1 8 4 .  P r o b l e m a .

Invenire antrum gravitatis dati cujuscumjue trianguli recfilinei A B C
Tig* 34-

( 34- *JgO-
S o lu 1 10.

'  Biffeftis duobus lateribus A C , B C  in b , a ,  ducantur ex verticibus
B , A angulorum oppofitorum reftae B b , A a ; debebit re6ta Bb quam­
libet cogitabilem feftionem trianguli A B C  lateri A C  parallelam, et 
A a quamvis ejus fe&ionenr parallelam lateri B C  biffecare: re ftaeB b , A a

* -  f erunt



erunt ergo duae diametri gravitatis trianguli A B C  (18 3 . § .), cujus cen­
trum gravitatis debebit idcirco elYe punctum interfectionis g rectarum 

B b , A a  (160 . §.)•

Ducatur jam ex b parallela b /3 ad A a ; erunt triangula C A a ,  C b /3 
inter fe f imilia; hinc, ob C b — ^ C A ,  etiam b/3 = r f A a ,  et C /3 — ^-Ca 

B/3:= - | B C : quamobrem in triangulis flmilibus B g a ,  B b /3 ha­
bebimus B/3 :B a := b / 3 : g a ,  feu | B C :- | B C  — £ A a : g a : = y  Aa .

1 8 5 .  C o r o l l a r i u m  1 .

Centrum gravitatis cujuslibet trianguli reftilinei A BC jacet in pttn- 
fto g reftae A a ex vertice A  cujuscunque anguli ad punftum medium 
a lateris oppofiti B C  duftae, ita ut ejus diftantia g a  a punfto a aeque­
tur uni tertiae, diftantia vero A g  a punfto A aequalis fit duabus ter­
tiis totius reftae A a ,  nimirum g a “ -§-Aa, et g A  — § A a  (184. §•).

1 86 .  C o r o l l a r i u m  2.

» Hinc pendet inventio centri graviratis cujuslibet quadrilateri A B C D  Fig- 35» 
(35. Fig.). Si enim dufta diagonali A C , duftisque ad ejus medium pun­
ftum c reftis B c , D c ,  hae ipfae reftae dividantur in tres partes aequa­
les, quo fiat B a = f  B c  et Db =  f  D c ;  erunt punfta a, b centra gravi­
tatis triangulorum A B C ,  A D C  ( 1 85. § .) : determinatis ergo eorundem 
areis, et dufti refta a b , invenietur centrum gravitatis d quadrilateri 
A B C D ,  fi refta ab ita fecetur in d , ut fit (16 7 . 154. §.).

, a b . A D C  a b . A B C
a d —  ■ , : bd

D I S S E R T A T I O  V L  7 i

A B C - f  A i) C J A B C - } - A D C

Secus poterunt in hac determinatione punfti d areis A B C ,  A D C  
fubftitui perpendicula B q , D p  ad diagonalem A C  demiffa: cum enim fit

A B C : A D C : = B q : D p >  hinc A B C  = ------Dp~~^~’ er^  e*-iam

. A D C . B q
ab . M

,   a b . A D C , ,   * D p .
* A D C . B q  ; A D C . B q  I  ?

- ^ ~ L  +  A D C  j j j j  +  A D  C

,  a b . D p  a b . B q
~  B q 4 * D p J B q + D p

i8 7 * C o .
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F i g .  37-

1 87*  C o r o l l a r i u m  3.

Geometrice determinabis centrum gravitatis quadrilateri A B C D ,  C, 
determinatis centris gravitatis a, b triangulorum A B C ,  A D C  per ( i 8 5 § . )  
du&aque re&a a b , et duttis ad diagonalem A C  perpendiculis B q , D p , 
ducas re&am indefinitam b (i fub quocunque angulo ab  J2, tum in hac 
capias bn — B q ,  m n ^ D p :  fi enim ex m ducas ad a refram m a, et 
huic ex n parallelam n d ; debebit n d redam a b fecare in centro gravi­
tatis quadrilateri A B C D ,  ob b m : b n r r : a b : b d ,  adeoque

, . a b . b n  a b . B q  „
~  bm B q  + T 7 JT  ^l8

1 8S* C o r o l l a r i u m  4.
In multis cafibus habebit datum quadrilaterum A B C D  duo latera

parallela C B , A D , quae perpendiculis B q , Dp in (186. 187. §.) poterunt 

fubftitui. Cum enim in hac hypothefi fit B q : D p ^ = : B C :  A D ,  h i n c B q - f  
D p : B q  =  B C  +  A D :  B C ;  poterit in (ig 6 . 187. § .) fummi B C  loco B q , 
A D  loco D p , et B C  +  AD loco B q - f  Dp.

189- C o r o l l a r i u m  5.
Quodfi vero quaevis bina latera oppofita B C  et A D , D C  et A B , 

fuerint inter fe parallela; jacebunt re&ae B c ,  D c ,  ab  in una re&a B cD , 
et centrum gravitatis d coincidet cum pun&o medio reftae B c D  in 
(186. § .): centrum gravitatis cujuslibet parallelogrammi A B C D  (3 6 .Fig.) 
eft itaque pun&um c, in quo ejus diagonales A C , B D  fefe interfecant.

' 190. Corollarium 6.
Si quaeras centrum gravitatis dati cujuscunque' polygoni irregularis, 

ut A B C D E F A  (37 . F ig .) , refolve illud in triangula per diagonales 
A E ,  A D , B D , tum, determinatis fingulorum triangulorum centris gra­
vitatis a, b, c, d per (185 . § .) , et areis, quaere per (16 7 . 157 . g .)  com­
mune centrum gravitatis omnium triangulorum.

191. Theorema.
Centrum gravitatis cujuslibet polygoni regularis coincidit cum illius 

centro magnitudinis.

D e m o  11-



D T S S E R  T A T I O  VI. 7*

D e m o n /1 r a t i o.
Si cogitetur unum planum perpendiculare ad planum dati polygoni 

regularis tranfire per illius centrum magnitudinis, et unum angulnm peri­
metri ejusdem polygoni biffecare; dividetur! polygonum in duas partes 
inter fe fimiles et aequales, proinde perfecte congruentes, eundemque 
refpeftu plani fecantis fitum habentes; centra idcirco gravitatis harum 
partium in iisdem jacebunt diliantiis a plano fecante: produ£ta ergo ex
areis aequalibus earundem partium dati polygoni in diftantias centrorum 
gravitatis a plano fecante, feu momenta partium polygoni refpeftu plani 
fecantis erunt inter fe aequalia (150 . §•)» proinde erit planum fecans 
unum planum gravitatis dati polygoni regularis (16 3 . §.). Quodfi vero 
omnia plana ad pianum dati polygoni regularis perpendicularia, et quos­
cunque angulos illius perimetri biflecantia fint plana gravitatis ipfius po­
lygon i, quia etiam planum in quo totum polygonum ja c e t , eft illius 
planum gravitatis (166. § .) ; neceffe eft, ut omnes rettae quoscunque 
angulos perimetri biffecantes fint diametri gravitatis ejusdem polygoni 
( 1 6 1 .  § ) ,  quae omnes, ficut in illius centro magnitudinis, ita quoque 
in ejusdem centro gravitatis fefe debent interfe«are (160. § .).

i 9 2 # P r o b l e m a .

D ata aequatione ad curvam X Q Z  (3 1 . Fig.) inter abfcijfas z  —  Qa Fig 
in ejus axe Q C computatas y et ordinatas ortkogonas y .— p a , invenire 
centrum gravitatis /patii p Q q a p  =  M inter arcum p Qq  et chordam pq 
acf axem Q C perpendicularem coniprehtnfi.

S o l u t i o .

1. Centrum gravitatis fpatii p Q q a p  erit certum punftum y axeos 
Q C (i83- §•)» cujus inventio pendet ab inventione diftantiae Q y a cur­
vae vertice Q.

2. Cum jam M denotet malTam fegmenti p Q q a p ,  fi praetferea vo­
cetur [i ejus momentum refpeftu plani MN in Q ad Q C perpendicularis;

debebit effe (168 . §•)

3. Porro pro S =  Q pa eft M =  2 S ,  et e S t r y e z  (V ol.I. §. 488)»
6M =  2 s S :  ob ( 1 7 1 .  § .) debebit ergo poni

£ M ^ = 2 y s z ;  t jt t^ = 2 y z « z ,

Vtlttmtn XI.  ̂ 4  Ab
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4. Ab integratione horum exponentium differentialium pendet ita- 
que inventio tam maflae M =  p Q q a p ,  quam ejus momenti p  refpe&u 
plani M N ; clarum vero eft, pro abfcilTa z  =  Q a := ro >  vej ordjnata y= =  
p a o ,  debere fieri tam M —  c ,  quam ^ . =  o > unde fequitur, integraiia 
eorundem exponentium fic effe determinanda, ut quodvis illorum aeque­
tur nihilo, feu fiat z = r o ,  feu y^ = o .

5. Inventis autem integralibus M, p ,  invenietur eo ipfo etiam di- 
liantia Q y gentri gravitatis y ( 1)  per (2 ) , cujus generalis exprefli» erit
ob (3)

Q y  —  • f '2 y z 8 z  = / y z e z  
7 2 y  g z  / y t z

1 9 3 .  P r o b I e ni a.

Invenire centrum gravitatis Jegmenti P Q q a p (38. Fig.) circuli radio
C Q —  r deferiptL

S o l u t i o .

Centrum gravitatis fegmenti M =  p Q q a p  coincidet cum pundo y 
radii CQu=rr perpendicularis ad chordam p q , et ejus diftantia a punfto Q

erit Q y —  (192. 2. n.). Verum pro y : = p a ,  et z = Q a  eit

y a = r 2 r z .— z 3 aequatio ad circulum, ex qua obtinebimus

.__ /y„ 2> Cr --- z ) « Zy t = / ( 2 r z  —  z 2) ; £ y = ------- --------- j

et z e z — r ez  —  y t y .

In (192. §. 3. n.) debebit ergo hoc cafu poni 
g M —  2 y e z ; f (u ~ 2 r y £ Z  —  2 y 2 « y : 

adeoque integrando per (192. §. 4. n.) inveniemus
M— r / 2 y £ z — f  y 3 =  r M — f  y 3.

Quare cum area fegmenti p Q q a p  fit 
M —  ̂ r . p Q q  — y / ( r 2-— y * ) ; 

erit diftantia centri gravitatis y a punfto Q

Q y - - A - ^ r _ t . ___________y ?- ■ ^  t
M p Q q * r  —  2 y / ( r 2— y 2) 9

ubi pQ q eft arcus fegmenti pQqap»

19 4 . Co-
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194. Corollarium 1.
Diftantia C y  centri gravitatis y fegmenti circularis p Q q a p a centro 

C circuli, ob C y  —  r — Qy,  erit per (193.  §.)

Cy =  *. y 3
p Q q . r  —  2 y / ( r -  — y 2)

1 9 5 .  C o r o l l a r i u m  a.

Pro chorda 2 y  —  2 r  in (194. §.) obtinebitur diftantia centri gravi- A s­
tatis y femicirculi X Q Z C X  (39' F ig .) radio C X = r  defcripti ab ejus 
centro C per femiperipheriam X Q Z ,  nimirum'

S c h 01 i 0 n.
Si fuper radio X C  =  Q C ^ = r quadratrix dinoftratis cogitetur defcribi, 

origine in X  fumta; debebit illa terminari in centro gravitatis y femi- 
peripheriae X Q Z  circuli radio r defcripti, per ( 179 ’ SO et (Vol. T. 602. §.). 
Proprietatem hanc quadratricis G u l d i n u s  in fua Centro - Baryca. Cap. V I. 
primus notavit: verum hanc ipfam proprietatem habet etiam cyclois vul­
garis, quae fuper diametro X Z  poteft defcribi. Semibafis enim XC hujus 
cycloidis debet aequari femiperipheriae circuli genitoris (Vol. I. 607. § .) :

2 . X C
diameter circuli genitoris ejusdem cycloidis debet ergo effe =  -  ------- ,

7r
adeoque aequalis diftantiae C y  centri gravitatis y femiperipheriae circu­
laris X Q Z  ab ejusdem centro C (179. §.). Altera vero proprietas cy­
cloidis fuper diametro X Z  deferiptae, e t , ut vidimus, transeuntis per 
centrum gravitatis 7 femiperipheriae circularis X Q Z ,  in eo conGftit,
quod centrum gravitatis ejusdem cycloidis cum centro gravitatis areae

n X  C
femicircularis X Q Z C X  coincidat: cum enim, ut oftendimus, fit ------- -

X C T
diameter illius circuli genitoris; erit f  . --------- diftantia centri gravitatis

7T
ejusdem cycloidis a punfto C ( i 8 2 - § ) >  aequalis diftantiae centri gravita­
tis areae femicirculi X Q Z  ab eodem pun&o C (195. §.)•

1 9 6 .  C o r o l l a r i u m  3.

Et pro z =  2 r ,  hinc y = 0  erit Q y = r  et C y — o (19 3 . 194. §.)» 
id eft: centrum gravitatis integri circuli coincidit cum illius centro mag­
nitudinis.

K  2 197, Co-



19 7 , C o r o l l a r i u m  4.
4°*  ̂ Datis chordis r s t = 2 c ,  p q = 2 C  (40. Fig.) in circulo radii C X = : r 

jacebit centrum gravitatis <* fpatii r s q p  inter chordas parallelas rs, pq 
comprehenfi in radio CQ easdem biffecante in b, a ; diftantia vero illius 
a cenaro C determinabitur hoc modo. Si y , 6 fint centra gravitatis fcg» 
mentorum p Q q a p ,  r Q s b r ;  debebit effe per ( 15 5 . §.)

n  C y . p Q q a p  —  C d . r Q s b rc  x — -  ..............................—— .
p q s r

Quare, fi per datas cbordas 2 c ,  2 C ,  datumque radium r expriman­
tur tam areae fegmentorum p Q q a p , r Q s b r ,  p q s r : = r p Q q a p — r Q s  br,
quam diftantiae C y , C l  juxta (194. § .) , prodibit, pera&a fubftitutione et 
reductione, fequens- exprellio

C a j _ 2  n — c*_______________
U T ’ r . q s  +  c / ( r z — c2) —  C s {  (rz —  C2)

Si autem diftantiam centri gravitatis x  areae p q s r a punfto a de- 
• fideres; invenies illam fubtra&ione diftantiae C a = / ( r 2 —  C2) ab inven­

ta diftantia C * .

ig g .  C o r o l l a r i u m  5.

41 ' Pro 2 C = 2 r  in (197. § .) invenietur diftantia C x  centri gravitatis*
fpatii r & Z X  (4 1. Fig.) inter diametrum X Z  circuli et chordam r s n = 2 c  
ei parallelam comprehenfi a centro C magnitudinis ejusdem circuli, ni­
mirum

<__ ______ r7 — c*_______
*  ** r . s Z + c / ( r 2 — c2)
I

19 9 . C o r o l l a r i u m  6.
4*- Datis centris gravitatis y, p  (42. F ig )  fegmenti p Q q a p  et trianguli

C p q ,  invenietur in radio C Q  biffecante chordam p q r = 2 y  centrum gra­
vitatis x fe&oris C p Q q C  circuli radio C Q = r  defcripti, determinata 
per (16 7 . 154. § .) ejus diftantia a centro C , nimirum

C a —  C y . p Q q a p - f - C f f . C p q  
p Q q a p + C p q

Cum enim fit C z ^ f ( r * — y 2) , et C / ? := f C a  (18 5 . § .) , determi- 
suta area trianguli C p q ;= y ^ ( r 2^ y 2) ,  determinataque area fegmenti

• .  > .  '  • - p Q q a p ,
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p Q q a p ,  et diftantia C y  illius centri gravitatis y  a centro C per ( 19 4 .§ .) ; 

debebit eile ' * . ,
r- r r  •U : r f . -----—----- 

PQ.^
denotante p Q q  arcum fe&oris,

200, C o r o l l a r i u m  7.

Si y efiet centrum gravitatis arcus p Q q ,  fieret C y ~  ( l 7 8 *§0 * 

hinc C x z =  f C y  ( 19 9 .5 .) ,  ^  e^ : diftantia centri gravitatis x cujuslibet 
fe&oris C p Q q C  ab ejus centra magnifudinis C aequatur duabus tertiis 
diftantiae centri gravitatis y  arcus pQ q ab eodem centro C.

201 .  C o r o l l a r i u m
Si deflderecur centrum gravitatis v fpatii a b e d  (43. Fig.) inter arcus Fig. 43* 

concentricos a b , de radiis C d ~ C e : = r ,  C a = C b  =  R defcriptos com- 
prehenfi; jacebit illud in pun£to v  radii Cm biflecantis arcus a b , d e ,  
ita, ut fi x ,  u dicantur effe centra gravitatis fe&orum C a b , C d e ,  illius 
diftantia a centro C debeat efie per (16 7 . 155 . §.)

<__ C x . a C b  —  C u . C d e
V' a C b ’— C d e

Hinc, fi 2 c, 2 C fint chordae fubtendentes arcus de, ab, obtine* 
bimus per (199. §.)

4 R C  -  4 r c
C x =  —— — ; C u = r  -  ——  ;

3 - a b  3 . d e

* C b ^ = i R . a b ;  d C e  =  ^ r . d e ;

C R 2 —  c t 2 __  4 C R3 — r3
a b . K  —  d e . r  3 .  a b * Rz —  r A

2 02* C o r o l l a r i u m  g.
Centram gravitatis v dimidii annuli A m B E n D A  (44- Fig.) radio- Fig. 44. 

rum CD  — r, C A ; = R  jacebit in radio Cm  ipfum biflecante in diftantia 
a centro C (20*. §.).

C — 4R R3—r? _  4__, R3 — r*
V 3 , AnaB Rz— i 2 3 v  * Rz— r2.
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203 . Pro-



3 03 .  P r o b i  em a*

Fig. It. Invenire centrum gravitatis y /patii pQ q (3 1 Fig,) tuter arcnm p<Jq 
parabolae, et chordam pq illius axi Q C per pendi cularem comprehenft.

S o l u t i o .  j

Sit M = = p Q q a p  area dati/patii pro z t =  Q a , y — p a ; Cum debeafc 

effe (Vol. I. §. 5 0 8 ); erit in (192. §. 3. n.)

. . i i -  1 3
e M ~ 2 \ > z z* e z \  e fiz=^2pZjzr  ez ,

Pera&a igitur integratione pet (192. §, 4. n.)» invenietur diftantia 
centri gravitatis y fegmenti p Q q a p  ab ejus vertice Q per ( 19 2 .§ . 2.n.)

< 2 r  =  - ^ - s = * z - f Q » .

2 0 4 . P r o b l e m a .

Invenire centrum gravitatis y /patii p Q q a p  inter arcum p Q q ellip- 
/eos et chordam p q ejus axi transver/o Q C perpendkularem com~ 
prehenfi.

S o l u t i o .

Pro Q a — z, p a = y  eft in ellipfi (VoJ.I. 54° - §0 y z =  / ( $ z . —  ^  :

igitur debet poni in CI9 2, §• 3« n0

" * i-
« I ? = —  • z “ f i z / ( a — z) ;

2P^ -3
e p z = :----- — . . z ^ z / ( a - z)(-

a *

Captis integralibus per (Vol. I. §. 289. 3 0 1 .) , et determinatis con­
flantibus juxta (192. §. 4. n.) per (Vol. I. §. 2 3 8 ) ,  reperiemus

2 xfi /
T — \ ^ ( 3 z — a ) / ( a z  —  z2)

a “

+  ~  Are Sin a- + - ^ L )
8 a 1 16 y  '
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( — j-/ (a z  —  z» y  +  — '— g— —  / ( a z — z*)
a2

a3 2 z — a . ?ra3 N
4  2- Arc S m ------------------------------- 1-- J •i 16 a 32 y

Qnamobrem, fi p  dividamus per M , obtinebimus hinc diftantiam Q y 
centri gravitatis y fpatii elliptici p Q q a p  pro quavis abfciffa z n = Q a  ob 

(192. §. 2.D.).
2 0 5 .  C o r o l l a r i u m  x.

Si abfciffa z = :Q a  =  f  a aequetur femiaxi transverfo ellipfeos; erit 
p Q q a p  dimidia area ellipfeos, et diftantia illius centri gravitatis y a*

vertice Q erit Q y t = ~  pofita abfcilla z ^ = { a  in (204. § .) ; unde de­

terminari poteft etiam ejus diftantia a centro a ellipfeos, ob a y = : Q a
— Q y i  nimirum erit

a (3 7r—‘ 4) __ 2 aQ y '==——7--- — ; av — —----^  ' O X 3  7T

Centrum ergo gravitatis y  femieltipfeos p Qq a p  coincidit cum cen­
tro gravitatis femicirculi r Q s a r ,  qui fuper axe conjugato pq utrinque 
produfto e centro ellipfeos a radio aQ  aequali femiaxi transverfo poteft

defcribi (195* § 0 *
206. C o r o l l a r i u m  2*

Hoc modo licebit etiam quaerere diftantiam Q y centri gravitatis y
fpatii p Q q a p  inter arcum pQ q hyperbolae, et chordam pq illius axi
transverfo QC perpendicularem comprehenfi. Cum enim, pro z =  Q a,

p z2 \
y r = p a ,  in hvperbola fit y = r / ( p z - f — - — J  ob (Vol. X. §• 5 ^ 4 0  ; 

bebit effe in (192. §. 3. n )

l
tM - 2 P — z ^ e z ^ a + z ) ;
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quodfi ergo determines integralia algebraico - Iogarithmica M , p  juxta
(192*



Fig. 4*.

/

(19 2 . §. 4. n.) per (Vol. I. 30 1.238- §•)» tum dividas jt  per M ; dabit
quotiens diftantiam Q y per (192. §. 2. n.).

2 0 7 . P r o b l e m a ,

Invenire centrum 'gravitatis y /patii p Q q a p  (4 5 .  F ig .) inter arcus 
p Q , q Q  ci/Joidis et chordam pq  illius a x i Q C  pcrpendicularem com-
prehen/u n

S o l u t i o .

Pro abfciffa z ^ = Q a , ordinata y ^ = p a , et axe ciffoidis Q C ~ a  eft 

7^  *
y ~  ^  /a_ _ zJ  Per (V ol: I. S* 5 8 4 ) : in (192. §. 3. n,) debet ergo poni

n/r—  2 2  t z  2 z * e zfi M —77--------; S II ~ —77-------—  .
/  (a— z) > / ( a  —  z>

Si jam hi exponentes differentiales juxta { 1 9 2 .  §• 4- d.) per (V ol. I. 
§. 302. 287O integrentur, fiet

__ 3 a z ?r . 3 a2 2 z  —  a
M : =  q------- — ------Arc Sin ------------- -

8 1 4 »
—  i  (2 z - f  3 a) /"(a z  —  z 1) ;

___ 5 a3y 1 5 »3 A c . - 2 z — a
^  —  ~ 1 6 ------ 1---- 8 A r c S m  ------ i -----

—  -rz(8z2 +  I 0 a z  +  I5 a 2) /  ( a z — z 2). 

Confequenter, divifo momento p. per mafiam M , invenietur diftan-
tia Q y  ju xta  (192. §. 2. n.) centri gravitatis y  fpatii p Q q a p  a cufpide 
Q ciffoidis pro quavis abfciffa zr= :Q a.

, a o g . C o r o l l a r i u m .

Conftat, re&am P R  ad axem Q C = a  ciffoidis perp^dicularem effe 
afymptotum, cui rami Q S , Q T  nufpiam poliunt occurrere, licet i i ,  quo 
magis producuntur, eo propius ad PR  debeant accedere (Vol. I. §. 583 )* 
quodfi igitur fupponas, "ramos Q S , Q T  afymptoto P R in punftis P , R» 
quorum diftantiae a pun&o C fint indefinite magnae, occurrere; • obtine­
bitur pro zP=Q C  =  a diftantia Q y = | a = | Q C  centri gravitatis y  to­
tius fpatii inter ramos Q S , Q T  et afymptotum PR  comprehenfi a cuf­
pide Q piffoidis.

8 o  JD I S S E  R T A T I O  V L

209. Pro-



20g. Problema.
Dato radio r d r  culi genitoris Q b C d Q  (32. Fig.) cycloidis X Q Z ,  in. Fig. js. 

venire centrum gravitatis y /patii p Q q a p  inter arcum p Q q  el chordam 
pq axi Q  C per pendi cularem comprelienft.

S o l u t i o .

1 .  Sumta pro z = Q a ,  y rrrp a  aequatione ad cycloidem (V o l. I.
§• 6c6.), debebit effe in (192. §• 3. n.)

M p = 2 / £ z / ( 2 r z  —  za) -\ -2 r fs 2 . Arc Sin v ;

^ = 2 / z s z / ( 2 r z  —  z 2) - f 2 r / z 6 z  A r c S i n v - ^ - »
r

3. Quodfi autem alteram partem utriusque integralis refolvas jper 
(Vol. I. §. 2 5 7 .) ; invenies in ( 1 )

D I S S E R T A T I O  VI .  Ht

M P=2rz ArcSin v y - + 2 ^ % z / ( 2 r — 2}

r / -
z e  z

^ ( 2 r — z) *

fAt=. r z 2 Arc Sin v s z / " ( 2 r — z)

f  l  „
— r ,/ — £Z

/ ( 2 r  —  z)

3. Si demum binas pofteriores partes utriusque integralis in (2) 
juxta (19 2 . §. 4. n.) per (Vol. I. 289. 302. 3 0 1. §.) determines, obtinebis

M x ( z  +  r ) / ( 2 r z — z2) +  r ( 2 z — r) Arc Sin v 

^ 1 7 r _— (2rz —  z2) +  i>*(2z2—  r2) Arc Sin v •

Hinc, fi p  dividatur per M, derivabitur diftantia Q y centri gravitati* 
y  /patii p Q q a p  pro quavis ablcifla z ^ = Q a  (192. §. 2. n.).

2 1 0 .  C o r o l l a r i u m .

Pro integra cycloide X Q Z  debet in (209.§.) poni z = Q C  =  2 r, hinc 
M =  3 r 2 .T , ,ttt=i^r3. ir; diftantia centri gravitatis y fpatii X  Q Z C X  a ver­
tice Q erit ergo

Q y —— 5 r ̂  t'? Q C.

//. L 2 ii. Theo-
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2 1 1 ♦, T h e o r e m a .

46* tS7 ex centris gravitatis G,  g (46. F ig .)  duorum triangulorum Jitni- 
Itum A B C ,  abc  ad punfta extima B ,  C,  b,  c, laterum homologorum B C, 
b c  ducantur reftae G B , G C ,  gb ,  g c ;  erunt triangula G B C ,  gb c  inter 
fe Jimilia.

D e m 0 1 1 A r a t i 0.

Si reftae B G ,  C G ,  b g ,  c g  producantur, debebunt ilfae bifiecare 
latera A C , A B , a c , ab in E ,  D , e ,  d , C1 8 5 - § 0 : erit ergo A C : ac  =  
E C : e c ,  et A B :  ab :n : A D  : ad. Quare, cura in trianguli» fimilibus 
A b c ,  a b c ,  fit angulus A : = a ,  C —  c , et A C : ac =  A B : a b ,  B C : b c  
= ^ A C :a c ;  debebit, etiam efle A C : a c = A D : a d ,  et B C : bc =  E c :  e c : 
funt ergo etiam triangula A D C  et a d c ,  B E C e t b e c  inter fe fimilia; 
proinde eft angulus A C D  =  acd,  et E B C ^ = e b c ,  et eo ipfo etiam an­
gulus G C B  — g c b ,  et triangulum B G C  eft fimile triangulo g b c .

2 1 2 .  T h e  o r e m  a.

Si reftae ex centris gravitatis quorumvis duorum polygonorum finit* 
liuni conflantium n lateribus ad pimfta extima duorum laterum homologo­
rum, ductae comprehendant triangula inter fe  Jim ilia/ nec effe efl y ut hac 
ipfa proprietate etiam polygona Jimilia conjlantia uno pluribus lateribus 
gaudeant.

D e m o n / l r a t i o .

Fig. 47. 1. Imaginemur nobis in (47. Fig.) duo polygona fimilia A BCD EFG A,
a b c d e f g a ,  quorum quodvis habeat latera numero n - f i ,  et cerrtra gra­
vitatis eorundem polygonorum fint Q , q* duo vero quaecunque latera 
homologa D E , d e :  demonftrandum eft, quod, fi ducantur reftae Q D , 
Q E , q d , q e , triangula Q D E , q d e  in allumta hypothefi debeant efle 
inter fe fimilia*

2. Duftis reftis D F , d f  nafcentur duo polygona fimilia ABCDFGA, 
a b c d f g a  conftantia ob ( 1 )  lateribus numero n , et triangula fimilia 
D F E ,  dfe .

3. Quamobrem, fi P , p fint centra gravitatis polygonorum (2 ) , et du­
cantur reftae P D , P F , p d , p f j  erunt per hypothefim triangula L'DF, 
p d f  inter fe fimilia.

4 . Por-



4. Porro fint R, r centra gravitatis triangulorum D F E ,  d f e ;  ertint 
triangula D R E ,  d r e  per ( 2 1 1 .  §.) inter fe fimilia.

5. Duftis autem inter centra gravitatis P , R , p , r  ( 1)  (4) reftls 
P R ,  pr ,  jacebunt centra gravitatis Q , q (O  in iisdem re& is , ita ut fit 
per ( 154- §•)

P R . A B C D F G A  p r . a b c d f g a
D t E  ; q f ~  d f e

igitur debet elTe

Q R : q r  —  r R . A B C D F G . d f e i p r . a b c d f g . D F E .

6. Cum autem generatim areae polygonorum fimilium fint inter fe 
ut quadrata quarumvis dimenfionum homologarum; neceffe eft, ut ob 

( 0  (2) (3) (4) fit A 3 C D F G  : a b c d f g  D F E  : d f e  := :D E 2: d ea .=
D R a.‘ d r2, unde et ex (5) obtinebimus

% Q R : q r : =  P R : pr

7. Deinde ob fimilitudinem triangulorum in (2) (3) (4) erit angulus 
P D R ~ p d r ,  et P D : pd =  D F :d f := D E :d  e = D K  : d r , unde necellario 
fequitur, etiam triangula P D R . p d r  effe inter fe fimilia, et ideo effe 
D R : d r  =  P R : p r  =  Q R : q r  per (6) :  igitur funt etiam triangula OQR,  
d q r, inter fe fimilia, anguli Q D R e t q d r ,  D Q R  e t d q r ,  D R Q e t d r q  
funt inter fe aequales, et Q R : qr »= D R i d  r =  R E : r e ob (4). Quamob- 
rem , cum fit etiam angulus D R E = d r e  (4 ), hinc Q R E ^ z q r e ,  de­
bent quoque triangula Q R E ,  q r e  elle fimilia.

8. Hinc demum, ob iimilitudinem triangulorum D R E ,  d r e ,  et 
D Q R ,  d q r ,  item Q R E ,  q r e  in (4) (7 ) , necellario fequitur fimiiitudo 
triangulorum D Q E ,  d q e ,  quae erat demonftranda ( 1 ) .

2 1 3 *  C o r o l l a r i u m  1 .

Si reftae Q D , Q E , q d ,  q e ex punftis Q , q , intra perimetros da- 
torum polygonorum firnilium affumtis, duttae ad pun6ta extima D, E, d, e 
duorum laterum homologorum D E , de comprehendant triangula Q D E, 
q d e ; debebunt haec triangula efle inter fe fimilia, fi punfta Q, q fint 
centra gravitatis polygonorum. Cum enim hoc de figuris trium laterum 
in ( 2 1 1 .  §■) iit demonilratum, et, utprimum id in figuris quotcunque

. L 2 laterum
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laterum locum habet, eo ipfo etiam m figuris uno p forium laterum fubfl- 
ftere debeat (2 12 . %.); debet id neceffario de quibuslibet cogitabilibus 
polygonis fimilibus verum effe (Vol. I. 3 1 .) .

3 1 4 .  C o r o l l a r i  11 m 2 .

Si e x  punftis Q , s duorum polygonorum flmilium ad pun&a exti- 
ma duorum laterum homologorum ducantur reftae Q D , Q E, s d , ser con- 
ftetque* illas comprehendere triangula fimilia D Q E ,  d s e ,  et Q effe cen­
trum gravitatis polygoni A B D F A ;  erit eo ipfo etiam pun&um s cen­
trum gravitatis polygoni abdfa.  Secus jaceret illud in certo punfro qr 
eftentque triangula q d e , q s e  ob 213 .  § )  eidem tertio triangulo Q D E , 
hinc etiam inter fe fimilia, quod eft impofiibile.

2 1 5 .  C o r o l l a r i u m  3*

Dato itaque centro gravitatis Q certi polygoni A D F »  invenies cen­
trum gravitatis s  polygoni a d f  priori f lm ilis ,fi, du&is ad extima pun- 
fta D, E  unius lateris D E  re&is Q D ^ Q E ,  fuper latere homologo d e  
eonftruas triangulam s d e  fimile triangulo Q D E  (2 14 . &.).

D I S S E R -
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D E

I N V E S T I G A T I O N E  C E N T R I  G R A V I T A T I S  I N  C O R - 

P O R I B U S ,  E O R U M Q U E  S U P  E R F I C I E B U S .

2 1 6 .  T h e o r e m a .

A B D C  (48. F ig .) fit corpus quodcunque, in quo fingulae feftiones tn n Fig. 48. 
bafibus A B, C  D  inter /n parallelis et aequalibus pariter parallelae et aequa­
les ju a  centra gravitatis habeant in recfa P Q intercepta inter centra g r a ­
vitatis P, Q bafium A  B ,  C  D ; erit punffum medium a reffae P Q centrum 
gravitatis corporis A B D C .

D e m o n  r a t i o .

Si per pundum medium a redae PQ tranfeat planum M N  perpeti- 
diculare ad P Q ; erit momentum cujus vis fedionis m n refpedu plani 
MN aequale produdo ex Ipfa fedione m n in diftantiam ba pundi b 
redae P Q , per quod tranfit fedio m n , a pundo medio a redae PQ 
(150 . cum ergo omnes ejusmodi fediones fint inter fe aequales, et 
pro qualibet fedione mn cadente ad unam partem plani MN detur una 
fed io  mn jacens ad partem oppofitam plani MN in pari diftantia b a ; 
necelTe eft, ut fumma momentorum omnium fedionum ex una parte pla­
ni M N cogitabilium aequetur fummae momentorum omnium fedionum 
cogitabilium ex parte oppofita plani M N. Planum M N dividit itaque 
totum corpus A B D C  in duas partes, quarum momenta refpedu ejusdem 
plani funt inter fe aequalia (14 7 . §/)» et ideo eft MN planum gravitatis 
corporis A B D C  (16 3 . § .) : eapropter, quia PQ  eft diameter gravitati» 
ejusdem corporis ( l8 j-  § .) , debet pundum a elTe illius centrum gravita­
tis (16 2 . §.).

2 1 7 .  C o r o l l a r i u m  I .

Reda PQ  intercepta inter centra gravitatis P , Q bafium A B C D E ,  Fig* 49. 
a b c d e  dati cujuscunque prifmatis Bd per (190. § )  determinabilia tranfit 
per centra gravitatis omnium fedionum prifmatis illius bafibus parallela-

L  3  rum
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rum (2 14 . § .) : medium ejus panAam a eft ergo centrum gravitatis prif-
matis B d  (216 . §.).

2 1 8-  C o r o l l a r i u m  a.

Bafes prismatis regularis lunt polygona regularia, inter quorum cen­
tra jacet axis ejusdem prifmatis: centrum gravitatis prifniatis regularis 
coincidit ergo cum punfto medio illius axeos ( 1 9 1 .  2 17 . §.)„

2 1 9 .  C o r o l l a r i u m  3*

Fis , 50. E t ob (196. §■) per (216. §.) erit medium pun&um x axeos PQ  
dati cujuscunque cylindri A B C D  (50. F ig )  centrum gravitatis ejusdem 
cylindri.

2 2 0 . C o  r o l l a r i  ui n 4.

Fig. fi-52' Sic quoque, fi datum corpus (it fegmentum cylindricum A B C c a b  
Si- 54- (5 1. Fig.) abfcifl.um plano A B b a  axi cylindri parallelo, vel fruftum cy-

lindricum A B C D d a b c  (52. F ig.) inter plana A d , B c  axi cylindri pa­
r a l l e l a  interceptum, aut fe&or cylindricus A B C D d a b c  (53. F ig .) , vei 
dimidius annuius cylindricus (54. F ig .) ; coincidet ob (216. §.) centrum 

gravitatis ejusmodi corporis cum medio puncto a re£tae P Q  interceptae 

inter centra gravitatis P , Q illius bafium per 0 9 4 - I 9 5 * I97* 198- 199* 
202. §.) determinabilia.

3 2 1 . P r o b l e m a ,

rig 55. 56. Invenire centrum gravitatis datae pyramidis, datique coni A B D

(55* 56. Fig.). o t -
o 0 1 u 1 10.

i .  In cono A B D  jacet centrum gravitatis cujuslibet feftionis pq 
parallelae illius bafi BD  in axe A C  (196. §•): in pyramide autem (55, 
F ig .) , fi ex centro gravitatis C bafeos BD  ducatur refta A C ad verti* 
cem A , transibit haec re&a per unum pun&um c cujuslibet fe& ionispq 
parallelae bafi B D , quod, quia rettae pc, c e ,  B C , C E  du&ae ad panAa 
extima laterum homologorum p e , B E  comprehendunt triangula p c c ,  
B C E  fimilia, debet effe centrum gravitatis feftionis pq (214. § .) ; adeo* 
que etiam centrum gravitatis cujuslibet feftionis pq paralleiae bafi BD  
pyramidis jacet in reda A C  inter ejus verticem A et centrum gravitatis C 
bafeos intercepta. In cono et pyramide (56. 55. Fig.) dsbet ergo ejus 
centrum gravitatis jacere in re&a A C  (316 . §.).

c 2. Quum-



2. Quamobrem fumta parte indeterminata z ^ = A c  in refta A C ~ a  
cogitetur per punftum c tranfire feftio pq parallela bafi B D , quae ab- 
fcindat ex A B D  partem A p q r r r m;  erit, li ponatur tota mafla A B D ;= M

M
m :M := z 3:a 3, hinc m ~  —r—z3.

a-*

3. Sit jam M N planum perpendiculare ad A C , et '/* momentum 
maflae r a ^ p A q  refpe&u ejusdem plani; erit per ( 1 7 1 .  §.)

. „ . 3M
e z s m ; et xn (2) e m =  — —— z 2 e z :

D I S S E R T A T I O  VII. *7

3M  3 IVI z*
igitur e p = —— ■ z U z y hinc [i — — — -----

4. Pro z ^ = A C = a  in (3) invenietur ergo f i — -\Ma momentum 
totius pyramidis vel coni A B D  refpe&u plani M N : cum igitur illius 
centrum gravitatis debeat'coincidere cum uno punfto 7 reftae A C  ob ( 1 ) ;
«rit ejus diftantia perpendicularis ab eodem plano ob (168. §.)

A < = - ^ -  =  i M » r M s = | « = i A &

2 2 2 .  C o r o l l a r i u m  1 .

Data quacunque pyramide A B D  (55. Fig.)» cujus centrum gravitatis Fig. 55. 
defideretur, quaeratur centrum gravitatis C illius bafeos BD (190. § .) , 
et re&a A  t  inter illud verticemque A  intercepta dividatur in quatuor 
partes aequales, quo fiat A y : = | A C ;  erit y  centrum gravitatis pyra­
midis (2 2 1. §.).

2 2 3 .  C o r o l l a r i u m  2.

Cum bafis pyramidis regularis fit polygonum regulare, inter cujus 
«entrum et verticem pyramidis jacet axis pyramidis; patet, centrum gra­
vitatis tam pyramidis regufaris v5 5 -Fig.) quam cujuslibet coni (56. Fig.) 
coincidere cum puncto y illius axeos A C ,  cujus diftantia A y a  vertice A  
aequatur tribus quartis totius axeos A C  ( 19 1 .  221. §.).

224 .  P r o b l e m a .

Invenire centrum gravitatis dati coni truncati (57. Fig-) vel datae^ifa $7. 
pyramidis truncatae m d u b B M D N  (58. Fig.).

Solutio»
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' S o l u t i o .

1. Determinatis centris gravitatis C , c bafium B M D N  per ( 1 9 1 .  
196' §.)» duftaque refta C c , jacebit in hac centrum gravitatis 7  totius 
maffae m d n b B M D N ,  quod idcirco perfefte determinabitur, fi definia­
tur illius diftantia C y  vel c y  ab alterutro centro C , c.

2. Quamobrem cogitetur compleri tam conus quam pyramis truncata, 
quo refta C c produfta occurrat vertici A , et fit in hac refta punftum a 
centrum gravitatis maffae A b n d m ,  et e centrum gravitatis maflae 
A B N D M ;  adeoque per (2 2 1. §.)

A a = | A c ;  A e  =  | A C .

3. MafiTa A B N D M  compofita eft ex maflis A b n d m ,  md n b  B N D M :  
ob (i )  (2) per (155* § 0  debet ergo efle

A e. A B N D M —  A a . A b n d m
A«y =

ABNDIVI — A b n d m  

feu ob (2)

j .  | A C .  A B NDM —  A c . A b n d m  
 ̂ * A B N D M — A b n d m

4. Sed maflae A B N D M ,  A b n d m  funt inter fe ut cubi dimenfio. 
num homologarum, adeoque

A C 5: A c3 c=  A B N D M : a b n d m = r  -A lL ^ D M  .
A C 3

quare fiet, fafta fubftitutione et reduftione in (3)

a ,  A C4 —  A c 4 
A v = l -  - A c ^ A ^ r -

5. Ut autem formula compleftatur dimeniiones immediate in dato 
cono, vel data pyramide truncata determinabiles, ducantur ex centris 
gravitatis c, C bafium m b n d ,  M B N D a d  punfta homologa d, D reftae 
c d = r ,  CD =  R (in cono truncato radios bafium exprimentes), et d<f;= 
cC  =  a fit parallela reftae A C :  erit enim D d: D C ~  d d: A C , etD<f : dc  
=  d d: A  c. Quare habebimus

R —  r : R = a :  ACr=s -5——— \K — r

a r
R — r : r =  a : A c —

K —  r

I b



In (4) debebit itaque effe

A _ R 4 —  r4 '
&V- 4 a . (R3_ r3 ) ( R _ r^

6. Hoc modo determinatur diftantia centri gravitatis y coni et p y­
ramidis truncatae a vertice A  coni et pyramidis integrae: cum autem 
non detur punttum A , et pun&a C ,c  femper debeant determinari ( 1 ) ;  
derivetur ex (5) diftantia ejusdem centri y ab alterutro putitto C, c. Hinc, 
quia eft C y ^ A C — A y ,  e t 'c y  —  A y — A c ,  fumtis pro A C , A c ,  A r
valoribus ex  (5 ) , fiet

^  _ _ T R4 3 r4 —  4 R r3
(R3 —  r3> (R  —  r) 5

_ t ? R 4+ r 4 — ^rR^ • .
c y _ - ^ a .  (R3_ r3j ( K _ r  ̂ ’  ' 1 j v

i v  . v  ' j  , 1  T7* r?  . v a  ♦ •. ,

3 2 5 .  T h e o r e m a .

S i revolutione plani Q X C  (59. F ig .) , C reft'anguli inter duas Fig. 59. 

rcttas Q C , X C  et quamcunque lineam curvam Q X  intercepti, circa reEtcim 
Q C  generetur corpus rotundum X Q Z ;  debebunt centra gravitatis cujus- 
libet Jegmenti p Qq plano p r q s  ad QC perpendiculari abjcijjt, ct cujuslibet 
frufti A B q p intercepti inter fettiones A D  B E , p r q s  ad  QC perpendicu- 
lares jacere in axe  Q C.

D e m 0 n ft r a t i 0.

Omnes fe&iones, u t e .g r .  A D B E ,  ad QC  perpendiculares, proinde 
bafi X R Z S  corporis X Q Z  parallelae funt totidem circuli, quorum cen­
tra jacent in axe rotationis Q C , unde per (196 . § )  ueceffario fequi­
tu r, quod debebat demonftrari.

3 2 6 . P r o b l e m a .

J Data aequatione ad curvam Q X  inter coordinatas orthogonas z —  Q a, 
y r r r p a , inveJHgare centra gravitatis partium  p Q q ,  A B q p corporis X Q Z  
revolutione plani Q X C  ad C reti'anguli circa axem abfcijjarum QC geniti, 
pro Jectionibus A D B E , p r q s  baji X  R Z  S parallelis et ad Q C  perpendi- 
cularibus.' " • ' •

S o l u t i o .

1. Centrum gravitatis partis pQ q fit punftum y,_ et centrum gra­
vitatis partis A B q p  fit punftum at io axe rotatiouis Q G  (225. §v) ;

Veimntn II. M * often.
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o {tendendum eft, quaratipne diftantias centrorum gravitatis y ,  et, a punfto 
Q liceat inveftigare.

2. Sit MN planum ad ' QC perpendiculare, M maffa p Q q ,  et /x ejus 
momentum refpeftu plani M N , adeoque eM ^ T y ^ s z  (Vol. I. § .4 9 0 .) : 
habebimus per ( 1 7 1 .  i6g. §.)

«M =  7ry4 fiz; e/xt=:ir y 2z e z j  Q y = = ~ ~  .
M

Quamobrem, ut data aequatione ad curvam Q X  inter coordinatas 
z ;= :Q a , y  =  pa inveniatur diftantia Q y centri gravitatis y malTae p Q q ,  
integrari debent exponentes differentiales «M , ef.i, fic ut illorum inte- 
gralia pro z t = o  pariter aequentur nihilo, cum evanefcente z =  Qa 
tam matta M x = p Q q ,  quam ejus momentum fx refpeftu plani MN de­
beat aequari nihilo. ‘ •

3. Porro, quia feftio A D B E  in determinata diftantia Qb a vertice 
Q dari fupponitur, feftione altera p r q s  jacente in diftantia variabili 
Q a^r=z; habebit tam fegmentum A Q B  quam illius momentum refpeftu 
plani MN valorem determinatum, pars vero A B q p  fegmenti p Q q  ejus- 
demque momentum refpeftu plani M N erit valoris variabilis: exponen­
tes differentiales maffae AB qp e j u s q u e  momenti aequabuntur ergo ex­
ponentibus differentialibus maffae p Q q = M ,  ejusque momenti jx (V ol. I.

91.). Ob (2) poteft ergo poni
gM =  irya £Z ; Ef i izz i ty^zez ;  

intelligendo per M maffam A B q p ,  et per /x illius momentum refpeftu 
plani MN. Verum, quiVmaffa A B q p  decrefcente Q a := z  decrefcit, et 
pro z =  Qb fit aequalis nihilo, ut ope harum formularum tam maffa M =  ’ 
A B q p ,  quam ejus momentum \x rite determinetur, fic erunt integrandi 
exponentes differentiales 6M,s^t» ut illorum integralia pro 7  '— Qb 
aequentur nihilo. Inventis vero completis valoribus pro M, jx, innotefcet 
€0 ipfo diftantia centri gravitatis a maffae A B q p  a punfto Q, nimirum

Q p e r  (168-§.)•

237. C o r o l l a r i u m  1 .
Aequatio ad curvam Q X  inter coordinatas z =  Q a , y j r r p a  fit 

y 2:=: A z +  B z2, et e ;= Q b  data diftantia feftionis A D B E  a punfto Q;  
habebimus pro centro gravitatis « maffae A B q p  in (226. §♦ 3. n.)

' . ; ‘ - «M
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t M = f f ( A z - l - S 2 1 ) i z ;  c <ir (A z2 B Z J)  6 Zf  

M r = * ( i A t f  +  fB z * j  +  C ; £  =  t ( * A z 3 +  * Bz4)-f-C; 

T a A e H | B e ’} +  C = o ;  C t =  — r  ( i  A e* - f- fB e ’ ); 

w Ct A e3  ̂B e4) -j- C  ̂o i C — t ( j  A e3 -f- 5 B e4) |

__ a __  4 A ' z j —  e3) - f 3 B ( z 4 —  e4)
M 6 A iz 2— ea;  +  4K (z3 — e3J

228* C o r o l l a r i u m  2.
Si flat e =  Qb =  o , abibit maffa ABqp in fegmentum pQq:  quodfi 

ergo fit y centrum gravitatis fegmenti p Q q .  obtinebitur illius diftantia 
Qy a punfto Q pro e — o ex (227. §.), nimirum

_ 4 A -f- 3 B z
Q y '“  6 A  +  4 B Z  ‘ Z‘

2 2 9 .  C o r o l l a r i u m  3.
Si Q X C  fit quadrans circuli, cujus revolutione circa radium Q C = r

generetur dimidius globus X Q Z ,  continebit aequatio generalis in (227. §.)
valores A = ± 2 r ,  B =  — 1 ,  pro quibus per (227. 228. §.) invenientur fe- 
quentes exprefllones diftantiae Qac centri gravitatis a frufti fphaerici 
A B q p  intercepti inter feftiones A D B E ,  p r q s  perpendiculares ad radium 
Q C , et diftantiae Q y  centri gravitatis y fegmenti fphaerici p Q q  3 

punfto Q.
n —  8 r (z* — e*) — 3 (z4 e4) _

12  r(z a —  ez) — 4 ( z 3— e3) 9

^  _  8 r — 3  ̂ _Q y^=-----------—  . z.' 12 r — 4Z

230.  C o r o l l a r i u m  4 .

E ratzr= Q a: fi igitur ponas z = Q C = r  in (229. §.) obtinebis di- 
ftantiam Qat centri gravitatis « frufti fphaerici inter baiim X Z  dimidii 
globi X Q Z  et feftionem AB ei parallelam intercepti a punfto Q, ni- 
miram

__ 8 r (r J:— e3) —  3 (r4 — e4)
i2 r(r*— e2) — 4^r3— e3)

M 2 3 3 1 ,  Co*

/
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: - 3 5 1 ,  C c r  o l l a r i u m  5.  * ... -  ,

Quodfi autem in (230. §.) fiat e ;= = Q b := a , obtinebitur diftantia Q *  
centri gravitatis *  dimidii globi X Q Z  a pundo Q , atqae ex hac repe- 
rietur ejus diftantia C a := Q C —  Q « t= r  —  Q « a centro C , nimirum

Q * := r | r ;  C a ~ - | r .

Verum pro z = = ? r  fiet in (229 P  Q y= =rr, id eftr centrum gravi­
tatis integri globi coincidit cum illius centro magnitudinis.

232. C o r  o li  a r i u m 6.
Pari ratione applicari pofTunt praecedentes formulae (227. 228. 

ad ai cum Q X  parabolae, ellipfeos» et hyperbolae» qui fa^ revolutione 
circa axem Q C generet parcibotoidemJpkaeroidem ellipticum r vel conoi- 
dem hi/perbo!icum X Q Z ;  aequatio enim, generalis y 2^ r A  z - f B z z in  
(227. §.) compledetur A =  p et B ; =  o pro parabola;. A : =  p vero et

B =  ~ -  vel B = : -------- pro- hyperbola vel ellipfi (Vol. I. g . 508.

540. 563.).
233. Corollarium 7»

In fpecie itaque diftantia centri gravitatis y  cujuslibet fegm entipQ q 
paraboloidis X Q Z  fubtenfi a fedione p r q s  perpendiculari ad axem Q C 
a vertice Q erit per (232. 228. § 0  Q y — f z  =  f Q a.

2 3 4 .  C o r o l l a r i u m  8*

Diftantia autem centri gravitatis y fegmenti p Q q  conoidis hyper- 
bolici, revolutione arcus hyperbolae Qp circa axem transverfum Q C  
geniti,, ab ejus vertice Q erit pro z =  Qa per (228. 232. §.).

6 a  +  4 ^

235.  C o r o l l a r i u m  g.
E t diftantia centri gravitatis y  fegmenti p Q q  fphaeroidis elliptici, 

revolutione arcus ellipfeos Qp circa axem transverfum geniti* ab ipfius 
vertice Q , erit per (228- 232. § .J

4 a z 3 z 
6 a  — 4 2

2

3 £ 6 . C o -



D I S S E R T A T I O  VI L 93

236* C o r o l l a r i u m  10*
Pro z = Q C — -|a erit Q y n = T%a =  | Q C  diftantia centri gravitatis y  

dimidii fphaeroidis elliptici X Q Z  ab ejus vertice Q C235* S*): et P™  
z ~ a  fiet Q y ~ i a ,  id eft, centrum gravitatis integri fphaeroidis elliptici 
coincidit cum ejus centro magnitudinis-

S c h o l i o n .
Paucas adhuc applicationes praecedentis problematis fubjungam, 

prius cfuam ad inveftigationem centri gravitatis fuperficierum corporum 
rotundorum transeam: commendo autem tyronibus, ut ipfimet fibi plura 
his fimilia probtemata proponant, eademque propria diligentia refolvere 
ftudeant, atque iftud confilium, quoties opportuna occafio in aliis quoque 
difquifitionibus fe obtulerit, fequantur: plurimum fane lucrabuntur, qui 
continua ejusmodi exercitatione ufum calculi differentio-integratis in pri­
mo horum opusculorum volumine pertraftati fibi familiarem reddiderint.

237.  P r o  b lema.
Invenire tam majjfam quam centrum gravitatis corporis pQ q geniti m g-60. 

revolutione arcus parabolae Q p (6cx F ig.) circa tangentem Q C  in ejus 
vertice Q.

S  0 1 u t io*

1. Pro coordinatis ortbogonis z = Q a ,  y r z r p a , malTa M i = p Q q »  
cjusque momento (i refpeftu plani in Q ad Q C perpendicularis, debebit 
effe per (226. § .}

eM t=r?ry2 £ z ;  e(x .~  ir y 2 z s z .

2. Centrum vero gravitatis y  corporis pQ q jacebit in axe rotationi»

Q C  (225. §.) in diftantia Q y a pun&o Q (i6g. § 0 -

3. Sed, fi Q B fit axis parabolae Q p , ad quem tangens Q C eft per- 
pendicularis (Vol. I. g . 513.) j erit u2 =  pv pro ordinata orthogona u := :p b ,

et abfcilTa vt= :Q b (Vol. I. §. 5 0 8 ) : igitur erit v2 : = - “ ~* Quamob- 

rem, ob p b £ = Q a ,  Q b n r a p ,  habebimus etiam y zz=z—— , e to b ( i)(2 ) .



338 .  P r o b l e m a .

r 'S- 45* Invenire, maffam et centrum gravitatis corporis p Q q (45. Fig.) revo­
lutione plani pQ a ad % re anguli circa axem Q C ciffoidis Q S geniti.

S o l u t i o .v»
Aequatio ad ciffoidem Q S  inter coordinatas y ~ p a ,  z t = Q a  eft 

y 2 ;=  (Vol. I. §, 582.) pro 2 r  =  Q C ; centrum vero gravitatis

<y corporis pQ q revolutione plani p Q a circa axem cifloidis Q C  geniti 
jacet in ipfo axe Q C (225. § .): quodfi ergo M fit malTa, et fi momen­
tum ejusdem corporis refpeftu plani in Q ad Q C perpendicularisf habe­
bimus per (226. §)

» z 5f Z  ?rz4 e z  _ a
£ M =  ------------ ; 6 fir= z------------- J Q y t= z J^ -..

2 r —  z r  2 r — z ^  M

Quamobrem erit
, T  ,   ̂ , 8 ^ r3 f  zejVI — —  r  z2 £ z —  2 r x  z £ z —  4 t  r2 £ z 4-----------------i

„ ‘ - 2 r —  z
__ , ,  , ,  _ , . l 6 x r 4a z

£ f l ~  T  Z £ Z  2 r 7T Z2 £ Z  4  r2 T  Z £ Z •—  8  f 3 7T £ Z 4--------------------  
2 r —  z

Adeoque integrando per (226. §. 2. n.) juxta (Vol. I. §. 242. 249. 
252. §.) obtinebimus.

2 r i rz1
M =  8 * r 3 log  ----------  ---------r r z 2 — 4 r r * z ;

 ̂ , 2 r  f fz 4 2 r t  z3
(i =  16 irr« log — ---------  ------------  --------2 r  r2 z 2—  8 ^ r3 z.

Hoc modo determinatur tam mafla M corporis p Q q ,  quam diftan- 
tia Q y  illius centri gravitatis y a vertice Q , pro qualibet abfcilT* 
z^ =Q a.

239. P r ob l e ma .
FLj. 60. Invenire maffam et centrum gravitatis corporis pQ q geniti revolu­

tione arcus Qp (60. Fig.) ellipfeos ad axem transverfum  Q B relatae circa 
tangentem Q C  in vertice Q.

S o l u t i o .

I. Centrum gravitatis y debet jacere in axe rotationis Q C , 

it» ut, pro p a ;= y ,  Q a := z ,  M = p Q q ,  et momento ^  ejusdem maf-

. 1 fae
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fae refpe&u plani in Q ad Q C  perpendicularis debeat fieri (226. §.

1 .  2. n.)

=  2 * z 5 efi =  v y 2 z e z ;

2. Cum vero z = Q a : = p b ,  et y ^ r a p t ^ .Q b  fint coordinatae or- 
thogonae eliipfeos relatae ad axem transverfum Q B fumtuui pro linea 
•bfciiTarum; debet efle per (Vol. I. §. 525.)

b2, v  b2, v z
2*7= :-----  — — ----=;— ; igitur debet eflea  a-1

y 2:= | - a 2 ----- p “ z 2 +  / ( b?“ *-4 z2).

Hinc et ex ( 1)  obtinebimus

t ^7ra2s z -—— z2 «z +  - 11 “ f  zv  — 4 Z ) >

ira2' ,  , Wa* - , x
*p ,7=:%T-A2 Z £ Z --------z 3 fi z  + z « z v  (b2— 4 Z >

Quare integrando juxta (226. §. 2. n.) per (Vol. I. §. 242. 2 4 9 - 248« 
289. 238.) inveniemus

' ’ *"■ -ir a2 7r a2 ...
M =  i r a 2 z ------z 3 +  - j —  z / ( b 2—  4Z2)

. t  ba2 c . 2 z
+  8------------ ~  ‘f

_ ?ra2 . 9r a 2 ,  - . . ?ra2 b2
) i= } » a ! z‘ -----—  z* 24T" 4Z ) +  -----

Hinc itaque determinabitur tam mafla M = p Q q ,  quam diftantia

Q y r =  illius centri gravitatis y  a vertice Q pro data quacunque abfciffa 
JV1 i

z = z  Q a.
240 . C o r o l l a r i u m  1 .

Si Q b fit femiaxis transverfus z = £ a ,  hinc pb femiaxis conjugatus 
t=:-jb eliipfeos; exhibebit pQ q corpus revolutione quadrantis elliptici 
Qp circa illius tangentem Q C  in vertice Q geniti, cujus et mafla M, 
et diftantia Q y  centri gravitatis y a vertice Q invenietur pro z = i b  ex 
(239. § .) , ut fequitur.

M :- < 2 £ ± L l > „ * b . Q y = — = -------I l - _ . Q a .
48  ^  4 ( i o - f  3irJ 2 UO-t*3 ^

2 4 1 .  C o -
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3 4 1 .  C o r o l l a r i u m  2 . 'I

Ellipfis abit in circulum, fi ejus axes a , b fiant aequales: fi ergo in ' 
C239* S ) P0Das a *— b,  obtinebis fequentes expreffiones pro maffa M cor­
poris p Q q  revolutione arcus circularis Qp circa illius tangentem Q C  
geniti, ejus momento,p, refpeftu plani in Q ad Q C perpendicularis, et 
diftantia ipfius centri gravitatis y a punfto contaftus Q , pra diametro 
j= a  circuli, et quavis abfciffa z^ = Q a.

M ^=i7ra2 z —  f - r z 3 - ) - - ^ - z / ( a i - 4 z J )

T a * a c-Arc Sm — —

3 4

M

3 4 2 .  ' C o r o l l a r i u m  3 .

Maffa vero M corporis pQ q revolutione x^uadrantis Q p circuli circa 
tangentem QC geniti, et -diftantia illius -centri gravitatis y  a punfto con- 
taftus O , erit pro femidiametro ^ = Q a v = f  a (2 4 1. §.)

M = C l 2 d l l £ ) T a 3 . Q y = = _ i I » -------_ _____ 1 7
48  4 ( IO +  3 ’r) 2 ( i o + 3 t t )  * Q a*

_ 3 4 3 .  C o r o l l a r i u m  4 .

Si. ob (V ol. T. §.  550.) loco aequationis ad cllipfim z 2;—

fumas aequationem ad hyperbolam in (239.

2 .n .) j obtinebis fequentes formulas pro maffa M corporis pQq revolu­
tione arcus p Q hyperbolae circa tang^ntenj Q C ad ejus verticem' Q ge­
niti, illius momento p. refpeftu plani in Q ad Q C  perpendicularis, et 
diftantia Qy centri gravitatis y a vertice Q.



Integrando autem exponentes differentiales e M , juxta (226. § .2.n.) 
per (VoL I. §. 242. 249. 248, 289. 238. §.) Inveniemus

M = i 7 r a 2z +  Z) -------z/(b '- +  4z*)
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3i>2 4
7r a2b

log
2 z +  ̂ (i>2,4 ’ 4 Z>̂

4 b 2 24 b v v ^ '  * 24

24 4 .  P r o b l c m a .

D ata aequatione ad lineam Q X  (59. Fig.) inter coordinatas orlhogo- 
nas z —  Q a, y r = p  a , iuvejligare antrum gravitatis fuperficiei rotundae 
p Q q  revolutione lineae Qp circa axem abfcijfarum QC genitae.

S o l u t i o .

1.  Cum centrum gravitatis fuperficiei rotundae p Q q  in axe rotatio­
nis QC debeat jacere (179- i83- §•); fit illud in y , et quaeratur ipfius 
diftantia Q y a vertice Q : erit denotante M maffam, et jx momentum
fuperficiei p Q q  refpeftu plani M N in Q ad QC perpendicularis, per 

(168- § 0

Q y — ••M

2. Cum porro debeat effe eju.^=zs M ( I 7 1 -. ^ valor pro e-M de­
terminetur per (Vol. I. §. 491.)» habebimus

i M s s 2 r y / '( e y ^  +  s z 2) ;  e/i^ = 2 r z y f  (eyz -\-ezt).

3. Quare, data aequatione ad lineam Q X  inter coordinatas z = Q a ,  
y l r r p a ,  quaerantur ope calculi integralis mafla M et momentum u. ex 
< 2 ), tum definiatur diftantia Q y per ( 1 ) ,  quae generatim hoc modo
exprimi poterit ,

n  __ / v z / ( g  v 2 - f  e z2)
^ y —  j y / ( s > z +  sz*) '

4. De reliquo, quia evanefeente abfeiffa z = Q a ,  et ordinata y i= p a ,  
tam fuperficies M —  pQq ,  quam illius momentum p  refpeftu plani M N  
debet evanefeere, perfpicuum eft, iategralia M, ft in (2) (3) nihilo de-

rolumvt IL N bere



bere aequari, tam pro 7 .-0 ,  quam y = o ,  unde conftantium determi- 
natio pendet (Vol. I. §. 238.)« 

245.  C o r o l l a r i u m  1.

Sit Q X  linea refta, adeoque X Q Z  fuperficies conica, ejus axis 

Q C,— a, et radius bafeos X C i^^rj erit p a - y  - - 2 ;  quare erit in 

(244. §. 2. n.)

/ ( s y 2- f  £Z2) = - - y - / ( a 2 +  r2) ;

«M =  —~ — z £ z / ( a 2 +  r2) j  ej* —  ~ ~ ~  z 2e z /* (a 2 - f r 2) ;

M =  r2) j  z V ( a 2 +  r2) ;

3 #

Q y — f z = r f Q a.

Nimirum diftantia centri gravitatis y fuperficiei conicae pQ q pro 
quavis abfdfia z =  Q a ab ejus vertice Q aequatur duabus tertiis ejus­
dem a b fe i f ia e :  et <jc diftantia centri gravitatis y  fuperficiei convexae cu­
juslibet coni X Q Z  ab illius vertice Q C aequalis eft duabus tertii^ 
axeos QC.

246 . C o r o l l a r i u m  3.

Sit Qp arcus circuli r =  Q C = X C  deferipti; erit aequatio ad Q X

98 D I S S E R T A T I O  VII.

• 2 r z  —  z 2 : igitur « y ~__ (f —  z) e 7.
\ f  (2 r z — z 2)

Pro mafla IVI fuperficiei convexae pQ q fegmenti fphaerici, ejus mo­
mento ^  refpettu plani M N , et diftantia Q y  ipfms centri gravitatis y 
a vertice Q habebimus itaque juxta (244 §•)

* M : =  2 r r s z y  e j i i ~ 2 v 7 r z . e z ;

M r=:2 r 7r z ;  / i n r i r z 2 ; Qyzzz^z.

Medium ergo pun&um altitudinis Qa fegmenti fphaerici pQ q eft 
centrum gravitatis illius fuperficiei convexae*, et ideo etiam medium

punttum



pnn&um radii Q C  perpendicularis ad bafim X R Z S  dimidiae fphaerae eft 
centrum gravitatis illius fuperficiei convexae.

347 .  C o r o l l a r i u m  3 .

Si Qp  fit arcus parabolae, proinde M =  pQ q fuperficies convexa 
fegmenti conoidis X Q Z  parabolici revolutione parabolae Q X  circa illius 
axem QC geniti, et y  centrum gravitatis ejusdem fuperficiei; erit per 
(Vol. I. §. 508.) et (244. §.)

p e z
y p 8 y ^ ;

s M =  ire T .\f (p2 -j“ 4 p z ) ; e^  =  i r z £ z / (  p2 -j-4pz)>

M . '

Integralia vero M , (.1 determinabis per (Vol. I. § .248- 282. 238*)» 
fic ut fingula pro z — o  aequentur nihilo.

2 4 3 .  C o r o l l a r i u m  4.

Quodfi autem Qp fit arcus ellipfeos, et Q C  ejus femiaxis trans- 
verfus, hinc M ^ p Q q  fuperficies convexa fegmenti fphaeroidis elliptici 
revolutione ellipfeos circa axem transverfum geniti, y vero centrum gra­
vitatis ejusdem fuperficiei; erit per (Vol. I. §. 540.) et (244. §.)

b . b ( a — 2 z ) e z
y ^ - Z C . z - z ’ ) ;  £ y - _ _ .

=  ez + a z — z*
1 , , ,  ^  p ro 'c^ = 2v^ (a2— b3).

?rbc ^  a2b2 . •» A  •
6 p '  1 - j r - 2£ZV  ( - J T -  +  * 7—  *  J ’

Quamobrem, cum exponentes hi differentiales per (V ol. I. §. 288* 
294.) facile integrentur, fi fingula integralia per (Vol. I. § .2 3 8  ) ita de­
finiantur, ut ea pro z = o  aequentur nihilo; determinabitur eo ipfo di*

ftantia centri graviratis y a vertice Q , nimirum Q y — pro quali­

bet altitudine z =  Qa fegmenti p Q q :  et fi fiat z ~ ^ b  =  Q C ,  reperie- 
tur diftantia centri gravitatis fuperficiei convexae dimidii fphaeroidis el­
liptici X Q Z  ab ejus vertice Q.

N 2 249. Co-

D I S S E R T A T I O  VII. g9
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2 4 9 .  C o r o l l a r i u m  5 .

Et fi Qp fit arcus hyperbolae, cujus revolutione cirea axem trans- 
verfum Q C generetur fuperficies convexa pQ q conoidis hyperbolici; 
habebimus ob (Vol. I. §. 563.) per (244. §.) fequentes exprefiiones pro 
mafifo M fuperficiei p Q q ,  ejus momento u,  et centro gravitatis y : cum
igitur exponentes differentiales eM , e u  per (V ol. I. § .28 3 .29 4 .) fint per-
fe&e integrabiles, fi iilorum integralia per (Vol. I .  § .  2 3 8 . )  fic determi­
nentur, ut lingula pro z — o aequentur nihilo, invenietur eo ipfo di*
ftantia Q y centri gravitatis y a vertice Q.

/ ( a  z +  z z)

pro c t = 2 ^ ( a 2 +  b*).

(a - f  2 z) g z

D I S S E R .
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D I S S E R T A T I O  V III.
D E

m o t u  p u n c t o r u m  a e q u a b i l i  U N I F O R M I T E R Q U E  

A C C E L E R A T O  E T  R E T A R D A T O .

25 0.  D e f i n i t i o . ,

(^uotiescunque aliquod corpus movetur, fingula ejus punfta defcribunt 
\~totidem lineas, jam reftas, jam curvas (38. § .): quodvis ergo punftum 

corporis moti potefi: in motu conftitutum cogitari, atque hic motus erit 
rettilineus vel curvilinetts, prout punftum eodem motu lineam reftam vel 
curvam defcripferit.

2 5 1 .  C o r o l l a r i u m  1.
Direftio motus reftiiinei manet perpetuo eadem per lineam reftam 

determinata, quam punftum mobile eodem motu defcribit: in motu au­
tem curvilineo direftio fingulis momentis mutatur (250. §.).

252* C o r o l l a r i u m  2.
Spatium, quod datum punftum fuo motu intra certum tempus per­

currat, determinabitur per longitudinem lineae, reftae vel curvae, quam 
illud eodem tempore percurrerit (250. §.).

253.  C o r o l l a r i u m  3.
Crefcente ergo tempore, quo motus dati punfti duret, crefcet quo­

que fpatium intra idem tempus percurfum (252. §.).

254.  D e f i n i t i o .
Uterque motus, reftilineus et curvilineus (250. § .) , erit aequabilis 

feu uniformis, fi fpatia, quae punftum mobile intra quaecunque tempus- 
cula aequalia conficiat, fuerint inter fe aequalia.

255.  C o r o l l a r i u m  1 .
Quodcunqne fpatiolum percurrat punftum motu aequabili progrediens 

intra determinatum tempusculum, debebit illud 2 pio, 3plo, m pio tempore 
conficere fpatium pariter 2plum f 3pium , wplum (254. §•)»

256. Co-
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256.  C o r o l l a r i u m  2.

Si ergo datum punftum progrediens motu aequabili tempore quo­
cunque v conficiat fpatium V ; debebit illud tempore u ~ v - ~ -  ty?/o uniu3-

totae partis t,emporis v conficere fpatium L  ^ r \ 7 _I_ pariter rpium unius

n tae partis fpatii V . Si enim x fit fpatiolum tempusculo : =  v ~  per-

curfum, quia tempus v eft n pium et tempus u rpium tempusculi v ~  ;

debebit effe V ^ = x n  et U =  x r  (255. § ) ,  hinc x = V ~ e t U =  V — •
11 n

2 5 7 .  D e f i n i t i o .

Omne pun&um P in motu conftitutum (250. §.) cenfetur quovis 
momento habere certam Celeritatem feu Vclocitatem, quam refte definies, 
quod fit intenfio motus pun&um P ad fpatium eo majus vel minus, quo 
ipfa eft major vel minor, quovis tempore percurrendum determinans.

258.  C o  ro l i ar i  u m i*

Punftum incedens motu aequabili eadem perpetuo celeritate move­
bitur: et viciffim motus punfti eadem conftanter celeritate incedentis 
erit aequabilis (257. 254. §.).

259,  C o r o l l a r i u m  a.

Celeritas dati puhtti et fpatium ab illo intra quodcunque tempus con- 
feftum erunt duo quanta heterogenea (257. 252. proprie igitur nulla 
celeritas poterit aequari alicui fpatio.

260. T h e o r e m a .
Spatia S, s , quae a duobus punitis mobilibus P, p motu aequabili pro- 

gredientibus intra datum quodcunque tempus percurrantur, erunt inter fe  
ut celeritates C ,c  eorundem punfforum, feu erit S : s : = C ; c .

D e m o n A r a t  i o.
Cum mobile P perpetuo celeritate C , et p celeritate c incedat 

(258 § •), neceffe eft, ut quae ratio intercedit inter celeritates C ,c ,  ea­
dem intercedat etiam inter fpatia S , s ,  quae a punftis P, p intra idem 
tempus percurruntur (257. § .), adeoque fit S : s i = C : c .

261. Theorema.
Spatia vero S ,  s ,  vel ab uno puncto motu aequabili ince dente, vel 

a duobus pundtis motu aequabili parique celeritate progredientibus intra
tempora



tempora inaequalia T , t lonfedta, ,erunt inter f e  ut tempora, Jeti erit 
S : s =  T :  t.

D e m o n  A ra  t io .

Duo punfta P, p eadem celeritate motu aequabili incedentia percur­
rent incra idem tempus t fpatia aequalia s , s (260. § .) ; quamobrem, fi 
punftum P alio aliquo tempore T  conficiat fpatium S ,  demonftrandum 
eft, futurum S : s ^ = T : t ,  quod fequeati ratiocinio poteft evinci.

1 .  Tempora T , t funt jcommenfurabilia aut incommenfurabilia (3. §.).

Primo cafu dabitur aliquis numerus integer m vel fraftus —  , pro quo
tn  ̂ m

fu t T ^ t m  vel T : = t  — 1 (6. §.)? adeoque etiam S = s m  v e I S = s —-
n «

(255. 256- §.)• utroque cafu erit itaque S ; s : = T : t .

2. Si autem tempora T , t fint incommenfurabilia, dabitur pro quovis 
utcunque magno numero integro n alter numerus integer m , pro quo

fit ( 12 . S )
T  >  t —  et fimul T  <  t — — — • 

n n
m . •

3. Sint s1, S 1 fpatia, quorum primum tempore tr= t—  ’ et fecundum
m -4- I ntempore £ = t — percurrat punftum P :  quia per hypothefim idem

punftum conficit fpatium s tempore t , et S tempore T ;  debebit efie

s' tzzs ——- et S ' =  s m ~h_ L  per (256 . § .) ;  
n n

S > s ’ et S <  S ’ ob (2) per (253. § .) :

n m r i c w  m -f  r  *
igitur S > s — • et fimul S > s  ----------  
®  n n - . v

Hinc et ex (2) per (22. §.) obtinetur S :s ^ = T :t .

2 6 2 . P r o b l e m a .

Spatia , Celeritates, et Tempora ad certas menfuras revocare> et per 
congruos numeros exprimere.

S o l u t i o .

i. In conftituendis menfuris datorum quantorum id perpetuo eft ob- 
fervandum, ut quaevis menfura et quantum, pro quo illa defideratur, 
fint inter fe duo' quanta homogenea (14 . §•).

D I S S E R T A T I O  VIII. ,o5
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2. Pro temporum ergo menfura tempusculum aliquod debebit ac* 
cipi ( i ) :  in fequentibus erit nobis minutum fecundum communis omnium 
temporum menfura.

3. Menfuram fpatiorum indeterminatam relinquimus: ob ( 1 )  et (252 §.) 
aequabitur illa generatim certae lineolae J ,  puta uni pedi., vel pluribus 
pedibus.

4. Quia demum menfura celeritatum determinata quaepiam celeritas 
debet effe ( 1 ) ;  fumemus pro menfura celeritatis in quovis motu illatu 
determinatam celeritatem (p, qua mobile motu aequabili incedens quovis 
minuto fecundo percurreret fpatiolum 1 pro fpatii menfura acceptum (3).

E. gr. Si fpatiuru a puncto P percurfum aequetur aliquot pedibus; 
erit unus pes menfura ejusdem fpatii: pro menfura ergo celeritatis, qua 
punftum P progreditur, accipiemus illam determinatam celeritatem , 
qua pun&um P, aut aliud quodcunque pun&um, motu aequabili incedens 
unum pedem quovis minuto fecundo deberet conficere.

5. Stabilitis hoc modo menfuris fpatiorum , celeritatum et temporum, 
inveftigentur exponentes rationum geometricarum eorundem quantorum 
ad afiV.mtas menfuras: fi enim hos exponentes ad easdem menfuras pro 
totidem unitatibus acceptas referas; obtinebis eo ipfo numeros denomi­
natos, qui data fpatia, datasque celeritates, et data tempora expriment 
(15 . 16. 17. 18- §•)•

263 .  C o r o l l a r i u m  1 .

Deinceps ergo ubique folos exponentes rationum geometricarum fpa- 
tiorum, celeritatum, et temporum ad menfuras eorundem (262. g. 2. 3.
4. n ) inveftigabimus, quibus inventis ipfa fpatia, celeritates, et tempora 
per (2 6 2 .5 . 5* n*) licebit determinare: atque hi exponentes ubique in 
fequentibus formulis prae oculis habeantur, ubi fpatia, celeritates, et 
tempora certis literis, puta C , S , T ,  defignata fuerint.

26 4 . C o r o l l a r i u m  2.

Si punftum P progrediens motu aequabili celeritate C percurrat fpa- 
tium s intra unum minutum fecundum; aliud vero punftum pariter motu 
aequabili incedens celeritate conficiat intra minutum fecundum fpatio­
lum l pro menfura fpatii s alTumtum; erit C :( |> t = s ;l  (260. § .) , hinc

ergo eft, in omni motu aequabili exponentem

 ̂ ' « * rationis
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rationis celeritatis ad ejuw menfuram# aequari exponenti rationis fpatii intra 
unum minutum fecundum percurfi ad ejusdem menfuram i (262. §. 3 4 .n.): 
qu^re, literis C , s hos exponemes deinceps indicantibus, erit C ~ s  
(263. §•)• H oc, nnlloque alio fenfu dicetur celeritas mobilis motu aequa­
bili progreclientis aequari fpatiolo, quod idem mobile-quovis minuto fecun­
do conficit.

S c h o l i  011.

Si e. gr. dicatur celeritas C punfti P motu aequabili incedentis effe 
o&o pedum, et ideo feribatur C =  8 pedibus; exprellio haec haud indi­
cabit, celeritatem punfti P re ipfdi aequari fpatiolo ofto pedum, quod 
utique abfurdum eft (259. § .) ; celeritatem enim pun&t P oifto nedum 
efTe tantundem fignificat, ac eam effe pun&i P celeritatem, qua illud quo­
vis minuto fecundo fpatiolum s ~ g  pedibus debet conficere; ita ut pro­
prie nequeat poni C —  8> nifi per g intelligatur numerus abftraftus ae­
qualis exponenti rationis geometricae celeritatis ad ipuus mefifurjtn (p, 
nimirum ad celeritatem tf>, qua motu aequabili unus pes quovis minuto 
fecundo deberet confici (262. §. 4. n.); Vel numerus denominatus rela­
tus ad unitatem celeritati <p aequalem, quo cafu exprimeret C =  g tan­
tundem ac C —  nimirum celeritatem 8plam celeritatis <p# licut fpa- 
tium s erat Splum unius pedis.

2 6 5 .  C o r o l l a r i u m  3.

Si punftum P incedens celeritate C motu aequabili conficiat uno 
minuto fecundo fpatiolum s , et tempore T  fpatium S ;  erit S : s = = T : i u 
(261. § .) : igitur, fumta lineola 1 pro menfura fpatiorum, erit etiam

S s _ T  S s T  S C T
T  : T------ T : i " , h , n c  ,—  =  - r - — , feu _ _ _ _ _ _

(264. § ). Exponens itaque rationis fpatii quovis tempore confe£ti ad 
ejus menfuram 1 aequatur produtto ex exponente rationis celeritatis ad 
ipfius menfuram ty in exponentem rationis temporis ad ejusdem menfu­
ram i "  (262. §. 3. 4. 2. n ) :  eapropter, fi iidetn exponentes defignentur 
literis S , C , T ,  poni poterit S ~ C T ,  quae aequatio improprie indicabit, 
fpatium motu aequabili data celeritate quovis tempore percurfum aequale 
effe producto ex celeritate in tempus.

D I S S E R T A T I O  V I I I  t c ?
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2 66, C o r o l l a r i u m  4.

S
Habebimus ergo (2^5 §)»  id exponens rationis fpa-

tii motu aequabili quacunque celeritate et quocunque tempore percurfi 
ad ipfius menfuram divifus per exponentem' rationis celeritatis ad ejus 
menfiiram dabir pro quoto exponentem rationis temporis ad ejusdem men­
furam (262.% . 2, 3 . 4 .  n.); improprie vero dicetur fpatium divifum per 
celeritatem aequari tempori t quo illud percurritur*

267. C o r o l l a r i u m  f -
S

Erit porro - ^ -  =  C (265- § .) , id e^ : fi exponens rationis fpatifr

motu aequabili quacunque celeritate intra certum tempus percurfi, ad 
ejus menfuram dividatur per exponentem rationis temporis ad ipfius men­
furam ; erit quotus aequalis exponenti rationis celeritatis ad ejusdem men­
fiiram (262. §. 2. 3. 4. n.); improprie autem dicetur fpatium divifum per 
tempus dare celeritatem pro quoto*

S c ii  0 l io  tr*

Per haec pauca principia omnis motus aequabilis poteft determinari 
feu datis celeritate et tempore quaeratur fpatium; feu datis celeritate et 
fpatio delideretur tempus  ̂ feu datis- fpatio et tempore petatur celeritas.

Ponamus e. gr. punftum P incedere motu aequabili celeritate 8 pedum; 
(264. §.)»• petique fpatium S q u o d  illud intra 12. minuta fecunda confi­
ciat;. erit per (265. 263. §.)

S —  8 • 12 ,“  96  pedibus.

Si autem conftet, datum punftum progredi motu aequabili celeri­
tate 6 pedum,, et quaeratur tempus T r quo fpatium 120  pedum poffit 
ab- illo confici* erit per (266. 263. §.)

120 . „
T  — — -— =  20 minutis fecundis- o-

Si/ denique dicas r punftum P progrediens motu’ aequabili fpatium 
10 4  pedum intra 13  minuta fecunda percurrere» et quaeras ejus celerita­
tem; invenies per (267. 264. §.)

_ 104 ...
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a 6 8 . D e f i n i t i o .

TVIotum, in quo celeritas continuo mutatur, crefcit videlicet vel de- 
crefcit, vocant inaequabilem feu di forment r et quidem acceleratum caftt 
primo, retardatum  vero cafu altero.

269.  C o r o l l a r i u m  I ,

Omfiis motus dati pundi erit neceffario vel aequabilis vel inaequa- 
' bilis (25g. 268. §.)•

2 7 0 ,  C o r o l l a r i u m  2v

Species autem motuum inaequabilium, tam acceleratorum, quam re­
tardatorum, funt numero infinitae poffibiles, pendentes a totidem legi­
bus, quibus celeritates poffunt crefcere et decrefcere (268. §•)-

3 7 1 .  Co  r o IT a r i u m 3v
Celeritas pundi P  motu inaequabili incedentis continuo mutatur; fi 

ejus motus duret quocunque tempore T ,  habebit illud in fine temporis 
T  determinatam aliquam celeritatem C , ita tamen, ut et aliam habuerit 
proxime praecedente momento, et aliam fit habiturum proxime fequente 
momento (268- §•)• Hoc fenfu vocabitur C celeritas debita tempori T r 
poteritque ea aeftimari ex fpatio, quod punctum mobile hac ipfa celeri­
tate motu aequabili progrediens intra unum- minutum fecundum confice­
ret , juxta (264. §.).

Si e. gr. celeritas, quam pundum P  motu inaequabili progrediens 
in fine 12  minutorum fecundorum ab initio ejusdem motus effluxorum ha­
beat, dicatur effe 8 pedum; indicabit id talem efle pundi P celeritarem 
C , qua,  fi illud hac ipfa celeritate motu aequabili incederet, quovis mi­
nuto fecundo fpatiolum o d o  pedum deberet conficere.

2 7 3 ,  C o r o l l a r i u m  4.

Si pundum P motu accelerato percurrat tempusculo t fpaticlum x , 
celeritas vero ejus initio tempusculi t fit c ,  et in fine tempuscuii t fit c’; 
neceffe eft, ut fpatiolum x majus fit fpatiolo c t  et fimul minus fpatiolo 
c1 1 ,  quorum primum celeritate c r et fecundum celeritate c1 motu ae­
quabili intra tempusculum t poteft confici (265. 268. 257. §0-

O j  3 7 3 .  C a -
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273.  C o r o 11 a r i u 111 5.

Si autem motus punfti P fit retardatus, punftumque P conficiat hoc 
motu fpatiolum x intra tempusculum t , ejus vero celeritas initio tem- 
pusculi t fit c , et in fine tempusculi t fit c '; debebit fpatiolum x minus 
effe fpatiolo c t ,  et fimiil majus fpatiolo c ' t ,  quorum primum vei fecun- 
dum a puufto P tempusculo t deberet confici, fi illud celeritate c vel c' 
motu aequabili incederet (265, 268 257. §.).

2 7 4 .  D e f i n i t i o .

Inter omnes motus inaequabiles (270. § .) maxime memorabilis eft 
motus uniformiter acceleratus et retardatus:  in primo funt incrementa, 
et in fecundo decrementa celeritatis duobus quibuscunque temporibus ab 
initio ejusdem motus genita inter fe in ratione direfta temporum. Poteft 
autem motus uniformiter acceleratus vel de quiete, adeoque nulla celeri­
tate, vel determinata quapiam celeritate y inchoari: illum vocabimus 
purum , et hunc ajjefitur.i.

275.  C o r o l l a r i u m i*

Quare, fi punftum P progrediens motu uniformiter accelerato vel 
retardato temporibus T , t ab initio ejusdem motus computatis capiat 
incrementa, vel patiatur decrementa celeritatis C , c ; erit C : c —  T • t 
(274. §.)•

276.  C o r o l l a r i u m  2.

Si ergo in Tpecie K  denotet incrementum vel decrementum celeri­
tatis punfti P motu uniformiter accelerato progredientis debitum uni mi- 
nato fecundo; erit C : K = f : i» , hinc C =  K T  (263. § ) incrementum 
vel decrementum celeritatis debitum tempori T :  punctam ergo P habebit 
in fine temporis T  celeritatem C =  K T ,  fi ejus motus uniformiter acce­
leratus purus iit; celeritatem vero y +  K T  vel y —  K T ,  fi illud cele 
ritate y motum uniformiter acceleratum affectum ,j vel uniformiter retar­
datum inchoet (274. §.).

277.  P r o b i  em a.

Pv.nffum P progreditur motu uniformiter accelerato, vel nnifonniUr 
rtlardaio; incrementum vel decrementum celeritatis primo minuto fecundo 
genitum ejt K : invenire fpatium S , quod illud dato quocun^ua tempore T  
$b initio ejusdem motus computato debet pcrcurrcre.

S o 1 u t i 0.
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S o l u t i o .

1 . Si M, N fint duo quanta determinatae magnitudinis, pro quibus et 
tertio quanto S femper fit S > M  —  N  ~ e t  f i m u l  S <  M +  N , q U a n .  

tumcunque magnum numerum integrum denotet m ; cum femper fit pof- 
fibilis ejusmodi numerus integer m , pro quo pars mta N quanti N 

minor fieret quovis dato utcunque parvo quanto homogeneo ( i i .  § 0 : 
erit neceffario S ~ M  (Vol. I. §. 129.).

2. Totum jam tempus T ,  quo motus punfti P uniformiter accelera­
tus vel retardatus durare fupponitur, cogitetur divifum in numero m tem-

T
puscula aequalia t, t, t , -------t ,  quorum quodvis fit t : = —  pars mta
temporis T.

3. Debebit punftum P fingulis tempusculis t, t, t , -------t ordine na­
turali fibi fuccedentibus certa fpatiola percurrere, quae omnia fimul con- 
ftituent fpatium S toto tempore T  ex iisdem tempusculis compofito 
percurfum.

4. Spatium S in (3) per (272. 273. erit ergo, prout motus punfti 
P fuerit acceleratus vel retardatus, majus vel minus, quam fumma fpatio- 
lorum, quae a punfto P fingulis tempusculis t, t, t, —  -  t (2) deberent 
confici, fi ilJud quovis tempusculo il/a determinata celeritate, quam ha­
bet initio ejusdem tempusculi, motu aequabili incederet.

5.-Idem porro fpatium S in (3) per (272. 273. § .) , prout motus 
punfti P fuerit acceleratus vel retardatus, debebit efle minus vel majus 
quam fumma fpatiolorum, quae a punfto P fingulis tempusculis t , t , t, 
--------- t (2) deberent percurri, fi illud quovis tempusculo motu aequa­
bili illa determinata celeritate progrederetur, quam habet in fine ejusdem 
tempusculi.

6. Celeritas, quam punftum P in fine cujuscunque temporis T  de­
bet habere, eft generatim y + K T ,  figno - f  adhibito pro motu accele­
rato, et —  pro retardato, ita ut fit y = o  pro motu uniformiter acce­
lerato puro, vel y celeritas initialis^ qua punftum P motum uniformiter 
acceleratum afieftum, aut uniformiter retardatum inchoet (276. § .) : quodfi
ergo in hac exprellione loco T  terminos feriei t, 2t, 3t, 4 t ,----- (m— i) t j
m t fuccefiive fubftituas, obtinebis fequentes exprefliones celeritatum,

quas
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quas pun&um P in fine fingulorirm m tempusculorum t, t, t, -  -  -  t ab 
initio motus ordine naturali libi luccedentium (2) debet habere.

y .+  K t ; y +  K . 2 t ;  ---------------
-------- y ± K (m —i ) t ;  y +  L m t

•7. Quare, cum putiftum P fuum motutn acceeratum vel retardatum 
celeritate y inchoare fupppnatur, adeoque hanc iplam celeritatem initio 
primi tempusculi t (2) hnbeat; cumque il ud tantum celeritatem initio 
cujusvis fubfequa tempusculi, quantam habet in fine proxime praeceden­
tis tempusculi, debeat habere: habebit punctum P initio fingulorum m 

tempusculorum t, t, t, - —  t ab initio motus ordine natunii fibi fucce- 
dentium (2) fequentes celeritates, ob (6).

y ; y ± K t ;  y  +  K . 2 t ;  y +  K . 3 t ; ----------y +  K(m  — i)t .

g. Singulae celeritates in (6) duftae in t dabunt ergo per (265. §.) 
fequentem feriem fpatioiorum, quae pun&um P lingulis tempusculis 
t, t, t ,    t ab initio motus ordine naturali fibi fuccedentibus percur­
reret, fi id quovis tempusculo illa determinata celeritate, quam habet in 
fine ejusdem tempusculi, motu aequabili incederet.

y t j + K t z j y t +  K . 2 12 ; y t  +  K . 3 t 2 ; ------------
------------ y 1 +  K f m — O 1*» y t - f  K .m t 2.

g. Singulae vero celeritates in (7) duftae in t dabunt per (265. §.)
fequentem feriam fpatioiorum, quae a pun£to P lingulis tempusculis

' t, t, t , -------t ab initio motus ordine naturali fibi fuccedentibus deberent
confici, fi illud quovis tempusculo ea celeritate, quam habet initio ejus- 
dem teiripuscuii, motu aequabiii pre grederetur.

y t ; y t + .  K t2,; y t +  K . 2 12 ; y t  +  K . g t 2 ;
------------------ ----- yt  +  K ( m —  1)  t2.

10. Quamobrem obtinebimus, ob (4) (5) per (8) (9) fequentes ex- 
prefiiones.

Pro motu accelerato:

<, K ( ( y  +  y +  y +  y H ------------  +  y )  t
* " '^ + K ( i  +  2 + 3 - 1 ------------K m —  i ) j  t2 ;

(y +  y +  y -i------------- +  y) t
S < Q + K C i + 2 + 3 + .............+  ni) t2.

Pro



Pro motu retardato.

. ( ( y  +  y 4- y 4- y  4------------------ l-y) t
^  K ( ,  +  2 +  3 + -  -  -  + ( m _ 0 ) t * ;

s  ( y +  y +  y H------------------------ f  y) t
Q - K  ( i +  2 +  3 H-------------------b m )) t2.

Cumque fit i  +  2 +  3*-l—  -  -  4 - C” »— i)  =  l ( m 2— m) ; 1 + 2  +  3
4 - - -  -  4- m “  i  (m2 4 - m ); et per hypothefim in (2) t =  -^- : habe­

bimus etiam
pro motu accelerato 

S  > y T  4- l K T z — f  K T 2.

S <  y T 4 - l K T 2 4 - ^ K T 2 . — :

D I S S E R T A T I O  VIII .  , , 3

et pro motu retardato 

S < J y T — i  K T 2 4- § K T 2 . — •;

S t> 7 T  —  p T J — § K T 2 . - ^ - ,

E x  his autem expreflionibus, cum illae pro quovis poflibili numero 
integro m in (2)  debeant fubfiftere, fluit per ( 1)  fequens exprefiio ge­
neralis quaefiti fpatii S ,  in qua iignum 4 “ vel —  debet adhiberi, prout 
motus pun&i acceleratur vel retardatur.

S =  y T ± l K T a.

378. - C o r o l l a r i u m  1 .
Pun&um P progrediens motu uniformiter accelerato puro (274. § .)# 

fi id primo minuto fecundo acquirat celeritatem K , percurret quovis 
tempore T  ab initio motus computato per (277. §.) fpatium S £ = £ K T 2.

279 .  C o r o l l a r i u m  2.

Si punftum P incedens motu uniformiter accelerato puro intra tetn-
C

pus T  acquirat celeritatem C =  K T  (2j6 . § .), quo fit debebit

illud tempore T  per (278- §.) conficere fpatium S ^ = iC T .

Volumen II. P 28 0 . C o -
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ago.  C o r o l l a r i u m  3.

Punftum P progrediens motu uniformiter accelerato puro per fpa­
tium S tempore T  tantam habebit in fine ejusdem temporis celeritatem C, 
u t, fi illud lnc ipfa celeritate motu aequibili incederet, intra idem tem­
pus T  fpatium duplum 2 S = C T  deberet percurrere (279 .26 5. §.)•

2 8 1 .  C o r o l l a r i u m  4.

Spatia S , s  motu uniformiter accelerato puro temporibus inaequali­
bus T , t ab initio ejusdem motus computatis percurfa erunt inter fe ut 
quadrata temporum: erit enim per (278- §•)

S r = £ K T 2; s ^ ^ K t 1 :

igitur S : s ~  T 2 : t2.

2 82 .  C o r o l l a r i u m  5.

Eadem fpatia S ,  s motu uniformiter accelerato puro temporibus T , t 
ab initio motus computatis confefta erunt inter fe ut quadrata celerita­
tum C , c iisdem temporibus genitarum: cum enim fit per (2 8 1.§ .)

S : s t =  T 2 : t2 ', et per (275. §.)

T : t =  C : c : erit S : s ; =  C2 : c2.

2 83 .  C o r o i l a r i u m  6.

Totum tempus T ,  quo motus uniformiter acceleratus purus punftl P
duret, cogitetur dividi in quaecunque tempuscuia aequalia t, t, t, t , ----- 1 ;
intra numero m tempuscuia tempus t= tm  conftituentia fit p erc u r fu m  

fpatium S , et s (It fpatium confectum intra numero m — 1 tempuscuia 
conftituentia tempus := t ( m — 1 ) :  erit S — s fpatiolum folo mto tem-
pusculo percurfum, et per (278. § )  habebimus

S =  i K . m 2 t2; s -  i  K  (m — i) * t 2 :

S —  s s=  i  lv (2 m —  1)  t2.

284.  C o r o l l a r i u m  7.

Pro m ^ = i , m ~ p , m r = 3 ,  m — 4,  et fic porro, obtinebuntur er. 
2tn —  1 numeri impares 1 ,  3 , 5 , 7 ,  etc. ordine naturali crefcentes: fpa- 
tiola ergo, quae datutn punftum P motu uniformiter accelerato puro pro­
grediens fingulis tempusculis aequalibus t, t , t , ------ t ab initio motus
ordine naturali fibi fuccedentibus conficiat, erunt inter fe ut numeri im­

pares



pares i , 3* 5 > 7 > ei:c- ordine naturali crefcentes, feu ut termini feriei 
| K t 2 . i , t2 . 3 ,  i  K t2 . 5 ;  £ K t ’- . 7 , etc, (283. §.)•

285.  C o r o  l l a r i u  111 8«

Quodlibet pundum P progrediens motu uniformiter accelerato af- 
fe d o , data celeritate 7 inchoato, capiet intra primum minutum fecun­
dum certum incrementum K celeritatis 7 ,  et percurret quovis tempore T  
ab initio ejusdem motus computato fpatium S =  y T + - £ K T a (274. 277.§ .) 
aequale fummae fpatiorum, quorum unum y T  motu aequabili celeritate 
initiali 7 ,  et alterum £ K T 2 motu uniformiter accelerato puro intra idem 
tempus T  deberet confici (265. 278- §•)•

286. C o r  o 1 l a r i u m  9.
Pro celeritate initiali 7 motus uniformiter retardati, et decremento 

K , quod illa primo minuto fecundo patiatur, percurretur quovis tempore 
T  ab initio ejusdem motus computato fpatium S ^ r 7 T  —  ̂ K T 2 (277. § )  
aequale differentiae fpatiorum, quorum unum 7 T  motu aequabili celeri, 
tate initiali 7 , et alterum I K T 2 motu uniformiter accelerato puro intra 
idem tempus T  deberet confici (265. 278- §•)> fi in hoc iisdem gradibus 
crefceret celeritas, quibus gradibus illa in motu retardato decrefcit, quo 
decrementum K genitum primo minuto fecundo in motu retardato ae­
quetur celeritati, quam pundum mobile motu accelerato intra primum 

minutum fecundum acquirat.

387. C o r o l l a r i u m  10.

Celeritas,1 quam pundum mobile P progrediens motu uniformiter 
retardato, celeritateque 7 inchoato, intra' tempus T  ab initio ejusdem 
motus computatum acquiret, fi K fit decrementum celeritatis primo mi­

nuto fecundo genitum, erit C ~ 7 —  K T  (276. § .) ; quare pro T  =
K.

evanefeet celeritas C. Tempus erg o , quo motus uniformiter retardatus 

pundi P poteft durare, eft T  —  ~j|r • q110 in (286. §.) fubftituto obti­

nebitur fpatium, quod pundum P intra totum tempus, quo ejus motus 
uniformiter retardatus duraverit, conficiet, nimirum

D I S S E R T A T I O  VI I L  u 5
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288. C o r o l l a r i u m  1 1 .
y»

Per (278. §.) fit S =  Y k “ Ratium , quod punftum mobile P motu 

uniformiter accelerato puro intra tempus T  = r  ~~~ conficeret; fpatium

ergo, quod punftum P progrediens motu uniformiter retardato celerita- 
teque y inchoato intra totum tempus, quo idem motus duraverit, con­
ficiet (28r*S0» aequatur fpatio, quod motu uniformiter accelerato puro 
intra idem tempus poteft confici, fi in hoc iisdem gradibus crefcat cele­
ritas, quibus illa in motu retardato decrevit.

Q89 * D e f i n i t i o .
Punftum mobile, quod aut quiefcit-, aut eadem perpetuo celeritate 

et direftione movetur, in eodem Jlatu quietis vel motus perjeverare dici­
tur: quodfi autem datum punftum de quiete ad motum concitetur, vel 
aftu in motu conftitutum certam mutationem in direftione vel celeritate 
fubeat; dicetur id Juum Jlatum mutare. Ubi autem de corpore mobili 
fermo fuerit, dicetur illud in eodem Jlatu perfeverare, vel Juum flatum  
mutarey prout vel omnia ejus punfta (250. § .)  in eodem ftatu perfevera- 
verint, vel omnia aut aliqua fuum ftatum mutaverint.

29 0 . C o r o l l a r i u m .  ,

Mutationes ftatus cujuslibet mobilis, punfti et corporis, funt numero 
infinitae poflibiles (289. 270. §0» nihil vero reperitur in ipfis mobilibus, 
quod videatur exigere, ut, dum illa fuum ftatum mutant, hanc potius quam 
aliam quameunque mutationem fubeant: ne igitur fine omni fundamento 
mobilibus, punftis*vel corporibus, aliquid, quod iis non competat, ad. 
tribuamus; quotiescunque certum mobile fuum7ftatum mutaverit, caufam 
hujus mutationis extra ipfum quaeremus, ac fi illud fe iplum ad muta­
tionem fui ftatus nulla ratione poflet determinare.

S c h o l i o n .

Argumentis quidem evidentibus deftituimur, quibus evincere liceat, 
omnia mobilia fic efle comparata, ut illa nunquam poiTint fe ipfa ad mu­
tationem fui ftatus determinare, caufas proinde omnium mucationum, quas 
ftatus mobilium fubeant, extra illa neceffario ede quaerendas. Non eft 
tamen, cur metuamus, ne, fi huic fententiae univerfa motus theoria fu- 
perftruatur, eadem theoria natuiae «orporum adverfetur, cum omnia

con-



f

confeftaria indidem legitime fluentia cum perpetuis obfervationibus, quas 
circa naturam corporum adhuc facere licuit, quam optime confentiant, ita 
fane ut hoc ipfo confenfu ea fententia extra omne dubium poni videatur.

2 9 1 .  D e f i n i  t i o .

Inertia mobilis, punfti et corporis, eft ejus impotentia fe ipfum de. 
terminandi ad mutationem fui ftatus: mobile inertia praeditum, voca­
tur iners.

3 9 3 . C o r o l l a r i u m  I .

Inertia eft communis omnium mobilium proprietas, vi cujus illa ia  
eodem perpetuo ftatu, in quem fetnel fuerint repofita, debebunt perfeve- 
rare, nifl is ab externis caufis turbetur (290. 291. §.).

293.  C o r o l l a r i u m  2.

Quodlibet punftum m obile, fi id quiefcat, perpetuo quiefcet, nifi 
ipfum externa aliqua caufa ad motum determinet: fi autem datum pun­
ftum mobile aftu moveatur, debebit illud fecundum eandem direftionem¥
eademque celeritate motu aequabili progredi, nifi hanc vel illam, aut 
utramque externae caufae mutent (292. 289. 258. §.)•

2 9 4 .  D e f i n i t i o .

Caufae externae omnis motus funt vires motrices (38- §•)> aliae ab- 
fotutae feu invariabiles, et rejjpeffivae aliae feu variabiles. Vis abfoluta
vocatur, quae eadem conftanter efficacia datum mobile ad motum urget, 
feu illud quiefcat, feu moveatur: vis autem variabilis eft, quae quovis 
momento, durante motu, alia efficacia agit in mobile.

2 9 5 .  C o r o l l a r i u m .

Sicut vires agentes in punfta quiefcentia per totidem pondera poffunt 
exprimi; fic quoque quaelibet vis agens in datum punftum in motu con- 
ftitutum poterit uni ponderi aequari, quod aut idein perpetuo maneat^aut 
darante motu continuo mutetur, prout vis agens fuerit invariabilis vel va­
riabilis (.294. 62. §.).

2 9 6 .  D e f i n i t i o .

Effeffus genuinus cuju.slibet vis motricis datum mobile ad motum 
continuo follicitantis intra certum tempus prodtiftus eft fpatium, per quod

P 3 mobile
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mobile hoc tempore ob fotam vis illud urgentis actionem eodem tempore 

exertam propellitur.
29 7  ♦ C o r o l l a r i u m  1 .

Si vis V  punttum P ad motum continuo follicitans certo momento 
ceffet agere in punftutn P ; pun£tum hoc haud quiescet, fed motum, 
ad quem id determinatum fuerit, vi fuae inertiae continuabit, celeri­
tatem, quam eo momento habuerit, perpetuo confervaturum, nili 
ejus motui aliqua caufa adverfetur (292. 293. § .) : dum ergo punftum
P a vi V  tempusculis a , b ,  c , -  - —  p , q , r , --------- z ad tr.otum
continuo follicitatur; debet id quovis tempusculo q et a vi V per cer­
tum fpatiolum propelli, et ob celeritatem intra tempuscula a, b, c , ----- p
acquifitam , quam illud vi fuae inertiae toto tempusculo q confervare co­
gitur, certum fpatiolum conficere. Quare fi pun&um P a vi V ad mo­
tum continuo follicitatum tempore quocunque T  ex tempusculis a , b , 
c, -  - - z compofito fpatium S dicatur percurrere; neceffe eft, ut iftud fit 
in duas partes refolubile, quarum una ob inertiam pun&i P , altera vero 
ob folam asionem vis V eodem tempore exertam pL*rcurfa fit, ita ut 
genuinus effectus vis V  hoc tempore produftus unam duutaxat partem 
totius fpatii S exaequet (296. §.)•

298* C o r o l l a r i u m  2.

Hinc evidenter elucet, qui poflit fieri, ut utcunque cognito fpatio S, 
quod datum punftum P a data vi V  ad motum continuo follicitatum intra 
certum tempus T  conficiat, effeftus genuinus vis V  eodem tempore pro- 
duttus penitus ignoretur (297. § .). <-*

29 9 . C o r o l l a r i u m  3.

Quia vero omnis punfti P, in motu conftituti celeritas, independens 
ab ejus inertia (292. 293. § .), neceflario ab aliqua vi debet generari; per- 
fpicuum eft, nullos effeftus genuinos a datis viribus totidem pun6ta ad mo­
tum continuo follicicantibus intra determinatum tempus T  polle produci, 
quin illae hac ipfa produftione certas celeritates ab iisdem effectibus, quid­
quid ii fint (298-§0> ita dependentes generent, ut aequalibus effeftibus 
celeritates pariter aequales , majoribus vero minoribusque eflV&ibus ce­
leritates quoque majores minoresque refpondeant (296. 257.

3 0 0 ,  Co-
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30 0 , C o r o l l a r i u m  4.

Quamobrem, fi quotcunque punfta inobilia a totidem viribus invariabi- 
libus et inter Te aequalibus, vel variabilibus, quae'tamen, utcnnque crefcentes 
vel decrefcentes, quovis tnomenro durante motu inter fe aequales maneant, 
ad motum fecundum datas direftiones continuo follicitentur; debebunt om­
nia punfta pari efficacia quovis momento ad motum urgeri (294.§.)> fingu-
1 ae idcirco vires producent intra quodvis determinatum tempus et effeftus 
aequales (296. §.)> et celeritates aequales (299. §.).

3 0 1 .  C o r o l l a r i u m  5.

Quodfi vero duo punfta P , p a duabus viribus invariabilibus et in­
aequalibus U , u ad motum continuo follicitentur; neceffe eft, ut effica­
cia, qua punftum P a vi majori U ad motum quovis momento urgetur, 
major fit quam efficacia, qua punftum p a vi minori u ad motum quo­
vis momento impellitur (294 § .) : vis major U producet ergo quovis
tempore T  et effectum et celeritatem majorem, quam vis minor u 
(296. 299. §.)•

3 0 2 . T h e o r e m a .
S i punftum P celeritate quacunque y aliunde ad motum determinatum 

p data vi V tempore T  ad motum continuo fo lli citetur;  debebit vis V hoc 
tempore certam ccleritatem c producere, punftumque P habebit in fine tem­
poris T celeritatem aequcilem fummae vel differentiae celeritatum y, c , prout 
direftio, fecundum quam vis V  agit in punftum P ,  eadem efi cum direftio- 
e , fecundum quam punftum P celeritate y ad motum aliunde efl determi­

natum , vel illi oppofita.

D e m o n f l r a t i o .

Punftum P cogitur vi fuae inertiae quamvis celeritatem, ad quam 
illud a certa vi determinatur, et recipere, et perpetuo confervare 
(292. 293. § .) : quaelibet Cautem vis, nifi ipfius aftio penitus impediatur, 
debet fingulis tempusculis conftituentibus tempus T ,  quo punftum P ab illa 
ad motum continuo follicitatur, et effeftus aliquos, et certas celeritates 
producere (296. 299. §.) ; quae fimui fumtae conftituent celeritatem c 
toto tempore T  produftam. Eapropter, fi punftum P initio temporis T  
habeat jam celeritatem aliquam y ,  debebit haec cum celeritate c ita com­
poni, ut punftum P in fine temporis T  habeat celeritatem vel fummae

celeri-



celeritatum y ,  c , vel differendae earundem aequalem, prout nimirum 
diredio , fecundum quam pundum P celeritate y aliunde eft ad motum 
determinatum, eadem eft cum diredione vis V , vel ei oppofita.

3 0 3 .  C o r o l l a r i u m  1 .  „

Quaevis vis invariabilis, datum pundum mobile, P ad motum contii.jo 
follicitans, eundem intra idem tempus producet effectum, eandemque 
celeritatem, feu pundum P initio ejusdem temporis quiefcat, feu aliunde 
fit ad motum determinatum (294 296. 299. § .): pundum ergo P , ceieri- 
tate y aliunde ad motum determinatum, et a data vi invariabili V  ad mo­
tum fecundum eandem vel oppofitam diredionem tempore T  continuo fol- 
licitatum, habebit in fine temporis T  celeritatem aequalem fummae, cafu 
primo, vel differentiae, cafu fecundo, celeritatum y, c, quarum pofterio- 
rem c vis V intra tempus T  produceret, fi ilia pundum P de quiece ad 
motum determinaret, temporeque T  ad motum continuo urgeret (302.§.)• 
E t  generatim crefcente tempore T ,  quo pundum P urgetur a v i invaria­
bili V , crefcet neceffario etiam celeritas pundi P , fi fecundum eandem 
diredionem pundum P et determinatum fit jam ad motum, et ad motum 
a vi V impellatur.

30 4 . C o r o l l a r i u m  2.

V is invariabilis V  datum pundum P de quiete ad motum determi­
nans, et ad motum numero m tempusculis aequalibus t, t, t , -------t
tempus T  conftituentibus continuo fecundum determinatam diredionem 
follicitans, producet flugulis tempusculis t aequales effedus (29 4 .29 6 .§ .),
et aequales» celeritate?, puta g, g, g , -------g (299. § .) , quae celeritatem

, “ gm toto tempore T  produdam conftituent: pundum ergo P habebit in 
fine primi tempusculi t celeritatem ; = g ,  et in fine mpii temporis T  =  tm 
celeritatem s =  gm  pariter m piam: fi autem pundum P initio temporis T  
ad m o t u m  celeritate y fecundum eandem diredionem, aut oppofitam, aliun­
de fuerit determinatum; erit ejus celeritas in fine temporis T  aequalis 
fummae cafu primo, vel differentiae celeritatum y , gm  cafu fecundo

( 3°3  §•)• ^  . .  .
3 05 .  C o r o l l a r i u m  3 .

Quare fi pundum P a vi invariabili V ad motum fecundum determi­
natam diredionem continuo follicitatum capiat intra quodcunque tempus x 
incrementum vel decrementum celeritatis y  ; debebit illud intra tempus

X
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X : = X “  rphim unius n tae partis temporis x capere incrementum vel 
decrementum celeritatis Y  =  y  ~  pariter r pium unius n tae partis in­
crementi vel decrementi y. Si enim v denotet incrementum vel decre­
mentum genitum tempusculo erit y  =  v n  et Y  s=  v r  (304 .§ .) j

hinc v = y - — et Y  z = y  — .* n • ' a

30 6 . C o r o l l a r i u m  4.
A fl fi pun&um P vel quiefcat initio temporis T ,  vel celeritate y 

aliunde fit ad motum determinatum, et a vi variabili V ad motum fe­
cundum eandem vel oppofitam dire&ionem tempore T  continuo follicite-
tur; neceffe eft, ut vis V  fingulis tempusculis aequalibus t, t, t , ------ t
tempus mpium T s= :tm  conftituentibus inaequales effeftus (294. 296 .§ .) ,  
et inaequales celeritates otf J5 , ------ p  producat (299. § .) , quae celeri­
tatem c toto tempore T  produ&am conftituant: punitum P habebit ergo 
in fine tempusculi primi t celeritatem aequalem fummae vel differentiae 
celeritatum y e t  in fine temporis T  celeritatem aequalem fummae vel 
differentiae celeritatum y , c (3C 2 .§ .) , quin ideo incrementum aut decre­
mentum c celeritatis initialis fit mplum incrementi vel decrementi ficut 
eft tempus T  mplum tempusculi t.

3 0 7 .  T h e o r e m a .

Omnis v is , quae datum pun&um P fecundum determinatam direffio- 
nem ad motum continuo Jollicitans motum ejusdem punffii uniformiter acce­
lerat vel retardat, debet effe invariabilis:  et viciffim vis invariabilis motum 
punfti P uniformiter accelerabit vel retardabit, prout nimirum punffium P 
eo momento, quo vis illa in id agere'incipit, quiefcit, aut certa celeritate y 
ad motum fecundum eandem vel oppofitam directionem aliunde efi determi­
natum.

D  e m 0 n fl r a t i o.

Pars prima theorematis per fe ex (306. §.) fequrtur; in motu enim 
uniformiter accelerato vel retardato debet effe incrementum vel decre­
mentum celeritatis tempore m pio T ~ t m  genitum pariter mplum incre­
menti vel decrementi quocunque fimplo tempusculo t produfti (274. §.), 
quod, fi is motus a vi variabili pendeat, erit impoffibile. Pars vero al­
tera poteft hoc modo evinci»

/  o lumen II. Q i. Vis
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1 .  V is invariabilis punftum P ad motum continuo follicitans pro­
ducet quibuslibet duobus temporibus t ,  T  ab illo momento, quo ea 
agere incipit, computatis, incrementa vel decrementa celeritatis g ,  G 
ipfis temporibus direfte proportionalia; adeoque erit motus punfti P ab 
illa dependens uniformiter acceleratus vel retardatus (274. Erunt
enim tempora t, T  commenfurabilia vel incommenfurabilia (3. §.). Primo

cafu extabit aliquis numerus integer m vel fraftns , pro quo fit

T : =  t m v e l T ^ t - ^ -  (6. § .) : igitur etiam G =  gm  vel G ^ : g  - m .
n n

(304. 305. § .) ; proinde femper G : g ~ T : t .

2. Quodfi autem tempora T , t fint incommenfurabilia; extabit, fumto 
quantumcunque magno numero integro a ,  alter numerus integer m, pro 
quo fiet per (12 . §.)

^  m „ , _  m + i
T  >  t ----- et fimul T  <  t ---------- --

n n

3. Eadem vis producat tempore c = ~ t~ -  incrementum vel decre-

, . ™  4* Imentum celeritatis e ,  et tempore = : t -----------  incrementum vel decre­

mentum E :  cum temporibus T , t  producantur, per hypothefim, incre­
menta vel decrementa G , g ;  erit

m - f  1 m
E — g ——  » (3 0 5 .5 .)*

G >  e ,  G < E  ob (2) per (303. § .) ;

igitur G >  g — •“ et fimul G <  g —̂ — .
n n

4. Ob (2) (3) erit itaque etiam nunc G :g ^ = :T :t  per (22. §.).

3 08.  T h e o r e m a .

S i punctum P a numero m viribus aequalibus et invariabilibus fecun­
dum datam dire Bionem a d  motum eodem momento determinetur, et tempore 
T  continuo follicitetur;  acquiret putiffium P intra tempus T  celeritatem 
mplani celeritatis, quam q u a e v i s  illarum virium , abfentibus reliquis, feor- 
fim eodem tempore generaret.

D e m o n -



D e m 0 n ft r a t i 0.

Cum vis invariabilis punftum P ad motum continuo follicitans eadem 
prorfus efficacia quovis momento agat, feu quiefcat punftum P, feu 
moveatur, aut ob fuam inertiam (292. 293. §.)» aut ob a&ionem cujus- 
cunque alterius vis aftu in illud exertam; ipfum vero puu&um P omnem 
celeritatem, ad quam id a certa vi determinatur, et recipere cogatur, 
et perpetuo confervare (293. § ,) : clarum eft, quod, fi pun&um P a nu- 
inero m viribus aequalibus et in variabilibus ad motum fecundum determi­
natam directionem tempore T  continuo follieitetur, fingulae vires eas­
dem celeritates aequales tempore T  debeant generare, quas eae feorfim 
in totidem pun&a agentes producerent (300. § .); adeoqae punfrum p in. 
tra tempus T  debeat acquirere celeritatem m piam celeritatis, quam una 
ejusmodi v is , abfentibus omnibus reliquis viribus, eodem tempore pro­
duceret. , *

30 9 . C o r o l l a r i u m  1 .

Perfpicuum eft, punftum P eadem prorfus efficacia quovis momento 
ad motum fecundam determinatam directionem follicitatum ir i , feu illud
a numero m viribus aequalibus et invariabilibus v, v, v , ------ v ,  feu ab
unica vi U —  vm  m pia vis v ,  ad motum et determinetur et continuo 
urgeatur (294. § .) : vis mpla U ^ v m  producet ergo quovis tempore X  
celeritatem G ^ g t n  m piam  celeritatis g ,  quam vis firopla g  intra idem 
tempus poteft generare (308, §.).

3 1 0 .  C o r o l l a r i u m  2.
.  . r

Vis ergo invariabilis X ^ x  vpla unius n tae partis vis x ,  datum 

punftum P ad motum -determinans et continuo follicitans, producet quo-
j*

vis tempore T  celeritatem K :=rk--^- r piam unius n tae partis celeritatis k, 

quam vis x intra idem tempus generaret. Si enim vis isz  x  tempo­

re T  generet'celeritatem  z ;  erit k := z n  et K ^ = z r  (309. § .) : igitur
1 1 . r£ = k  —  et k —  

n n

3 1 1 .  T h e o r e m a .
Celeritates G ,  quas duae vires invariabiles V ,  v, punffia P,  p,  etd 

motum eodem momento determinantes, et continuo Jollicitantes, intra idem
Q 2 tempus
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tempus T  ab initio motus computatum produxerint, erunt inter fe in ra­
tione direffa, earundem virium, Jeu erit C : c = V : v .

D  e m o n H r a t i o.
1 .  Si vires V, v fint commenfurabiles (3. § .) . dabitur certus nume- 

rus integer m vel fraftus —  , pro quo debebit effe V v m vel 

V : = v  (6. S .) : iSitur etiam C = c t n  vel C =  c —  ( 3o9. J i a  

adeo^ue utroque cafu C : c ^ = V : v .

2. Sint jam vires V , v  incommenfurabiles; neceffe eft, ut accepto 
quantumvis magno numero integro n alter numerus integer m fit poiil- 
bilis, pro quo per (12 . §.) fiat

V  J> v -  et fimul V  <  v —m 1 •
n n

3. Vis invariabilis_t=v producat tempore' T  celeritatem x ,  et 

vis tr : v m ^  --  celeritatem X :  cum, per hypothefim, vires V , v eo­

dem tempore celeritates C, c producant; erit

m m - f 1
x = c — , X  =  c — —  per (3 10 . § .) ;

C >  x ,  C < X  ob (2) per (30 1. § .) :

igitur C > c - ^ -  et fimul C < c 1 ■«

4. Quamobrem, ob (2) (3) per (22, §.)» debet etiam nunc effe 
C : c = = V : V i

3 1 2 .  C o r  o l l a r i u m .

Motus punftorum P , p a viribus invariabilibus V , v ad illum et de­
terminatorum, et continuo follicitatorum debet effe uniformiter accele­
ratus purus (307* 274. fpatia ergo S, s , quae punfta P, p intra idem 
tempus T  percurrerint, erunt in ratione direfta virium V , v. Si enim 
tempore T  generentur celeritates C , c , debebit effe

S = £ C T ; s =  £ c T ;  p e r ( 2 7 9 .§ .)?
I .v: igitur S : s ^ = C : c t = V : v  per ( 3 * 1 .  §.).

\\fe ------------ — --------------
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D I S S E R T A T I O  IX.
DE

D E T E R M I N A T I O N E  M O T U S  P R O G R E S S I V I  D A T A R U M  

M A S S A R U M  P E R  D A T A S  V I R E S .

3 1 3 .  D e f i n i t i o .

M o t u s  progrejf/ivus dati corporis, vel cujuscunque fyftematis plurium 
corporum aut punftorum, vocatur is determinatus motus, quo fingula 
pun&a corporis vej fyftematis fecundum direftiones inter fe parallelas et 
celeritatibus quovis momento aequalibus promoventur.

3 1 4 .  C o r o  l i a r i  u m  1 .

Omne corpus determinatae figurae exhibet unum fyftema plurium 
punttorum, quibus minimae particulae materiales, in quas illud eft refo- 
lubile, polTunt fubftitui ( l i 8 - § 0 : quaecunque ergo de motu progreffivo 
fyftematis plurium pun&orum in genefe fuerint difta, ea etiam ad mo­
tum progreilivum corporum pertinebunt (313.  §.).

3 1 5 .  C o r o l l a r i u m  2 .

Spatia, quae a fingulis punftis dati fyftematis plurium pun&orutn 
motu progreffivo incedentis intra eadem tempuscula percurruntur, debent 
efTe inter fe aequalia: et viciflim motus dati fyftematis erit progreflivus, 
fi fingula ejus punfta fecundum direftiones parallelas moveantur, et quo­
vis cogitabili tempusculo fpatia aequalia conficiant (3 15 . 257. §.)•

3 1 6 .  C o r o l l a r i u m  3 ,

Determinato motu unici punfti cujuscunque fyftematis plurium pUn- 
ftorum motu progreffivo incedentis, nofcetur eo ipfo motus totius fyfte­
matis : fingula enim ejus punfta eandem quovis momento celeritatem con­
flantem aut variabilem habebunt, atque hanc ipfam celeritatem totum fy­
ftema eodem momento habere cenfebitur; fingula porro punfta per idem 
quovis tempusculo fpatium promovebuntur, quod pro fpatio a toto fy­
ftemate intra idem.tempusculum confedlo habebitur (313.  315* §•)•

Q 3 3 1 7 -  C o -
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3 1 7 .  C o r o l l a r i u m  4.
Quocunque motu progreflivo feratur datum fyftema plurium punfto- 

rum , eaedem manebunt diftantiae mutuae duorum, quorumvis punftorum 
ejusdem fyftematis, reftaque inter quaeque duo punfta intercepta per­
petuo fibi manebit parallela (313.  315.  §.)•

318* C o r b l l a f i u m  5.

Si fingula punfta alicujus fyftematis fecundum direftiones inter fe 
parallelas in eandem plagam tendentes ab ejusmodi viribus ad motum 
continuo follicitentur, quae fint invariabiles et inter fe aequales, vel va­
riabiles quovis tamen momento inter fe aequales; erit motus totius fyfte­
matis progreilivus, modo finguJa punfta eo momento, quo illa a datis 
viribus urgeri incipiunt, vel omni celeritate deftituta quiefeant, vel omnia 
fecundum direftiones datarum virium, aut direftiones illis oppofitas pari 
celeritate y ad motum jam fint determinata (313.  300. 302. §).

319.  C o r o l l a r i u m  6.
Eo determinato cafu , quo fingula punfta dati alicujus fvftemstis, 

quiescentia vel ad motum fecundum direftiones inter fe parallelas celerita­
te y jam determinata, a totidem viribus quovis momento inter fe aequalibus 
fecundum easdem celeritatis y, vel oppofitas, direftiones ad motum con­
tinuo follicitata fuerint, conftiteritque, motum progreflivum indidem pen­
dentem (3 18  §.') uniformiter accelerari vel retardari; debebunt illae vires 
efle invariabiles (3 13 . 307. §.)•

320. C o r o l l a r i u m  7.

Et vicifTim, fi fingula punfta dati fyftematis, quiefeentia vel ad mo­
tum celeritate y fecundum direftiones inter fe parallelas jam determinata, 
a totidem viribus aequalibus et invariabilibus fecundum easdem celerita­
tis y ,  vel oppofitas, direftiones ad motum continuo follicitentur; debe­
bit motus progreilivus totius fyftematis indidem pendens (3 18 -§ •) uni­
formiter accelerari vel retardari (313.  3°7* §•)•

3 2 1 .  C o r o l l a r i u m  8*
Minimas omnium corporum gravium particulas in quavis altitudine ab 

aequalibus viribus fecundum direftiones inter fe ad fenfum parallelas deor­
fum follicitari, ideo in (4 1.§ 0  fuppofuimus, quia id cum omnibus obferva-

tionibus



t io n ib u s  experimentisque peculiari diligentia inftitutis quam optime confentit: 
cum ergo o b  fimiles rationes motus corporum gravium libere labentium pro 
uniformiter accelerato poflit haberi; licebit motum cujuslibet corporis gravis 
libere ex quacunque altitudine Jabentis inftar motus progreflivi (318- §•) 
uniformiter accelerati fpedare, qui a viribus gravitatis aequalibus et inva- 
riabilibus minimas ejus particulas fecundum dirediones inter fe parallelas 
deorfum ad motum continuo urgentibus dependeat (3 19 . §0*

3 2 2 .  C o r o l l a r i u m  g .

Quapropter, ubi motus corporum gravium libere labentium deter­
minari debuerit, licebit illa inftar totidem pundorum fecundum diredio- 
nes verticales inter fe parallelas motu uniformiter accelerato defcenden- 
tium confiderare, quae a viribus aequalibus et invariabilibus fecundum 
easdem dirediones deorfum ad motum continuo' urgeantur, ideoque 
quovis tempore ab initio lapfus computato et per aequales altitudines de­
cidant, et aequales celeritates acquirant (32 1. 316. 31 j .  312. §.).

S c h o l i  on.
Veruxn haec omnia de lapfu libero corporum gravium in fpatio ab 

omni aere vacuo debent intelligi. Aer enim refiftit defcenfui corporum 
gravium, evertitque principia, quibus univerfa dodrina de libero ipforum 
Japfu folet fuperftrui. Sic e. gr. duo corpuscula, quae in libero aere di- 
verfis temporibus ab initio lapfus computatis per aequales altitudine? de­
cidunt, contra (322. § .) , in fpatio ab aere vacuo aequales altitudines eodem 
tempore, tefte experientia, conficiunt/ Quaecunque ergo in fequentibus 
de lapfu corporum gravium fuerint demonftrata, ad defcenfum ipforum in 
fpatio ab aere vacuo debebunt reftringi.

323.  H y p o t h e f i s .
Sumto pede Rhenano pro menfura altitudinum, per quas corpora g ra ­

via Ubere tabentia defCendant;  exprimet g “  1 5 | ~  1 5 , 625. ped- altitu­
dinem , per quam quodlibet corpus grave de quiete libere labens primo mi­
nuto Je  eundo fu i lapfus decidet (322. §.)•

S c h o l i o n .
Qua optima ratione altitudinem hanc inveftigare licuit, inferius in dif- 

fertatione de pendulis videbimus. Interea notent fibi tyrones, numerum 
15625 aequari perfedo quadrato numeri 1 2 5 ,  adeoque radicem ejus qua-

draticam
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dratTcam efife hunc ipfum numerum, unde non parum commodi in calculos
redundabit.

324.  C o r o l l a r i u m  1.
Quia motus corporum gravium de quiete libere labentium eft unifor­

miter acceleratus purus (,3-2. 274. § .); necefTe eft, ut omne corpus grave 
de quiete libere labens tantam celeritatcm k in fine primi minuti fecundi 
fui lapfus habeat, quanta id motu aequabili per duplam altitudinem 2 g  
decideret (323. 280. § .) : omne corpus grave de quiete libere labens ac­
quiret ergo intra primum minutum fecundum fui lapfus celeritatem 
k = 2 g r = 3 i  l  —  ^ly  25 ped. rhen. per (323. 271 .  §.)•

3 2 5 .  C o r o l l a r i u m  2.

Ob ( 3 22* 275* 28*« 282. §.) erunt celeritates C, c, quas corpus grave 
de quiete libere labens intra duo quaecunque tempora T , t ab initio lapfus 
computata acquifiverit, inter fe in ratione dire&a temporum; altitudines 
vero A , a, per quas illud temporibus T ,  t defcenderit, erunt inter fe ut 
quadrata temporum T , t , et ut quadrata celeritatum C , c. Dato vero 
tempore T  in minutis fecundis (262. 263. § .) , quo motus corporis gravis 
de quiete libere labentis duret, poterit ob (324. 322. g.) per (278.276 .§ .) 
tam aititudo A  lapfus intra tempus T ,  quam celeritas eodem lapfu ge­
nita, ut fequitur, perfe&e determinari.

A =  g T 2"; C =  2g T .

E. gr. Ponamus globulum plumbeum tempore T “ 5 minutis fecundis 
de quiete libere labi; defcendet is hoc tempore per altitudinem 

S ^ r g T 2 —  1 5 , 6 2 5 . 2 5  —  390,625 ped.

Celeritas vero, quam is eodem tempore acquiret, debebit efle 
C —  2 g T ^ = 3 1 , 2 5  . 5 —  156 ,2 5  ped. 

adeoque tanta, quanta is motu aequabili progrediens quovis minuto fe­
cundo fpatium 156,25 pedum rhenanorum deberet conficere (27 1. §.).

326. C o r o l l a r i u m  3.
Cognita vero altitudine A ,  per quam corpus grave certo tempore T  

de quiete libere labens decidat, vel celeritate C , quam illud intra idem 
tempus acquirat; poterit inveniri ipfum tempus T  in minutis fecundis per 
(325 §.)» nimirum

T = / r >  T = i n r
327. Co-
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337,  C o r o l l a r i u m  4.

Cum debeat effe g  - (325. §.)» patet, qua methodo altitudinem 

g (323. §.) inveftigare liceret, fi tempus T  liberi lapfus alicujus corporis 
gravis per notam quampiam altitudinem A in minutis fecundis poffet deter. 
minari. A ft, quia defcenfus ifte in vacuo deberet fieri (322. §. Schol.), 
in vacuo autem fpatio, quale e. gr. in vitreo recipiente ope antliae pnevma- 
ticae obtinetur, tanta altitudo A ,  quanta ad accuratam temporis T  obferva- 
tionem effet neceffaria, non poteft haberi; manifeftum eft, hanc metho­
dum ad inveftigationem altitudinis g  non effe idoneam.

328. C o r o l l a r i u m  5.
C

Si T  =  fubftituas in A = g T 2 (325. §0 j obtinebis binas fe.

quentes formulas, quarum una dat altitudinem A , perquam corpus grave 
de quiete libere defcendens debet labi, ut datam aliquam celeritatem C ac­
quirat; altera vero celeritatem dat, quam corpus ejusmodi libero lapfu per 
determinatam altitudinem A deberet acquirere,

A t = —— ; C z = 2 / 'g A .
4 S v 5

329.  C o r o l l a r i u m  6.

Data igitur quacunque celeritate C femper poterit affignari altitudo A,
per quam corpus grave de quiete libere labens eandem acquirat celeritatem
(328. §0 : altitudo ejusmodi A vocatur altitudo debita celeritati C , eftque 

C 2
femper A — ------ , et C ~ 2 g A  ipfa celeritas debita altitudini A.

4 g

E. gr. Celeritatem conftantem C puntti P motu aequabili incedentis 
(258. §.)> aut celeritatem C pun&i P motu quocunque inaequabili pro- 
gredientis acquifitam tempore determinato (2 7 1. § .) , aequari celeritati, 
quae altitudini A ioco pedum rhenanorum fit debita, tantundem fignifica- 
bit, ac celeritatem C punfti P illi derterminatae celeritati effe aequalem, 
quam corpus grave per altitudinem 1000 pedum defcendens acquireret, 
ita ut illa fit

C =  2 / g .  1 0 0 0 = 2 1 5 , 6 2 5 . 1 0 0 0 = 2 5 0  ped.

Vdumtn //. R 330. C o .



330.  C o r o l l a r i u m  7.

Si corpus grave de quiere libere laberis moveatur quotcunque tem- 
pnscnlis aequalibus t» t, t, - - - C ab initio lapfus ordine naturali libi ("occe­
dentibus; debebit illud quolibet mto tempusculo t ob (322. 324. 283 $ .) 
percurrere altitudinem — l ) t 2.

Quovis igitur mto minuto fecundo defcendet id per altitudinem
S=s g (2 m —  1).

Quamobrern fpatia fingulis minutis fecundis ab initio lapfus ordiue na­
turali fibi fuccedentibus percurfa conftituent feriem

g» 3 £> 5 g» 7 g » 9 g> n g »  etc.

3 3 t . T h e o r e m a .

Fig- S i corpus P Q R  (61. Fig.) vel quirfcens, vel ad  motum progrejjivum
fecundum dire&ionem gG  per ejus centrum gravitatis g transeuntem, aut 
directionem gv  ei oppofitam, celeritate y jam  determinatum, vis quae cun­
que V fecundum directionem g G  ad motum follicitare incipiat, et tempore T  
continuo follicitet;  erit nunc quoque motus totius corporis progreffivus, per 
vim V ita determinatus, ac f i ,  illa abfente, Jmgulae minimae particulae 

ejusdem corporis a viribus aequalibus, quarum quaevis Jit ~ \ J  — , f e ­

cundum direffiones directioni g G  parallelas ad motum continuo impelleren­
tur , exijlente maffa totius corporis : =  M , et maffula cujus vis minimae ejus 
particulae = m .

D  e m o n rt r a t i o.

Si quovis momento, quo centrum gravitatis g  corporis P Q R  a vi V  
fecundum direftionem g G  ad motum follicitatur, in minimas quasque 
ejus particulas, ut a, b, c, d, etc. cogitentur agere totidem vires aequales

oc, /3, y, 8, etc., quarum quaevis fit V T p »  fecundum directiones oppo-

fitas a « , b / 3 , c*y,dd,  etc. parallelas direftioni g G ;  erit centrum gravi- 
tatis g  corporis PQ R idem cum centro aequilibrii omnium virium x, 
y, $, etc. ( i 52*§ 0 > futnmaque harum virium aequabitur vi V , ficut futn- 
tna maffularum m, m, m, m, etc. minimarum particularum a, b, c, d, e tc ., 

'in quas illae agunt, aequatur maflae M totius corporis; confequenter erunt 
omnes vires x, ft ,y , d, etc. cum vi V in aequilibrio (I2g . § .) : perfpicuura 
eft ergo, vim V minimas particulas a,b , c, d, etc. corporis PQ R'eadem

prorfus
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prorfus efficacia ad motum fecundum dire&iones aA , bB, cC , d D , etc. 
direftioni g G  parallelas quovis momento fullicitaturam, qua illae, abfente 
vi V ,  eodem momento a viribus aequalibus A , B , C , D , etc ., quarum

quaelibet fit =  V  follicitarentur, fi hae in illas immediate agerent,

unde neceiTario fequitur, quod erat demonftrandum (300. 302. 313.  §•).

332,  C o r o l l a r i u m  1 .

Cum datum corpus P Q R ,  vel quiefcens, vel celeritate y admotum 
progrelTivum fecundum dire<5iionem g G per ejus centrum gravitatis g  
tranfeuntem, aut dire&ionem g v  illi oppofitam jam determinatum, a vi 
quacunque V ad motum fecundum directionem gG  continuo follicitatum 
fuerit; motus progreffivus totius corporis perfefte determinabitur, fi 
unica ejus particula, quam ob parvitatem indar punfti confiderare liceat,

a vi —  V per maffulam m ejusdem particulae, malTam M totius

corporis, et ipfam vim V  determinata, ad motum fecundum direCtionem 
direCtioni g G  parallelam continuo follicitari, eoque momento, quo vis

V  -7 7 - in illam incipit agere,' vel quiefcere, vel celeritate y ad motum
IVI

fecundum eandem, vel oppofitam directionem aliunde determinata effe 
fupponatur, tum quaeratur et fpatium, quod illa intra dacutn tempus T  
debeat percurrere, et celeritas, quam intra idem tempus debeat acquirere 

(3 3 '« 3 i6 . §.)•

333 .  C o r o l l a r i u m  2.

Vis invariabilis V ,  datum corpus P Q R  ad motum fecundum directio­
nem g G  per ejus centrum gravitatis g tranfeuntem tempore T  continuo 
impellens, producet motum uniformiter acceleratum vel uniformiter re­
tardatum, fi corpus P Q R  initio temporis T  quiefcat, aut ad motum pro- 
grelTivum celeritate y fecundum directionem gG  vel directionem oppofitam 
g v  jam fit determinatum (332. 307. §.).

334.  C o r o l l a r i u m  3.
Et vicifiim, fi vis V , datum corpus P Q R  ad motum fecundum di- 

reCtionem g G  per illius centrum gravitatis tranfeuntem tempore T  con­
tinuo follicitans, producat motum uniformiter acceleratum vel retardatum, 
prout corpus P Q R  initio temporis X  qniefcit, aut ad motum progrelfn um

R 2 cele-
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celeritate y fecundam direftionem g ( J ,  vel illi oppofitam g v  aliunde eft 
determinatum; erit vis V invariabilis (332 307. §.).

335.  T h e o r e m a ,

S i duo corpora A, B maffarum aequalium M, M a duabus viribus in- 
variabilibus et inaequalibus V, v ad motum fecundum direkYiones per illorum 
centra gravitatis tranfeuntes determinentur, determinat a que continuo follici­
tentur ;  eruntJpatia S ,  s ab illis intra quodlibet tempus ab initio motus 
computatum per cur f  a , et celeritates Cr c intra idem tempus acqui/Uae, inter 
fe  in ratione directa earundem virium , feu erit S : s “ C : c ~  V : v.

D e m o 11 fl r a t i o.
Sit m maflula cujusvis mi ni ma e  particulae utriusque corporis A> B j  

erit per (333. 332. 3 1 1 .  312.  §.) ,

C : c ^ = V — : v —  et S:«=— V  — * v — •
M M ------------- V M V M ’

igitur C : c ; = S : s : = V : v .

336.  T h e o r e m a .

S i autem duo corpora A, B maffas inaequales M , p  habentia a viribus 
aequalibus et invariabilibus V » V  ad motum fecundum diredtiones per illo­
rum centra gravitatis tranfeuntes determinentur, et determinata continuo 
follicitentur;  erunt tam Jpatia S, s ab illis intra quodcunque tempus T  per­
curfa, quam celeritates C , c intra idem tempus acquifttae, inter fe in ratione 
■inverfa maffarum, feu erit C : c !=■ S : s z=. p : M.

De monf t r a t i o .
Si m denotet maffulam cujusvis minimae particulae 'corporis tam A  

quam B ; debebit efle per (333. 332. 3 1 1 .  312.  §.)

C:c =  V ~ ~  et S : s ~ V  “^ - :V

• ... r»  c1 m tnigitur C :c  =  S :s  : =  •*------~ ^ : M .
M /JL

3 3 7 .  T h e o r e m a .

S i duo corpora maffarum inaequalium M, m a viribus inaequalibus et 
invariabilibus V, v  ad motum fecundum direftiones per illorum centra g r a ­

vitatis
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vitatis tranfeuntes determinentur, deternrinataque continuo follicitentur ;  erunt 
tam ipatia S, s ab illis quovis tempore T  confeffa, quam celeritates C,  c 
intra idem tempus acquijitae, inter Je  ut vires divifae per majjas.

De mo n  ft rat io.
Tertium aliquod corpus habetis maffam M, a vi invariabili v ad moj 

tum fecundum direftionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem deter­
minatum , continuoque folliciratum conficiat tempore T  fpatium s 1 , et 
acquirat celeritatem c 1 ; debebit effe per (3 35 ,3 36 . § .)

C : C ? = V : v  et S : s ' e = V : v ;  

c1 : c£= m : M et s >; s = m : M : 

igitur debet efle 

C c ' : c ' c  —  V m : v M  et S s ^ s ^  —  V m r v M ;

t _ V  v V  v
hinc C : c = - tt- : ----- et S :s  =  - r r - : ------M m M m

338- Pr o b l e ma .
Data mcijfa M corporis Z  quod a data vi invariabili V  fecundum dire- 

ffiionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem de quiete ad motum deter­
minetur 9 et dato tempore T  continuo follicitetur;  invenire fpatium S , quod 
idem corpus intra tempus T  percurret, et celeritatem C , quam eodem tem­
pore acquiret.

S o l u t i o ,

1 . Si corpus Z cogitetur ob folam fuam gravitatem de quiete libere
labi; defcendet illud motu progreffivo tempore T  per altitudinem £ = g  1 
et acquiret hoc tempore celeritatem =  2 g T  (325. § .) : motus vero hic
poteft cenferi ab una vi invariabili ponderi ejusdem corporis aequali pro» 
duftus, quae corpus Z  omni gravitate deftitutum fecundum direftionem 
verticalem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem deorfum continuo 
urgeat (332. 321 .  46. §.).

2. Cum igitur corpus Z  a vi invariabili V  ad motum fecundum di­
reftionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem continuo follicitatum 
fpatium S tempore T  percurrat, et celeritatem C acquirat; neceffe eft, 
ut fit S ad g T 2 , et C ad 2 g T ,  ficut vis V ad vim aequalem ponderi 
corporis Z ,  ob (1) per (,335. *

R 3 3. Deno-
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3. Denotante ergo P pondus corporis Z ; habebimus per (2) fequentes
proportiones:

S : g T 1 =  V : P et C i 2 g T : = V : P .

Cum porro omnis vis V «ni ponderi aequetur (295. § .) ; erunt V , P 
quanta homogenea, pro quorum communi menfura ( J4 . §,) certum pon­
dusculum p debebit accipi, eritque

V P V  P
S : g T * 5 = — : —  e t C  : 2 g T -  — : — .

P P P P

4. Pro menfura maffae M corporis Z  fumi debet in hac by-
pothell maffula m ,  eujus pondus aequetur pondusculo p pro men-

M P
fura ponderum V , P fumto, quo flat = = ----- (52. § .) : igitur erit

etiam

S : g T * —  — . J L  et C j s g T — : J L
°  p m p m

. V  M
Quamobrem, quia —— , fuat exponentes rationum geometri­

carum vis V  ad illius tnenfuram p , et m affae  M ad ejusdem menfuram 
fn, li deinceps literae V ,  M eosdem exponentes exprimant, fieut fimiles 
numeri per S, C, T  debefit intelligi (263. §.); habebimus 

S : g T 2 =  V : M et C : 2 g T = V : M ;

hinc S =  g  C z = a r g '^  T .

t - 339.  C o r o l l a r i u m  i.

Cognita igitur altitudine g (323. §.)» per quam quodvis corpus grave 
de quiete libere labens primo minuto fecundo fui lapfus‘ debet decidere, 
facile per (338- §•) determinabitur tam fpatium S ,  quod datum corpus, a 
data vi V invariabili fecundum direftionem per ejus centrum gravitatis 
tranfeuntem de quiete ad motum determinatum et continuo follicitatum, 
dato quocunque tempore T  percurret;, quam celeritas C , quam illud eo­
dem tempore acquiret.

34 0 , C o r o l l a r i u m  3.

E x  ( 3 3 8 - *§.) f luun t binae fe q u e n te s  fo r m u la e ,  q uarum  prior dabit 
fpatium-, quod co rp u s  datae  maffae M ,  a d a t a v i  in var iab il i  V ad motum 

‘ '  - fe c u n .
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fecundum 'dire&ionem  per ejus centrum gravitatis tranfeuntem continuo 
follicitatum , debet conficere, ut id datam celeritatem C acquirat; 
altera vero dabit ipfam celeritatem C , quam illud eo tempore, quo datum 
fpatium S percurritur, debet acquirere.

4 & V  V  M

3 4 1 .  C o r o l l a r i u m  3. '  ,
Quodfi autem quaeratur tempus T , quo corpus datae maffae M , a 

data vi invariabili V  ad motum fecundum direftionem per ejus centrum 
gravitatis tranfeuntem continuo debet follicitari, ut illud datum fpatium 
S percurrat, vel determinatam celeritatem C acquirat; erit per (338. §.)

W l F -  T ~ 1 i v -

343. Corollarium 4.
Quoties datum corpus motu progreffivo ita debuerit incedere,' ut 

illud quovis dato tempore T  determinatum fpatium S conficiat, determina- 
tamque celeritatem C acquirat; toties poterit determinari vis una invariabi- 
lis V ,  a qua datum corpus eo fine fecundum dire&ionem per illius cen­
trum gravitatis tranfeuntem ad motum continuo debebit follicitari: erit 

enim per (338. 34°- §•)

M S JM C  T7 M Cz
V ~ ~ ‘ ; V ?= -

g T *  . 2 g T  4 g ^

3 4 3 .  P r o b l e m a .

Data v i invariabitt V,  quae corpus Z  maffae M , ad motum progref 
fivum celeritate y Jecundum diracfiontm pei' illius centrum gravitatis tranjeun- 
tem aliunde determinatum, ad motum Jecundum. eandem vel oppofitam di- 
reffionem. tempore T  continuo follicitet: invenire tam jpatium  S ,  quod a
corpore Z  infra tempus T  debebit confici, quam celeritatem C , quam illud 
rn fine temporis T  debebit habere*

S o l u t i o .

1 .  Ob (332, 333. § .) quaerendum eft fpatium S ,  quod quaevis mini­

ma corporis Z. particula, ob vim invariabiLem = .V  illam ad motum

continuo
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continuo follicitantem motu uniformiter accelerato vel retardato celeri- 
tateque y inchoato progrediens, intra tempus T  percurreret, una cum 
<?eferitate C , quam iJIa in fine temporis T  deberet habere.

2. Si corpus Z 3 vi Invariabili V de quiete ad motum determinaretur,
continuoque tempore T  follicitaretur; deberet quaevis minima ejus par­
ticula motu uniformiter accelerato puro incedens (333. 338. 3 I 6. §.) fpa­

tium conficere, et celeritatem = 2 g - ~  T  acquirere.

3. Abfente vero omni vi V  percurreret quaevis particula corporis Z
motu aequabili celeritate initiali y  fpatium intra tempus T  (3 16 .

265. §0-
4. Quare, fi dlreftio vis V  corpus Z  ad motum continuo follicitan- 

tis, eadem fit cum direftione celeritatis initialis y , quo cafu motus pro- 
grefiivus corporis Z  debet uniformiter accelerari (333. §.)> percurret ob
(1)  corpus Z  tempore T  fequens fpatium S per (285. §.) fummae fpa- 
tiorum (2) (3) aequale, et habebit in fine ejusdem temporis fequentem 
celeritatem C per (302. §.) aequalem fummae celeritatis initialis y , cele- 

ritatisque (2).

S  =  y T  +  g - ^ - T 2 ; c = y +  2 g - ^ -  T .

5. Si autem dire&io vis invariabilis V  corpus Z  ad motum continuo 
follicitantis oppofita fit direftioni celeritatis y , adeoque motus progreffi- 
vus corporis Z  uniformiter retardetur (333. § .) ; debebit ob (1)  corpus 
Z tempore T  percurrere fequens fpatium S per (286. §.) aequale! diffe­
rentiae fpatiorum (2) (3 ) , et fequentem celeritatem C in fine temporis T  
habere, utpote aequalem differentiae celeritatis initialis y , celeritatisque
(2) per (302. ,

S = y T— g-jjj-T2; C = T  —  ag-jj-T.

3 4 4 .  C o r o l l a r i u m  1*

Cum pro T < J valor celeritatis C fitpofitivus, p ro T rrr——
2 g V  M y . 2 g V

vero fiat celeritas C = o ,  et pro T  > -----r p  induat C valorem negativum
2 g V

( 343- §•)» perfpicuum eft, motum corporis Z  fecundum direftionem
celerita-
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celeritatis initialis 7 uniformiter retardatum i r i , quamdiu fuerit tempus,
• M y

quo is duret, T <  ■——rr ; durabit porro hic motus retardatus tempore
IV) y  ^ M <y2

T — — A j  » intra quod corpus Z  percurret fpatium S =  (343. § .);

crefcente vero tempore ultra — - progredietur corpus Z  ob fo-

lam. vim V  fecundum dire&ionem hujus vis oppofitam direftioni celerita­
tis initialis y motu jam uniformiter accelerato (333. §.)•

3 4 5 .  C o r o l l a r i u m  2.

Si corpori gravi Z  imprimatur determinata celeritas y fecundum di- 
re&ionem verticalem verfus terrae fuperficiem, cum hoc cafu vis V, ipfum 
ad motum fecundum eandem directionem deorfum continuo follicitatura 
debeat aequari ponderi ejusdem corporis; erit V ~ M  (338- §• 4. n .): 
altitudo ergo A , per quam corpus grave Z  hoc cafu intra datum tem­
pus T  labetur, et celeritas C , quam in fine ejusdem temporis habebit, 

erit per (343. §•)
A = y T  +  g T 2; C =  y +  2 g T .

346.  C o r o l l a r i u m  3.
Si vero corpori gravi Z  imprimatur determinata celeritas y fecun­

dum direftionem verticalem oppofitam dire&ioni gravitatis (42. § .) ; erit 
nunc quoque V =  W (345. § •) , corpusque Z  afcendet quovis tempore T  
per altitudinem A =  y T — g T 2 , et habebit in fine ejusdem temporis T

celeritatem 0 : = ?  —  2 g T  (343. §.)» quae pro T  t=  fiet aequalis ni-
(U «

hilo, quo ipfo per T : = ------ determinatur totum tempus afcenfus per
y 2  ̂& _

altitudinem A t=  -----  : per hanc ergo altitudinem afcendet corpus Z
4 S

motu uniformiter retardato (274. §.)» tum labetur deorfum ob folam vim 
gravitatis motu uniformiter accelerato puro (32 1. 274.

3 4 7 .  P r o b l e m a .

D ata maffa M  corporis Q ,  quod a data vi variabili fecundum di- 
reftionem per ejus centrum gravitatis tranfeuntem ad motum continuo ur­
geatur , eo que momento, quo eadem vis in illud agere incipit, quiefcat, aut 
ad motum progrejjivum determinata celeritate fecundum directionem vis im­
pellentis , vel directionem ei oppofitam jam  fit determinatum; invejligare ce­
leritatem , quam corpus Q intra datum quodcunque tempus debebit acquirere. 

Vohmtn II. S  S  0 1 ll-



S o l u t i o .

1.  Quidquid fit vis variabilis corpus Q ad motura continuo follici- 
tans; producet ea motum progreilivum vel acceleratum, vel retardatum 
( 3 3 1 - 332. 302. 268- § .) : quodfi ergo ab eo momento, quo ilia in corpus 
Q agere incipiat, effluat tempus 1 , et celeritas corporis Q in fine hujus 
temporis fit C ; neceile eft, ut, fi tempus 1 crefcat quocunque 'i tempus- 
cu!o A T ,  celeritas C intra hoc tempusculum vel certum incrementum 
AC  capiat, vel decrementum aliquod AC patiatur.

2. Quacunque porro lege vis variabilis corpus Q impellens ad motum
durante motu mutetur, quomodocunque ea ergo tempore T  crefcat vel 
decrefcat, fupponatur illa efle in fine temporis T ,  crefcente.]ue

» tempore T  tempusculo A T ,  hoc ipfo tempusculo incrementum aliquod
A V  capere, vel decrementum A V  pati: quare erit V vis, quae initio 
tempusculi A T  aget in corpus Q; ea deinde toto hoc tempusculo cref- 
cet vel decrefcet, eritque ; =  V +  A V  vel V —  A V in line ejusdem
tempusculi.

3. Si corpus Q toto tempusculo A T  a vi invariabili V  vel V - f  A V
aut V — A V  ad motum continuo follicitaretur; incrementum vel decre­
mentum celeritatis, quod illa hoc tempusculo producerer, efiet aequale 
celeritati, quam eadem vis corpus Q de quiete ad motum determinans et 
tempusculo A T  continuo follicitans intra hoc tempusculum generaret
(332. 303. § .) : idem ergo incrementum vel decrementum eflet per (338.

V * V 4 - 4 V ™ V —  A V
O  2 S~£vT A T ’ vel 2 g -----M------ 3Ut 2 g  M----- A T f

4. Quodfi jam vis.corpus Q tempusculo A T  ad motum continuo
impellens continuo crefcat; erit illa quovis momento durante motu tera-
pusculo A T  nujor quam V et minor quam V - f A V  per (2): incremen­
tum ergo vel decrementum celeritatis A C , quod ilia tempusculo A T  pro­
ducit ( 1 ) ,  debet effe tnajus incremento vel decremento, quod vis inva- 
riabiiis V , et fimul minus incremento vel decremento, quod vis iuva- 
riabilis =  V +  A V eodem tempusculo produceret. Quamobrem habebi* 
mus hoc cafu per (3)

A C >  ■ 2 A T  et fimul A C <  A T.
ivi iVi

• 5. Si

1 3 8  D I S S E R T A T I O  I X.
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5. Si autem vis corpus Q tempusculo A T  continuo urgens continuo 

decrefcat; debebit illa quovis momento durante motu tempusculo A T  
minor efle quam V ,  et major quam V — A V  per (2 ) : incrementum ita­
que vel decrementum celeritatis A C , quod illa intra tempusculum A T  
generat, erit minus incremento vel dccremeBto, quod vis invariabiiis = V ,  
et tnajus incremento vel decremento, quod vis invariabiiis ; = V — A V eo­
dem tempusculo produceret. Quare ob (3) habebimus

A C <J ~ p A T  'et fimul AC >  A T .

6. L eg es, quibus vires variabiles poffunt crefcere durante motu efc 
decrefcere, funt numero influitae poflibiles (294. § .): eft autem impofli- 
bile motum corporis Q ab ejusmodi vi pendentem perfecte determinare, 
nifi nofcatur lex, qua ilia durante motu mutatur. Cogimur ergo fupponere, 
legem, qua vis variabilis V  corpus Q ad motum continuo impellens, crefcit 
vel decrefcit crefcente tempore T ,  quo motus ab illa dependens durat, eo- 
que ipfo etiam funftionem temporis T  eidem vi aequalem eife aflignabi- 
lem, quo pro certis coefficientibus I, m, n, etc. independentibus a tem­
pusculo A T  differentia A V  certae feriei 1A T  +  m A T 2 +  n A T 3 -f-’ etc, 
aequetur (Vol. I. §. 84 )*

7. Hinc (4) (5) (6) fiet pro quovis cogitabili quantumlibet parvo 
tempusculo A T

i r > 2 f r etfimul s T < ‘^ f n + l f (U'r+m 'iTJ+eecJi
vel

etfim ul ^ - ( l A T - J - m A T 2 +  etc.)j

8. E x  his denique expreflionibus obtinebimus per (Vol. I. § - 1 3 1 . )  
fequentem exprelfionem exponentis rationis differentialis celeritatis C con- 
lideratae inftar unius funftionis temporis variabilis T ,  qui, fi crefcente 
tempore decrefcat celeritas, cum fignis contrariis fumetur (Vol. I. §. 132.)

. C = - f -  V * T .

9. Ab hujus exponentis differentialis integratione dependebit jam in­
ventio celeritatis C debitae tempori T ,  quam facile perficies, li antea

S 2 vira
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vim V  per certam fun&ionem vel temporis T , vel ipfius celeritatis C ex­
primas: utroque enim cafu obtinebitur in (8) aequatio differentialis intra 
binas tantum variabiles, nimirum C et T. Ut vero pars conftans quaefiti 
integralis per (Vol. I. §. 238 ) rite determinetur, attendendum eft ad ini­
tium motus datae maflfae : ubi enim ifta de quiete ad motum a dati vi 
fuerit determinata; debebit efle C ^ o  pro T ~ o :  fl vero ea eo momento, 
quo a data vi urgeri incipit, aliunde fit ad motum celeritate y determinata; 
erit C - = y  pro T = o .  N

348. P r o b l e m a .
D ata funUione exprimente celeritatem C , quam corpus motu progref- 

fivo inaequabili incedens intra determinatum tempus T  acquirat;  invunirt 
fpatium  S , quod illud hoc tempore conficiet.

S o l u t i o .

1 . Si tempus T ,  quo motus duret, crefcat quocunque tempusculo 
A T ; debebit etiam fpatium S eo tempore percurfum crefcere aliquo 
fpatiolo A S.

2. Celeritas vero C debita tempori T  capiet tempusculo A T  incre­
mentum aliquod A C  vel patietur decrementum A C , quo fiat, ut celeritas 
corporis initio tempusculi A T  fit C, eaque toto tempusculo A C crefcens vel 
decrefcens in fine ejusdem tempusculi in C +  A C  vel C —  A C  abeat.

3. Quare, fi datum corpus incedat celeritate continuo crefcente; erit 
fpatiolum A S , quod illud tempusculo A T  conficit ( 1 ) ,  majus fpatiolo 
C A T ,  quod celeritate invariabili — C , et fimul minus fpatiolo (C-f-AC)AT, 
quod celeritate invariabili r = C  +  A C  tempusculo A T  percurreretur 
(265. §.)> per (2) ob (257. §.)» eft: erit femper

A S  > C A T  et fimul A S < ( C - f  A C )A T .

4 . Si autem datum corpus progrediatur celeritate continuo decref- 
cente; necefife eft, ut fpatiolum A S ,  quod illud tempusculo A T  percur­
rit ( 1 ) ,  fit minus fpatiolo C A T ,  quod celeritate invariabili C , et majus 
fpatiolo (C —  A C ) A T ,  quod celeritate invariabili r= C  —  A C  intra tem- 
pusculum A T  conficeretur (265. S ) , ob (2) per (257. §.)> id eft: erit 
femper

A S <  C A T  et fimul A S > ( C — A C ) A T .

5. Sed,



5. Sed,  quia celeritas C aequatur certae funttioni ipfius temporis T , 
dari debent coefficientes 1, m, n, etc. independentes a A T , pro quibus fit 
A C  s=  1 A T  +  m A T 2 +  n A T 3 +  etc. (Vol. I. §. 8 4 ) S habebimus ergo 

in (3) (4 )

- ^ r - > C  e t - ^ - < C  +  lA T  +  m M 'i + n A T 5 +  etc.; 

vel

~ r - < C  et —̂ - > C — 1A T — m A T 2— n A T 3— etc. 
za i n i

6. Utroque cafu debebit itaque per (Vol. I. §. 13 1 .)  exponens ratio­
nis differentialis fpatii S fpe&ati inftar unius fun&ionis temporis T  effe

« S =  C « T .

7* Expreffa ergo celeritate C debita tempori T  per certam fun&ionem 
temporis T ,  aut fpatii S ,  vel expreffo tempore per unam funftionem ce­
leritatis C , aut fpatii S ,  compleftetur aequatio differentialis eS  =  C fiT  
duas tantum variabiles, ejusque integratio dabit fpatium S per celerita­
tem C vel tempus T .

3 4 9 .  C o r o l l a r i u m  1 .

In omni motu inaequabili progreflivo, quo intra tempus T  conficia­
tur fpatium S et generetur celeritas C , accepto tempore T  pro variabili 
abfolqta (Vol. I. 4 .), quo fiat fiT =  i (Vol. I. § .1 2 4 .) ,  habebimus per 

(348* § 0
«S __^  eS  ___ e S __ n
« T  £ « T  ~  T f  *

350.  C o r o l l a r i u m  2.

In (348- §•) eft ; pro hoc valore in (347. §•) fubftituto

inveniemus fequentes formulas, quarum ope fubfidio calculi integralis 
relatio inter fpatium S motu inaequabili dependente a vi variabili V  intra 
quodcunque tempus confeftum et celeritatem C , quam mobile in fine ejus­
dem temporis debet habere, poterit determinari, modo ipfa vis variabi­
lis V  per certam fun&ionem celeritatis C vel fpatii S  poflit exprimi.

C£C=-iS_V«S.
S 3 351.C0-
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3 5 1 .  C o r o l l a r i u m  3.

E t confiderato tempore T , quo vis variabilis V  datam malTam M fe­
cundum direttionem per ejus centrum gaavitatis tranfeuntem ad motum 
continuo follicitet, inftar variabilis abfolutae (Vol. I. § .4 .) , per cujus 
fun&iones fpatium S ,  celeritas C, et ipfa vis V  debeant determinari; 
obtinebimus ex (347. 349. §.) fequentem aequationem differentialem, ex 
qua,] fi antea vis variabilis V per congruam fun&ionem temporis T  ex­

primatur, ope primae integrationis quotiens feu exponehs e S ,  et
S  L

ope fecundae integrationis ipfum fpatium S poterit derivari.
2

T t  } = ~ 7 r  =  T T  

« 1  eS =  - ™  V  t T 2.

352 .  T h e o r e m a .  j  t
Fig. 62. Datum quodcunque fy ftm a  plurium tnafjarum A 1, B1, C1 , -  —  -  P< 

(62. Fig.) incedet eodem motu progreffivo, Jeu ftngulae majjae A \  B', C',
-  —  P1 a totidem viribus A, B, C , -------P, iisdem 1 na (Jis proportionalibus
ad motum fecundum dir effio nes a A , b B, c C , -------p P inter fe  parallelas et
per illarum centra gravitatis tranj'euntes contikuo follicitentur, fe u , illis
abjentibus, totum fyftema ab unica V aequali fummae virium A , B, C , ----- P

fecundum divccfionem G V  per centrum gravitatis fyjlem atis tranfeuntem et 
parallelam directionibus virium A, B, C, -  -  -  P ad motum continuo ur­
geatur.

D e mo n f t r a t i o .

1 . Poflibile eft, ut eo momento, quo datum fyftema a datis viribus 
urgeri incipit, totum fyftema vel quiefcat, vel ad motum progreflivutn 
certa celeritate y fecundum earundem virium dire&iones vel direftiones 
illis oppofitas jam fit determinatum ( 3 1 3 .  §•)•

2. Quodfi ergo lingulae maffae A ’, B1, C ',------ p» a totidem viribus
A, B, C, -  -  -  P ad motum continuo follicitentur; debebunt hae ejus-

*  modi motus progreflivos in maffis A 1, B’, C1, ------P’ producere, quales pro­
ducerentur , f i , denotante m maffulam cujuslibet minimae particulae cu- 
jusvis maffae A', B1, C1, -  -  -  P1» quaevis minima particula maffae A1 a

-  c - vi

*4» D I S S E R T A T I O  IX.
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vi A , quaevis maflae B’ a vi B quaevis maffae C1 a v C —̂ —■,

- -  -  quaevis maffae P1 a vi P —— ad motum continuo foilicitaretur 

( 3 3 * - § 0 ': cum igitur per hypothefim fit A : B ; =  A ' : B1, A : C = A ' : C ‘, 

 A : A ':P ‘, adeoque B A , C := A - ~ - ,~ ----- P = ^ A -~ -  »

perfpicuum eft, vires A, B, C , ------ P ejusmodi motus in mallis A ', B ’,
C1 ------ P1 producturas, quales producerentur, fi quaevis minima particula

* . m
cujuslibet maffae a vi r : A  ad motum continuo urgeretur. Hinc et

ex ( 1 )  evidenter jam fequitur, motum totius fyftematis fUturUm progref- 
_ , , , m m . m
fivum, qualem vires aequales A -—̂ - , A —— , etc. producerent, li

ab his, abfentibus viribus A, B, C , ------ P , lingulae minimae particulae
lingularum maffarum A ’, B 1, C ,  —  -  P1 fecundum dire&iones parallelas 
dire&ionibus a A , b B , c C ,  -  -» —  p P ,  ad motum continuo urgerentur 

(318 . §■)•

3. Si vero totum f3'ftema ab unica vi V ^ A - f B - f C - l -  -  -  -  +  P 
ad motum fecundum direftionem G V per centrum gravitatis ejusdem fy­
ftematis tranfeuntem impellatur, quia totum fyftema inftar unius corporis 
rigidi determinatae figurae, cujus maffa aequetur fummae A 1 +  B' +  C1 4 -
------ - f  P1 maffarum illud conftituentium, poteft confiderari ( n 8 - § 0 i
producet vis V  motum progreilivum, qualem, abfenteilla, producerent 
vires aequales minimas quasque particulas maffarum A ’, B 1, C1, - -  -  P1 
ad motum fecundum dire&iones parallelas dire&ioni G V  continuo folli- 
citantes, fi, denotante m mafTulam cujusvis particulae, quaevis earundem

virium aequalium effet = V  A , +  |jl +  ^  _ +  - ■ ( 3 3 , .  §.)> vel

_ n . ( A  +  B +  C +  —  +  P) r  B' 'C ' , . P’ 'V
~ A ' + B '  +  u + - q r p r - m ^ A + A ~  +  a

A ’ +  B ' +  C‘ + -------------( - "p .

ob B = A  , C — A , ------ P = A  ut in (2).

4. Utroque ergo cafu (2) (3), incedef totum fyftema tali motu pro- 
greflivo, quaiig locum haberet, fi lingulae minimae particulae fingularutn 
maffarum A 1, B*, C1, ------ P> idem fyftema conftituentium a viribus aequa­

libus,



libus, quarum quaevis fit , fecundum dire&iones parallelas

ad motum continuo urgerentur, eoque momento, quo vires ejusmodi 
agere inciperent, illae particulae vel quiefeerent, vel celeritate y ad mo­
tum fecundum easdem vel oppolitas directiones ob ( i ,  jam effent deter­
minatae.

3 5 3 .  C o r o l l a r i u m .

Omne corpus, fi illud in quascunque partes, quarum maffae fint 
A ’, B1, C1, ------ P1, mente refolvatur, poteft coiniderari inftar unius fy ­
ftematis plurium maffarum (118- §■)• quodfi ergo datum corpus, vel 
quiefcens, vel ad motum progreiftvum celeritate y jam determinatum, ad 
motum aut ab unica vi V  aequali fummae virium A, B, C, -  —  P fe­
cundum direftionem parallelam dire&ioni celeritatis y et per centrum 
gravitatis totius corporis tranfeuntem, vel a pluribus viribus A, B, C, —
—  P continuo urgeatur, quae totidem corporis partes A 1, B1, C1, -----P1
fecundum dire&iones per illarum centra gravitatis tranfeuntes et directioni 
celeritatis y parallelas ad motum continuo impellant, atque inter fe fint
ut maffae A 1, B1 Cr, ------ P1 ; debebit totum corpus utroque cafu eodem
motu progreffivo incedere (352. §.).

S c h o 1 i o n.

Inter omnes poflibiles maffarum motus fimpliciffimus eft motus pro- 
greflivus, cujus palmares proprietates in praecedentibus expofuimus: ve­
rum, quia ad illius principia determinatio omnium aliorum motuum poteft 
revocari, plurimum intereft, et vim illorum, et ufum quam diftinftiffime 
habere perfpe&um. Eapropter fubjungam exempla aliquot, ufum praece­
dentis theoriae illuftratura, quo melius tyrones ad adplicationes, quales 
per decurfum horum opusculorum explanabuntur, poflint praeparari.

3 5 4 .  P r o b l e m a .

Tig, 63. Data majfa M (63. Fig.) det em inatur de quiete ad motum a vi varia­
bili V  Jecundum directionem G A f e r  ejus centrum gravitatis G tranfeun­
tem , ab eademque tempore T  continuo urgetur; cognita fundtione celeritatis 
C tempori T  debitae, per quam vim V exprimere liceat;  determinare mo­

tum majfcie M.

1 44  D I S S E R T A T I O  I X.
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S o l u t i o .

1 .  Clarum eft, maffam M motu progrefiivo fecundum diredionem G A 
inceffuram C3 3 1 • S O » cujus determinatio ex ig it , ut et celeritas C , quam 
illa intra datum quodcunque tempus T  acquirat, et fpatium S definiatur, 
quod intra idem tempus debeat conficere.

2. Vis maffam M ad motum continuo follicitans crefcit continuo vel 
decrefcit, ita ut in fine temporis T  determinatae fit magnitudinis, quam, 
per hypothefim, determinata fundio V  celeritatis C intra idem tempus 
genitae debebit exprimere. Quodfi, -ergo hanc fundionem loco V  in

(347- §•) fubftituas, compledetur aequatio differentialis « C r= --~ j|— « T

s C 2
binas tantum variabiles C et T , «quae feparatae dabunt —  - ~L e T z

/ S  C 2 £  rr,
- y ~  —  ' ^  ~ T , p<*r quam re­

latio inter celeritatem C «t tempus T  perfede determinabitur.

3. Per (2) poterit inveftigari celeritas C tempori T  debita: fi illa de­
terminetur per quamcunque fundionem temporis T , fubftituta hac fundio- 
ne loco C in (348 - § ) >  obtinebitur nova aequatio differentialis « S ^ C e T  
inter variabiles S et T  feparatas, cujus integratio dabit fpatium S = / C e  T  
intra tempus T  percurrendum.

4. E t  fi fpatium S per celeritatem C determinare cupias, independen-
ter a tempore T ;  fundio V vim impellentem per C exprimens fubftitua-

C  6 C  2
tgr in .(350. § .) : invenietur enim aequatio differentialis —̂ —= .  e S 

inter duas tantum variabiles C, S ,  cujus proinde integratio dabit S perC.

5. Dum vis impellens maffam M fecundum diredionem G A conti­
nuo crefcit, motus progreffivus maffae M continuo acceleratur: aft, fi vis 
illa continuo decrefcat, fieri poteft, ut ea aliquando penitus evanefeat, 
quo cafu motus maffae M initio accelerabitur, tum convertetur in aequa­
bilem, illa determinata celeritate C , quam maffa M eo momento habue­
rit, quo vis impellens evanuerit (293. §.). M >tus aequabilis maffae M, 
cognita celeritate C , qua is perficiatur, per (265. 266 §.) facillime pote­
rit determinari: quamobrem, quia per hypothefim datur fundio celerita­
tis C vim impellentem V exprimens, ponatur haec fundio aequalis nihilo,

Vtlumtn II. T  ef



146 D I S S E R  T A T I O  IX.

et ex aequatione V = o  quaeratur valor pro C : hac etiim ratione definie­
tur celeritas conftans C , qua data mafta M poft certum tempus aequabi­
liter progredietur. Si vero et tempus h o c ,  et fpatium intra illud percur- 

lum nofle cupias; quaerantur aequationes indeterminatae inter C et T ,
S et T  per (2) (3 ) : fi enim in prima aequatione loco C fubltituas celeri, 
tatem conflantem derivatam ex aequatione V r = o ;  obtinebis tempus T , 
intra quod illa generatur: et fi hoc ipfum tempus fubftituas in fecunda 
aequatione inter S et T ;  invenies fpatium S eodem tempore percurfum.

E  x e mp 1 u m.

Maffa M =  1000 tt> determinatur de quiete ad motum a vi variabili 
u £= 100 tB , quae continuo decrejcens eodem tempore et celeritatem y =  6 
pedibus producat, et decrementum d =  io  tfc patiatur;  decrementa Viro, 
quae ipfa intra quaevis duo tempora ab initiq motus computata patiatur, 
fiat inter fe  in ratione direffa 'celeritatum iisdem temporibus genitarum.

I. Sit C celeritas quocunque tempore T  produfta, et D decremeu- 
tum, quod vis initialis u intra hoc tempus patiatur; erit per hypothe^m

t : C ~ d : D ,  hioc D =r —— •
y

Quamobrem vis, qua maffa M in fine temporis T  ad motum fecun­
dum direftionem G A  urgebitur, erit aequalis vi initiali u imminutae de.* 
cremento D , nimirum

d C 5 c
V = » ------- —  =  'o o ------ ------  ffi.

If. Hoc jam valore fubftituto in (347. § .) obtinebimus aequationem 
differentialem hanc :

r* ^  d C rr» p € C 2 (T
f C p =  •( u ------------- ) e T ; feu---------- —  = — £ r - s T .

M \ .  y s  u y —  dC yM

Integrando ergo per (Vol. I. 252. §.) inveniemus 

C o n i*----------- —  lrfg (uy —  d C j ^ =  - 1 * _  T ,

Cum autem maffa M de quiete ad motum determinata fit, adeoque 
pro T f ^ o  etiam C ^ o  eile debeat ; debebit conftans per (Vol. l .§ .  238.) ex

aequa-
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aequatione Conft------ “̂ loguy =  o determinari, nimirum Conft :=: ~ -
loguy:  confequenter erit

- L  I o g u r  g - lo g (u y — dC) =  ^ T ;

tdeoqiie - V ^ -  log — = s  T . ̂ 2gd  6 uy — dC
Porro fiet

• _ «T _  2 g d T  '- 
** u y — d C yM *

Igitur pro bafi e Iogarithmorum naturalium obtinebimus
a g<*T

« r ______ .

ug — dC — *
et hinc fit

^  2  f c d  T  ^

C = — S n r ( - —
d e  y  m

Si vero M , y , d  per numeros datos exprimas, et loco g numerum 
juxta (323. §.) fubftituas, habebis

1 2 - 6 0  
T  =  - - 7 r r  log0,63.5 60 — C *

0,625’ _
60 r , ~ T y

c — ^£=r~  L  ~ *J -
e 12

Nimirum data celeritate C invenietur tempus T , quo illa fit pro- 
du&a, et dato tempore T  definietur celeritas C, fumto pro e valore 
juxta (Vol. I. §. 42.).

III. Pro eadem funftione celeritatis C vim V in ( 1)  expriraente ob­
tinebimus per (350. §.)

CeC= l f ( a — T~) eS; ers °  erit
C _  M y  Ce C

« ----- ---------------- T7T-»
2 g  u y  —  d C

T  2 Integra-



Integratio autem dabit
M y f  x

S ~  2g d2 d C — u y l° g ( u y — d c y  +  Conft.

Cum vero initio motus pro C = o  debeat effe etiam S = o ;  inve- 
nietur valor conflantis per (Vol. L  g. 2 3 8 .) , nimirum

  M y
° —*----- 2 g d ~ '  UY log u Y - f  Conft;

et Conft—  — ^  - -- u y l o g u y .

Quamobrem debet efle.-

s = "  C u * 108 u T H u r  -  ■*. C . ) ’ 1

Et fi pro M, y , g ,  d , ut in (II) fubftituantur numeri, invenietur pro
S  fequens expreffios

s “ -5^ - ( 6o 1° S 6^ = c - c ) -

IV7. Verum vis variabilis V = u ------pro C =  = 6 o  ped.

aequahsynhilo m (I); malTa M incedet ergo motu accelerato, quamdiu 

f uer i t — —  < u ,  hinc C C - ^ L  feu C < 6 0  ped.; pro quavis ejus- 

modi celeritate invenietur et tempus quo illa fit genita, per (U) et 
fpatium S intra idem tempus percurfum per (IH). Utprimum autem 
mafla M celeritatem C = 6 o  ped. acquifiverit; progredietur illa hac ceie 
ntate motu perpetuo aequabili, quovis tempore t confertura fpatium 
C t 6 0 1 ped. Si tempus T  quaeras, intra quod celeritas haec conflans 

C 60 ped. acquiritur, et fpatium S ,  quod intra idem tempus percurritur 
cum pro hac celeritate flat *

‘ ° g  ~6o — C = , 0 g  6°  — lo8 (6 0 — C ) = lo g 6 o ;  

debebit elle per (II) (III)

T = w l o s 6o ;
* E t pro log nat 6 0 = 4 ,0 9 4 34 4  etc. fiet 

T  =  78,611 ;  S =  3564,6 ped.;
Quam-

M 8  D I S S E R T A T I O  I X .
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Quamobrem, fi petatur fpatium S 1, quod rriafla M intra quodcunque 
tempus T 1 ab initio motus computatum debeat percurrerep exiftente 
T '> 7 8 » 6 1” > puta T x:= 7 8 ,6 ” -|-t j  debebit poni

S*:=r3564 ,6 -t-6 o t ped*

3 5 5 ,  P r o b i  e m  a.

D ata maffa M (63* Fig.) quiefcensr a vi variabili V  fecundum direffio- Fig. 
nem G A per ejus centrum gravitatis G tranfeuntem et determinatur ad mo­
tum, et continuo follicitatyr ;  ejl autem vis  V ejusmodi, ut illa per certam 
f  unitionem temporis,  quo motus durat, perfedte poffit exprim i: determinare 
motum maffae M.

S o l u  tio .

1 .  MalTa M incedet nunc quoque motu progreffivo fecundum dire&io- 
nem G A  (331 .  §.)» ad cujus completam determinationem fufficiet et cele­
ritatem C , quam dvita malTa M intra datum tempus T  acquirat, et fpa- 
lium S inveftigare, quod illa eodem tempore percurrat.

2. Cum jam vis V ,  qua matta M in fine dati cujuscunque tem­
poris T  ad motum urgetur, per certam funftionem hujus temporis poflit 
exprim i; fubftituatur haec fun&io loco V  in (347. § .); complettetur ae-

2 g
quatio differentialis — —— V e T  binas tantum variabiles C et T  fe-

paratas, eoque ipfo poterit ope calculi integralis determinari celeritas C 
intra tempus T  producenda.

3. Si porro funttionem temporis T  exprimentem celeritatem C eo­
dem tempore produftam, quam juxta (2) determinare licuerit, in (348-§•) 
fubftituas; obtinebis novam aequationem differentialem «S =  C e T  inter 
duas variabiles S ,  T ,  ex  qua ope calculi integralis invenietur fpatium S  
tempore T  percurrendum.

4. Si conftet, vim mafTam M ad motum urgentem crefcente tempo­
re T  continuo decrefcere; ponatur funftio V  temporis T  vim , qua malTa
M in fine ejusdem temporis urgetur, per hypothefim exprimens aequalis
nihilo, et ex aequatione V  =  o eruatur* valor temporis T :  valor enim 
ifte determinabit tempus T ,  quo elapfo vis mafTam M ad motum follici- 
tans penitus evanefcet; confequenter progredietur poft hoc tempus maffa 
M motu perpetuo aequabili illa determinata celeritate C , quae intra idem

T  3 tempus
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tempus faerit genita, atque hanc conflantem celeritatem derivabis ex ae­
quatione iDtegrali inter C et T  in (2) inventa, fi valorem exaequatione 
y —  o erutum loco T  in illa fubftituas; eodem autem valore loco T  fub- 
ftituto in aequatione integrali inter S et T  in (3) inventa, definietur fpa­
tium S , quod durante motu accelerato eodem tempore mafla M debet 

conficere»
E x e m p l u m .

Majfa M :=iO O otfc impellatur ad motum a vi u r b ic o  continuo'de- 
crefcente, ita ut illa primo minuto fecundo patiatur decrementum d =  2otl?# 
et decrementa intra duo quaecunque tempora ab initio motus computata fm t 
inter f t  ut radices quadratas temporum.

X. Pro decremento D, quod vis u intra tempus T  patiatur, erit 
y f i 11 :^ T = s d  :D := d T  • vis, qua mafla M in fine temporis T  urge­
bitur, erit ergo r

V  =  u —  d T T c= 100 —  20 T T ttj.

- 1 .  Hinc ( i )  per (347- §.) obtinebimus celeritatem C , quam mafla M
intra datum quodcunque tempus T  acquiret, ut fequitur.

‘ C= J ML ( U ~ d T " ) £ T ;

c —  - | f - ( ^ u T —  f d T ^ s = o , 3 i 3 5 ^ o T —  f T 1 )

3. E t  pro hac celeritatis expreflione inveniemus per (348. §.) fpa- 
tium 'S, quod intra tempus T  debet confici, nimirum hoc modo.

e S =  i f ( u T - » dT* ) s T ’

S =  ^ r G u T 2 - T f T 0 = O 'o6 2s 0 5 T « - f T ^ .

11^
4 . Pro V = o  in ( 1 )  fit T ^ =  — : maffa M debebit ergo progredi 

motu perpetuo aequabili, utprimum ab initio motus effluxerit tempus

Celeritas,
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Celeritas, quam intra hoc tempus acquiret, et fpatium, qaod eo­
dem tempore percurret, fiet ergo ob (2) (3)

r
0 = 0 ,3 1 2 5  ^ 1 0 .2 5 — f  • 2 5 ^  =  26,042 ped.

8 =  0 .0 6 2 5 (2 5 . 25*— f  2 5 ^ ) =  455r»292 Pe<l*

5. Maffa M incipiet itaque progredi fecundum direftionem G A motu 
accelerato, intra quodvis tempus T  celeritatem C per (2) acquifitura, et 
fpatium S per (3) determinabile percurfura: verum motus hic non nifi 25 
minutis; fecundis durabit, poft quae erit motus maffae M perpetuo aequa­
bilis, celeritate C =  26,042 ped. perficiendus (4). Spatium ergo , quod 
maffa M , poftquam ejus motus fuerit aequabilis, quovis tempore t percur­
ret; eft C t = 2 6 ,0 4 2 t :  ii autem quaeratur fpatium quocunque tempore 
T = 2 5 xl-f-t ab initio motus computato percurrendum: cum primis 25 
minutis fecundis motu accelerato conficiatur fpatium 8 = 4 5 5 7 ,2 9 2  ped. 5 
erit illud fpatium = 4 5  57,292 -{-26,042 t ped.

D I S 5E R .
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Fig. 64.

*
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L A P S U  C O R P O R U M  G R A V I U  M P E R  P L A N A  I N C L I N A T A  

E T  L I N E A S  C U R V A S .

________ —=-===—===«-------------V

3 5 6 .  D e f i n i t i o .

Plan u m  inclinatum F  G H (64. Fig.) vocatur, quod plano horizontali D E  
{44. §.)’ lub angulo acuto occurrit. Tertium planum idque verticale, 
confequenter perpendiculare ad planum horizontale D E  (44. fecet
tam hoc planum in I K ,  quam planum inclinatum in A C ,  fic ut illud fit 
quoque perpendiculare ad communem interfedlionem G H planorum incli­
nati F G  et horizontalis D E ; deinde demittatur ex A  ad planum hori­
zontale perpendicularis A B , quae interfe&ioni J K  in punftp B debebit 
occurrere; hac ratione obtinebitur in eodem plano verticali triangulum 
re&angulum A B C ,  comple&ens Angulum inclinationis A C B , Longitudi­
nem A  C , Altitudinem A B ,  et Bafim  B C, plani inclinati F  G.

\

357 .  C o r o l l a r i u m ,
Pro angulo inclinationis A C B ” «,  Jongitudine A C =  I, altitudine 

A B : = a ,  et bafi B C  =  b dati plani inclinati F G ,  erit (356. §.)

a  Cof x = :  b Sin oc; a i Sin a ; b 1 Cof a.

S c h o l i o n .

Praecipui cafus, qui in defcenfu corporum gravium per plana incli­
nata poffunt occurrere, in eo confiftunt, quod corpus per planum, fuper 
quo jacet, aut motu lubricationis, aut motu rotationis defcendat: prio­
rem motum concipiet e. gr. corpus figurae cubicae, pofteriorem autem 
corpus figurae fphaericae. In praefenti diflertatione folum motum lubri-' 
cationis confiderare, ejusque genefim et naturam exponere conftituimus, 
ab omnibus hujus motus obftaculis, ut e. gr. eft adfri&us et aeris reliften- 
tia , mentem abftraduri.

g 5 8 .  P r o -



358.  P r o b l e m a .

Dato angulo inclinationis datoque pondere P corporis u x y  fu-
per plano inclinato F G  jacentis;  invenire vim ipfum ad defcenfum follici- 
tantem.

S o l u t i o ,

1 . Cogitetur per centrum gravitatis c corporis u x y  duci planum 
verticale, a quo fecetur planum horizontale D E in 1 K , et inclinatum 
F G  in A C , fic ut illud fit fimul perpendiculare ad communem inter- 
feftionem H G  plani inclinati et horizontalis; neceffe elt, ut, fi ex A 
demittatur perpendiculum A B ad planum horizontale, et ex centro gra­
vitatis c corporis u x y  ducatur cb perpendicularis ad planum inclinatum 
F G , linea item verticalis ca (42. § ) ,  lineae c b , c a ,  et triangulum ABC 
in eodem plano verticali jaceant, triangulumque A B C  ad B reftangulum 
angulum inclinationis, longitudinem, altitudinem, et bafim plani inclinati 
compleftatur (356. §.). Ducatur demum in eodem plano verticali refta 
cd parallela piatio inclinato, adeoque perpendicularis ad c b ; erit angulus 
b e a  aequalis angulo inclinationis a =  A C B ,  et dea illius complemen­
tum ad reftum (35(3. §.).

2. Corpus jam u x y  urgetur a gravitate ad defcenfum fecundum di­
reftionem verticalem (42. §.) eadem prorfus ratione, qua illud omni gra­
vitate deftitutum a vi ejus ponderi P aequali urgeretur, fi haec direftione 
verticali ca immediate in centrum gravitatis c ageret (148. 331 .  § .) : 
quare, cum vis P in punftum c agens direftione c a ,  ob angulum 
b c a  =  & et illius complementum d ea  ad reftum ( 1 ) ,  induas vires polfit 
refolvi, quarum una ^ = P C o fa  agat direftione cb perpendiculari ad pla­
num inclinatum F G  ( 1)  et altera r = P S in a  direftione cd parallela plano 
inclinato ( 1)  per ( 1 1 5 .  § .) ; clarum eft, ab his folis viribus dependere 
defcenfum corporis ux y .

3. Verum , quia planum F G ,  et rigidum per hypothefim (60. §.) et 
immobile, totam aftionem vis ^ P C o l a  dineftione perpendiculari cb 
centrum gravitatis c maffae u x y  verfus illud prementis fuftinet; perfpi- 
cuum eft, hanc vim nullum abfolute motum poffe producere: in deter­
minatione motus maffae u x y  fuper plano inclinato F G  fufticiet ergo fup- 
ponere, praeter vim t = P S i n a  centrum gravitatis c direftione cd paral­
lela plano inclinato, et in eodem plano verticali jacente, in quo jacet

Folumcn IL  U  reftan-
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reftangulum A B C  altitudinem., longitudinem, angulumque inclinationis 
plani inclinati compleftens, urgenrem, nihil etle, quod iu motum maffae 
u x y  quaqua ratione influat (2) ( 1 ) .

359.  C o r o l l a r i u m  1.
Motus corporis u x y  vi fuae gravicatis per planum inclinatum F G  

defcendentis erit progreilivus, quo fingula fjus punfta fecundum direftio­
nes inter fe et plano inclinato parallelas promovebuntur (353. 3 3 i.§ .) .

360. C o r o l l a r i u m  2.
Centrum gravitatis c corporis u x y ,  ubicunque hoc jaceat fuper plano 

inclinato F G , follicitatur ad motum a vi invariabili ^r r f S i na  per pondus P 
ejusdem corporis et angulum inclinationis a dati p.ani inclinati determi­
nata (294. § .) : motus progreilivus, quo corpus ppr planum F G de-
fcendere cogiiur ^359. § ) ,  debet ergo uniformiter accelerari (333.

3 6 1 .  C o r o l l a r i u m  3.

Si in plano verticali tranfeunce r>er centrum gravitatis c corporis 
u x y ,  in quo jacent reftae c b ,  c a ,  c d , et reftangulum A B C  358 §.
I. n ) ,  refta cd ntrinque produci cogitetur; decebit illa occurrere per­
pendiculo A B  produfto in A', eneftoque ad B C  perpendiculo C C 'r :r  
A  A1 =  B B*; erit reftangulum A ^ ’ 0 1 fimile et aequale reftangulo A B C ,  
in cujus hypothenufa A ' L ‘ ctntrutn gravitatis c corporis u x y  per pla­
num F G  defcendentis debet mover» (358 §• 3- n.).

362.  C o r o l l a r i u m  4.

Spatium, quod centrum gravitatis c corporis u x y  per planum in­
clinatum F G  defcendentis tempore quocunque conficiat, dabit fpatium, 
quod ipfum corpus u x y  eodem tempore percurret; et celeritas, quam 
centrum gravitatis c illo tempore acquiliverit, dabit celeritatem corporis 
u x y  intra idem tempus genitam (359. 3 16  g .) : in determinatione motus 
corporis gravis u x y  p^r planum inclinatum F G  defcendentis licebit ergo 
ipfiMi corpus i nitar unius puncti gravis c confiderare, quod per hypothenu- 
fam reftanguli A1 B' C1 angulum inclinationis A1 C* B* =  A C B , longi, 
tudinem A M I = A C ,  altitudinem A1 B1 : =  A B , et balim BI C1 = B C  
plani inclinati conipleftentis, cogatur defcendere (36 1. 358. j .  n.).

363 . Co-
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363.  C o r o l l a r i u m  5.

Ut vero omni cafu motus corporis u x y  fuper plano inclinato rite 
determinetur, fupponatur id omnis gravitatis effe expers, et a v i = P S i n « ,  
per pondus P ejus maffae proportionale et angulum inclinationis a dati 
plani determinata, ad motum fecundum direftionem per ipfius centrum 
gravitatis tranfeuntem atque longitudini plani inclinati parallelam conti­
nuo follicitari (358- §• 3- n.).

364.  C o r o l l a r i u m  6.

E x  (360. 275. 28 1. 282. §.) generatim fequitur, fpatia, quae a cor­
pore gravi per planum inclinatum de quiete defcendente diverfis tempo­
ribus ab initio defcenfus computatis percurruntur, effe inter fe , ut qua­
drata eorundem temporum, celeritatumque intra haec tempora genitarum; 
ipfas vero celeritates effe inter fe in ratione fimpiici direfta temporum. '

365 .  P r o b l e m a .

S i corpus grave in punffio f  plani inclinati A B C  exijlens (362. §.) Fig. 65. 
defeenfum verjUs C celeritate y inchoet;  invenire fpatium  s, quod illud dato 
tempore t percurret, et celeritatem c , quam in fine temporis t habebit.

S o l u t i o .

Sit P pondus corporis et maffa ei proportionalis (52. § .) , angulus 
autem inclinationis fit a =  A  C B ; erit ob (303. §.) per (343. 4. n.).

P Sin x „ P S i na  t
s : = y t  +  g — ------t2 , c —  y +  2 g  p------ t :

debet ergo effe 

S5=*y t - f g t 2 Sin a ;  c —  y +  2 g t  Sin *.

36 6 . C o r o l l a r i u m  1 .

Si quaeratur tempus t ,  intra quod corpus in punfto f  plani incli­
nati exiftens, defcenfumque celeritate y inchoans datum fpatium s = : f C  
percurret, et celeritas c ,  quam illud in punfto C habeat; erit per

(365. §.) ■

t - . / C M » » n « + 3 2 - - y  c = / ( 4 g s S in *  +  y2).
2 g 5 lQ 1 y

U  3 367. Co«



367.  C o r o l l a r i u m  2.
Ponamus autem corpus grave exiftens in pun&o f  plani inclinati

defcenfum per fpatium f C = s  inchoare celeritate y  debita altitudini A k
determinatae per parallelam fk  b.tfi B C ,  et quaeri tam tempus t defcen-
fus per fpatium f C ,  quam celeritatem corporis in pun&o C :  cum hoc
cafu fit y = a /  g- A k per (329. § .} ,  et Sin « =  Sin A  C B  Sin A  fk  =  

A k I? k
~ r habebimus ob (366. §.)

/ ( 4 g . f C . - 2 ^- +  4 R . A k ) - 2 / g . A k  
t = ----------------

»5<> D I S S K R T J T I O  X.

2 g  Sil! a  1

c = : Z ( 4 g . f C .  +  4 g . A k ) :

adeoque erit 

^ ---- ^ A. k— . e t c  =  2 / g . A C .
*tn <* \/

368. C o r o l l a r i u m  3 .

Si corpus grave fuum defcenfum per planum inclinatum de quiete 

inchoet, erit yz=zo in (365. §.)r et S in a —  - p  (357. § .) :  datis ergo an­

gulo inclinationis *  =  A C B ,  longitudine 1—  A C , et altitudine a ~ A B  
plani inclinati, poterit determinari tam fpatium s ,  quod corpus grave de 
quiete defcendens per planum inclinatum quovis dato tempore t ab initio 
defcenfus computato conficiet, et celeritas c ,  quam eodem tempore ac» 
quiret, nimirum per (365. §.).

s ^ = g t 2 Sina — c =  2 g t S i n a  = -  ,

36 9 .  C o r o l l a r i u m  4.

Tempus t ,  intra quod corpus grave per planum inclinatum de qniete 
defcendens datum fpatium s conficiet, celeritatemque c acquiret, erit 
per (368. §.)•

I s 

g
c 1 c •

i 1
370. Co-

t —  S *  s ■— /~_
V g Sin x V ga

* 2 g Sin at 2 g a
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370 . C o r o l l a r i u m  5.

E x  (369. 368- §■) nafcentur porro (Vquentes formulae, quarum prior 
dabit fpatium s a corpore gravi per planum inclinatum de quiete defcendente 
conficiendum, ut illud datam celeritatem c acquirat; pofterior autem dabit 
celeritatem c, quam idem corpus defcendens per datum fpatium s acquiret.

c2 lc 2
s = ------------------------------- —-----= ------ ;

4 gvSin x  4 g a
, / - £ !a s

c =  2 sf g s Sin y  — --------- ♦*

37 1 .  C o r o l l a r i u m  6.
Si duo corpora gravia de quiete defcendant per duo plana inclinata, 

quorum anguli inclinationis fint u, x ' ; erunt fpatia s, s1 eodem tempore T  
percurfa, et celeritates c, c' intra idem tempus acquilitae inter fe ut finus 
angulorum inclinationis: erit enim per (368 §•)

s =  g T 2 Sin a ; s,=  g T 2 Sin«! ; 
c ~ 2 g T S i n a ;  c1— 2 g T S i n a T: 
igitur s : s1 =  Sin x : Sin a’ =  c ; c1.

373. C o r o l l a r i u m  7.
Tempora t , t ,  intra quae duo corpora gravia per integras longitudi­

nes 1, L duorum planorum inclinatorum, altitudines a ,  A habentium, de 
quiete defcendant; erunt inter fe, ut longitudines divifae per radices qua­
dratas altitudinum, nimirum per (369. §.)

V g a  V g A
I L

igitur t : T
y /  *  y /  A

373. Corollarium 8.
Tempora t, T  defcenfus duorum corporum gravium per integras lon­

gitudines duorum planorum inclfnatorum ejusdem altitudinis a =  A ,  vel 
ejusdem longitudinis l = L ,  erunt inter fe ut ipfae longitudines cafu pri­
mo, vel in ratione iuyerfa radicum quadraticarum ipfarum altitudinum 
cafu altero, feu erit (372. §.)

t : T  — l : L  pro a =  A ; 
t : 1 A ; pro 1 = L ,

U 3 374-Co.



374.  C o r o l l a r i u m  9.

Theoria motus corporum gravium per plana inclinata defcerdentium 
poteft fervire ad inveftigandam altitudinem g ,  per quam corpora gravia 
de quiete iibere labentia primo minuto fecundo decidant (325. § ). Tempus 
ejiim defcenfu* corporis gravis per totam longitudinem s =  l dati plani incli­

nati eft t =   ̂ v (369» §•;: hoc eigo erit eo majus, proinde eo

facilius accuratiusque poterit illud obfervari, quo major fuerit longitudo l 
plani inclinati, quove minor fuerit angulus inclinationis x. Quamobrem,
(i conftruatur planum inclinatum notabilis longitudinis 1 et parvae altitu­
dinis, ut eo minor fit angu us inclinationis, tum obfervetur tempus t, 
intra quod grave aliquod corpusculum per totam longitudinem 1 defccn-

dat; invenietur g =  ■t2 b in Pf

S cliO 1 i 0 n.

Indubium eft, facilius obfervari tempus t defcenfus corpusculi gravis 
per longitudinem plani inclinati, quam tempus liberi lapfus per certam 
altitudinem (327. §.); certum porro eft, quod, fi fuperficies plani incli­
nati probe laevigata fit, et corpusculum grave fuper illo defcendens figu­
ram fphaericam habeat, adeo exigua fit futura refiltentia ab adfriftu pen­
dens, ut illa penitus contemni queat: verum femper aderunt alia motus 
obftacula (e. gr. acris refiftentia), ob quae alia, hac accuratior,,methodus 
inveftigandi altitudinem g merito defiderabitur.

375.  T h e o r e m a .

Tempus defcenfus corporis gravis per totam longitudinem 1 dati plani 
inclinati eji ad tempus liberi lapfus per altitudinem a ejusdem plani, Jicut 
longitudo 1 ad altitudinem a.

D e m o n f t  r a t i o .

£i corpus tempore T  defcendat per totam longitudinem s = l  plani 
inclinati, vel tempore t per illius altitudinem a libere labatur; erit

T - V ^ r  Per (369- §0 ; 

t per ( 3 2 6 - n

adeoque erit T  *. t :=
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376 .  T  ii e o r e 111 a.

Celeritas t quam corpus grave per totam longitudinem 1 plani inclinati 
de quiete defcendens potejt acquirere, aequatur celeritati debitae altitudine a 
ejusdem plani (329. §,).

D e m o n fi r a 1 1' o.

Celeritas in defcenfu per totam longicudinem ls = s  dati plani incli­
nati acquifita e r i t c ^ = 2 ^ g a  (370. %.): haec ipfa vero celeritas debetur 
altitudini a ejusdem plani inclinati (329. §.).

3 7 7 .  T h e o r e m a .

S i f e  ad longitudinem A  C perpendicularis occurrat altitudini A B plani 
inclinati produSfae in e ;  debebtl corpus grave in A exiftens eodem tempore 
per partem A f  plani inclinati dejeendert, quo tempore illud liber0 lapfu 
altitudinem A  e percurreret.

D e m o n f t r a t i o .

1. Tempus per A f  eft t =  - (369.  %.): tempus vero liberi

lapfus per altitudinem A e  debet eile T  : =  (326. §.).

2. Sed in triangulis, ad B, f  reftangulis et inter fe fimilibns, A C B,
a r  • r

A f e  e/1 A B : A C = A f : A e :  debet ergo effe A e = — ———  , hinc
A  i i

t = T  in (ij).
3 7 8 .  C o r o l l a r i u m  1 .

Dufta ad pun£lum infimum C perpendiculari hC  ad longitudinem 
plani inclinati A C ,  quae ejus altitudini A B  produttae in h occurrat; 
erit tempus defcenfus corporis gravis per totam longitudinem A C plani 
inclinati aequale tempori Uberi lapfus per altitudinem A h (377  §•)*

3 7 9 .  C o r o l l a r i u m  2,

Cum chordae A C ,C h  (66. Fig.) infiftentes diametro Ah dati circuli Fig. 66- 
fint ad invicem perpendiculares; patet, cur corpus grave eodem tempore 
p«r datam qnamcunque chordam A C  circuli fifum verticalem habentis 
debeat dt-fcendere, quo illud libere labens per diametrum verticalem A h  
ejusdem circuli decideret (378- §•)• diameter verticalis A h ,  et omne* 
ch-Muae A a , A b, A c ,  fi per illas totidem corpora gravia defcenduntj per­
currentur eodem tempore, id eft, erunt Jpatia  inlochrona.

3 8 0 .  P r o .



F i g .  65

rig. 67.

380.  P r o b l e  m a.

Corpori gra vi in punfto infimo C plani inclinati A B C  (65. Fig.) exi- 
flenti impreffa fit celeritas y ,  qua illud fecundum direftionem parallelam plano 
inclinato A C per idem planum motu progrefjivo verfus A cogatur afcendere:  
invenire /patiunt s —  C f  dato tempore t confidendum, et c e terit atem c, quam 
idem c o r p u s  in fine temporis t in punfto f  plani inclinati habebit.

S o l u t i o .

Si P fit et pondus et ei proportionalis maffa corporis gravis (52. §.); 
debebit effe ob (363. §.) per (343. %.)

P Sin a  P S in a
s t = y t  —  g -----p----- t2 ; c :=<y— 2 g ----------- 1 :

ergo s =  y t  —  g t 2 S in»; c —  y —  2 g tS in « .

3 8 1 .  C o r o l l a r i u m  1 .

Tempus t ,  quo corpus grave motu celeritate 7 in C inchoato per 
partem s =  C f  plani inclinati A C  afcendet, et celeritas c ,  quam in F 
habebit, invenietur ex (380. §•), ut fequitur:

c =  / ( r > - 4 g«Sin«).
2 g bina

3 8 2 .  C o r o l l a r i u m  3 .
Afcenfus corporis gravis per planum inclinatum C A in C celeritate y 

inchoatus fiet celeritate c continuo decrefcente (380. §.); ubi haec eva­
nuerit, corpus vi fuae gravitatis defcendere incipiet. Fiet vero celeritas

y
C — o pro t =  ~ gijing (38o. § .) ,  et Pro h ° c valore temporis t erit

s — — L ----- (380. § .) :  afcenfus ergo in C celeritate y inchoatus dura-
4 g  Sin x ' y z

bit tempore feu per fpatmm * = C f =  ■ ■

' 383-  P r o b l e m a *

Punftum mobile P progrediens in refta D A (67. Fig.) in A celeritate C 
praeditum cogitur motum in refta A B  ad priorem fub dato angulo B A E
—  x inclinata continuare;  invenire celeritatem, qua illud in A  hunc mo­

tum inchoabit.
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S o l u t i o .

1 .  Punftum P exiftens in A  talem habet per hypothefim celerita­
tem C ,  qua illud, abfente omni caufa ejus motum furbante, proximo 
minuto fecundo vi folius inertiae certum fpatiolum A b  motu aequabili 
percurreret (271. 292. §.) ,  adeoque, dufto ba ad A B  perpendiculo, ad 
diftantiam ab a refta A B ,  et ad diftantiam A  a a punfto A promovere­
tur: quare cum primum refta immobilis A B ,  in qua punftum P in A  
exiftens motum continuare cogitur, penitus impediat; manifeftum eft, 
punftum mobile P per celeritatem C in A fic effe ad motum determinatum, 
ut illud vi folius inertiae fpatiolum A a proximo minuto fecundo motu 
aequabili fuper refta A  B deberet conficere.

2. Quamobrem, dum punftum P eam celeritatem C  fecundum di­
reftionem A E  habet, qua illud motu aequabili fpatiolum A b  proximo 
minuto fecundo percurreret; cenfendum eft punftum P talem habere ce­
leritatem fecundum novam direftionem A B ,  qua illud motu aequabili 
fpatiolum A a “ A b CofB A E  —  A b C o f*  proximo minuto fecundo confi­
ceret ( 1 ) ,  id eft: pro celeritate C = A b  fecundum direftionem A E  ha­
bebit punftum P in A celeritatem c =  A a — C C o fa ,  qua illud motum di­
reftione A B  debebit inchoare (264.271.  §.)*

38 4 . C o r o  l l a r i u m  1 .

Si punftum mobile P celeritate C incedat in refta D A  motu aequa­
bili, et in A cogatur fuper refta A B  fub dato angulo a =  B A E  ad DA 
inclinata motum continuare; progredietur illud fecundum direftionem A B  
motu pariter aequabili celeritate c =  CCofa  eo majore, quo minor fuerit 
angulus inclinationis « ^ B A E  (383- § 0 ; erit autem haec celeritas, ob 
C o f a ~ l ,  femper minor celeritate C ,  decrementumque celeritatis ob 
curvedinem viae D A B  in punfto A  erit = C — C C o fa := C S in  v oc.

385.  C o r o l l a r i u m  2.
Punftum mobile P in A  ad motum aequabilem fecundum direftio- Fig. <Jg. 

nem A a celeritate y determinatum (68- Fig.) cogatur moveri in Jinea
A B C D E F G H  ex reftis A B , B C , ------ GH numero quocunque n com-
pofita, quarum quaevis ad proxime praecedentem fub determinato angulo
*  =  a A B  = b B C  =  c C D  = d D E ^ = e E F =  f F G = = g G H  fit inclinata: 
progredietur punftum P per A B  celeritate =  7 C of# , et decrementum 

Volnmin II. X  celeri-
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celeritatis ob angulum in A erit t = y S i n v « ;  adeoque incedet idem 
punftum per B C  ccleritate “ yC o f«2 , et decrementum celeritatis ob 
angulos in A ,  B erit = y S i n v ^ 2 ; hinc fiet celeritas punfti P per C D  
incedentis : = y C o f a 3, et decrementum celeritatis ob angulos in A, B, C 
erit : = y S i n v « 3; et fic generatim erit y C o fa 11 celeritas, qua punftum P 
per G H  incedet, et decrementum celeritatis initialis y ob omnes angu­
los A ,  B, C, -  -  -  G erit ySinva*1 (384* §■)•

386. C o r o l l  a r i u m 3»
Sit A E H  curva quaecunque nullibi per cufpides autjpunfta regreffus 

(Vol. 1. §, 441.) interrupta; pollibile erit, dufta ad A tangente A a  chor­
das A B, B C , C D , ------ G H  ita ducere, ut quaevis illarum ad proxime
praecedentem fub angulo « = a A  B inclinetur. Quidquid fit numerus n- 
harum chordarum, debebit punftum mobile P ,  fi id in A ,  ad motum ae­
quabilem celeritate y fecundum direftionem tangentis A a determinatum, 
cogatur moveri in linea A B C D E F G H  ex iisdem chordis compofita, 
111 H habere celeritatem : = y  Cofa11, et per totam viam pati decremen­
tum celeritatis t = y S i n v a n (385* § 0 : quo minor fuerit angulus 
eo minores, eoque plures erunt chordae A B, B C , —  -  G H  in curva 
A E H ;  celeritas yC of& n punfti mobilis P in H erit eo major, et decre­
mentum celeritatis y S iu v a u ob viae in A, B, C , ------ G eurvedinem eo
minus; pro » ~ o  fieret decrementum celeritatis y S in v a n= : o ,  et celeri­
tas punfti P in H punfto yC o fa nr= y .  Quare, cum curva A E H  fit li- 
mes, ad quem linea ex chordis A B ,  B C , —  -  G H  compofita eo propius 
debet accedere, quo magis decrefcit angulus a t z r a A B ,  quemve illa eo 
duntaxat determinato cafu attingeret, fi fieret a : = o ;  clarum eft, punftum 
mobile P, in A fecundum direftionem tangentis A a ad motucn aequabi­
lem celeritate y determinatum, fi illud in curva A E H  moveri cogatur, 
eandem celeritatem y , confefta via A E H  in punfto H ,  proinde in quo­
vis punfto ejusdem curvae habiturum.

387.  C o r o l l a r i u m  4.

Si ergo punftum mobile P in data curva A E H  progrediens a vi qua­
cunque x in quovis punfto curvae fecundum direftionem tangentis eidem 
punfto debitae ad motum urgeatur; debebit celeritas punfti P ob con­
tinuam vis x  aftionem eadem prorfus lege mutari, qua mutaretur, fi

- punftum
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pundum P a vi x perpetuo fecundum eandem diredionem in utia reda ad 
mo mi lollicitaretur: fecus enim deberet ob folam viae curvedinem certa 
mutatio in celeritatem redundare, contra (386. §.).

3 8 8 - P r o b i  e m  a.

Data aequatione ad curvam B D (69. Fig.) inter ejus coordinatas or- pig. 69, 
tnogonas x = r £ a ,  y r r P a ,  in qua majja M injiar unius puncti conjiderata 
moveri cogatur, dataque vi invariabili, quae illam in quovis curvae puncto 
P Jecundum directionem P b parallelam axi abfcijjarum E D ad motum /ot­
ii citet ;  invenire tempus T motus per arcum BP =  s , et celeritatem C ei- 
dem tempori in puncto P debitam.

S 0 1 u t i o.

1 .  Sit V  vis, quae maffam M in P exiftentem fecuudum diredionem 
Pb parallelam axi abfciffarum E D ,  adeoque perpendicularem ad ordina­
tam Pa ad continuationem motus per arcum PD urgeat; poterit, duda 
ad P tangente P f ,  et ad hanc perpendiculari P d , vis V  in duas vires 
refolvi, quarum una ^ = V C o f fP b  in pundum P agat diredione P f ,  et 
altera =  VSin l 'Pb  diredione Pd ( 1 15 .  §.)• Malia M premetur ergo a 
v i ^ = V S i n f P b  verfus curvam BD in P fecundum diredionem Pd per- 
pendicuiarem ad tangentem f P ;  curva BD  utpote rigida et immobiiis 
fuftinebit ergo totam adi o nem vis V S i n f P b  diredione Pd agentis.
Quare debet maffa IVI fic conflderari, ac fi ilia in quovis pundo P curvae 
ab una vi =  V C o f f P b  fecundum diredionem tangentis P f in eodem 
pundo ad motum urgeretur, unde neceffario fequitur, ob (386, §.) per 
(350. §.) debere effe

^ ^ \ f  CoffPb
C fiC = = 2 g - ^ j --------- s s.

2. Sed ob angulum redum aPb eft C o ffP b  :rr Sin a P f
es

(Vol. 1. §. 455- 469.): hoc itaque valore fubftituto in ( 1)  habebimus

V
C f i C = 2 g l w " 6X-

Quodfi jam aequatio haec ita integretur, ut pro x — E F ^ r e  fiat ce­
leritas maffae C ~ o  in pundo B ;  debebit effe

i  C 2 =  2 x  +  Conft, ec 0 :=  e - f  Couft;

X  2 hinc
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t .  „  2 « V  x n z ____ 2 f r V  2  fcV
hinc Conft — ------- e ,  * C ---------------_  x ------- _ _ e ;

adeoque C = 2 y /  — ^ — (x —  e).

3. Inventa celeritate C debita tempori T  motus per arcum s ~ B  P, 
habebimus ob s s y 2 4 *« x2) (Vof.L  §.469.) et e sz=:C  £ T  ^348-

£ S
hinc s T r =  — , fequentem, exprefTionem pro s T ,  ex qua, data ae-

quatione inter y  et x ,  derivabitur T ,  fi s T  fic integretur, ut pro 
x £ = E F ; = e  fiat T  : =  g,

^ __  /  (g y 2 +  gX2)  ____ T ___  / C s v 2+ £ X 2)

389* C o r o l l a r i u m  1*
Curva B D  jaceat in plano verticali, in eodemque plano fitus fit axis 

sbfciffarum E D ,  quo ordinatae orthogonae P  n fiant horizontales; debe­
bit hoc quoque cafu maffa M inftar punfti fpeftata, fi illa per curvam 
B D ,  a vi invariabili V  perpetuo fecundum direttionem verticalem ad 
motum deorfum follicitata, defcendere cogatur, confe&o a r c u s : = B P  in­
tra tempus per aequationem different i aletn

T_ _____ 1_____  / fry*-f-«x»)
£ l —  * / ( X  — e)

- W ~

determinatum» in punfto P habere celeritatem

pro x — E a ,  e : = E F ,  et y  =  P a  (388 §•).

390. C o r o l l a r i u m  2.
Quodfi ergo corpusculum grave, cujus pondus et maffa illi propor­

tionalis fit M (52. § .)y per curvam B D  in plano verticali jacentem vi 
folius gravitatis cogatur defcendere: cum vis , qua illud quovis momento 
fecundum direttionem verticalem deorfum urgetur, ejus ponderi M debeat 
aequari; acquiret idem corpusculum in defcenfu per arcum B P celeritatem 

C c ^ 2 / g ( x  —  e ) ~ 2 /  g . F a ;
* ' tempus



tempus autem defcenfus per eundem arcum licebit ope calculi integralis 
ex  aequatione differentia!! .  v •

s T = ___ L _  ,
* / b  \/(x — e>

elicere, modo nofcatur aequatio ad curvam B D  inter ejus coordinatas 
x = E a  et y = P a  (389. § . ) . .

3 9 1 .  C o r o l l a r i u m  3 .
Proprietas generalis dmnium curvarum BD  per nullas cufpides, tiul- 

laque punfta regreffus interruptarum erit haec: celeritas, quam corpus­
c u l u m  grave in defcenfu per quemcunque arcum B P  ejusmodi curvae ja­
centis in plano verticali poteft acquirere, aequatur celeritati, quam illud 

Jibero lapfu per altitudinem F a  acquireret (390. 339. §.)

3 9 2 .  P r o b l e m a .

D ata diametro E  D "  2 r circuli genitoris cycloidis G DH jacentis in 
plano verticali i  invenire tempus T ,  quo corpusculum grave de quiete per 
arcum B P decidat.

S o l u t i o .
1.  Pro x = E a ,  y r = P a ,  e r = E F ,  et z =  a D , erit z =  2 r — x , s zz=z

—  e x :  igitur per (Vol. I. §. 609) e y — — e x  y /^ 2

2. Quare fubftituatur ifte valor loco s y  in (390. § .} ;  obtinebimus 
aequationem differentialem

T _  1 . / t ^ 7 + , x 0  1_________ » / a r _____j

6 2 / g  v ^ x  — e) 2v g  * /C 2c— ; * y

feu . ----- -----------—P ------------------
v 2 S C—  2 r e + ( 2 r  +  e)x —  x2j

Hinc integrando per (Vol. L 2^6.) inveniemus

T  . Arc Sin 2 K ~ (2 r  +  e> + C .
* 2 g 2 r  —  e

Verum pro x = E F = e  habetur initium defcenfus io pantto B ,  p ro ­
inde T e= o : igitur debebit efle

• Arc Sin » - ( 2 r +  e2 -
v 2 g 2 r  —  e

X  3 et

P I S S E R  T A T I O  X.  165
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et C s = - V< J L  • A r c  Sin - Arc'Sin-1,

feu Conft =  * Arc Sin I =  i  x  ♦2 g
Confequenter debet elTe

_  . .  2 x — (2 r 4-e) r
(Arc Sm ---- —  -------- +  * »  ^ — .

393.  C o r o l l a r i u m  i .
Si x t = E a  abeat in x =  E D ,  abibit arcus cycloidis B P  in B D :  pro 

x = = E D  =  2 r  erit ergo ob (392. §•) tempus defcenfus per arcum eycloi- 
dis BD

T==(ArcSin-|£^^ + | ^ v̂ - = (;ArcSini +  4»;,v/ f ^ - .  1 

f e u T c a r + i r ) / ^ = * / ' ^ .  _ ■'

394» C o r o l l a r i u m  2.

Tempus ergo defcenfus corpusculi gravis per quemvis arcum B D  
cycloidis jacentis in plano verticali, ita ut diameter E D  circuli genito­

ris axem cycloidis exhibens fit verticalis, eft conftans “ T y ^ ^ - ( 3 9 5 .  §.): 

quotcunque idcirco arcus DP, D B, DH ex vertice D abfeindantur; debe­
bit corpusculum grave per quemvis areum ex P, B, H eodem tempore ad 
D decidere, id eft; cyclois eft. linea tautochrona-

395. P r o b l e m a .

Sit G D H  femicirculus radio r =  E D  defcriptus jacens in plano verti­
cali, ita ut diameter G H horizontalis, et radius E D  verticalis: inve­
nire tempus T , quo data majja M inftar punfti fp  effiat a per arcum B P de­
bebit defcendere , f i  illa a data vi invariabili V  perpetuo Je  eundum directio­
nem verticalem radio E  D parallelam ad motum deorjitm urgeatur.

S o l u t i o .

I. Pro abfcifils a centro E  computatis x — E a ,  et ordinatis ortho- 
gonis y = P a ,  exiftente E F = e ,  debebit elle per (389. §.)

1 \ f  (eyH -ex*)
s T =

Z 1
« V  V (* “  e)
M Fiat
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Fiat vero z ^ D a ,  et bt=;FD; erit x : = r — z ; f ix£ 5 —- e z f et 
e := :r—-b : cum ergo fit

y : = / ( 2rz_ z*) ; 6 y = _ ^ T _ i ) ^ _ ; erit

   1  v  v. 2 r z  —  z 2 ____ y  ^

2 / 1  

feu f i T ~  —

? V  / ( r  — z) — ( j —  b) *
M

r e z

2 (2 t z — <b ~

Sed decrefcente variabili z — Da crefcit arcus B P ,  etj tempus T 
defcenfus per eundem arcum : debet ergo poni

r e z
■T =

? Z l l i Y — z 2. ( 2 r — z ) 2 . (b— z ) z
V M

2. Ut jam exponens "hic difFerentialis juxta (Vol. I. §. 361. Schol. 2.)

poffit integrari, refolvatur funftio (2 r — z)  ̂= --------- — -—  in feriem
(2 r — z) 2

infinitam per (Vol. I. §. 53.) , et finguli ejus termini ducantur in
- r J n  * e x  . . debebit effe in ( 1)

g V
M

s z

\
a fi Z  I

(b — z ;  y

*  V. z Tv^(b —  z )

, _________J_ 1 . 3 •  5 . . . ( a n —-O ' 2
2 . 4 . 6  . . . 2 n (2 r )u y f  (b

Faftor fub vinculo continet feriem, cujus finguli termini poft pri­
mum ordine naturali fequentes ex parte indeterminata ejusdem faftoris 
derivabuntur, fi fucceflive fiat b s = i , n ; = 2 ,  n c = 3 ,  n ^ 4 ,  et fic 
porro.

3. Captis itaque fingulorum terminorum integralibus in (2), debe­
bit fieri
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e z

— + .....................\ f  (b — z)
2 n— I ^

| * -3«_5 - ■ • (2 n— 1) f i  *  ez ^
2 . 4 . 6  . . , 2 n i 2 r vwb — z) y  'V' Cb— z)

4. Sed per (Vol. I. §. 28 f.  302.) erit primum et fecundum inte- 

grale
e z  2 z — b

“b *
/ - ------ — ------- : =  Arc Sin

J  z T / ( b  — z)
2n — 1 ,  2 n 1 «n — \

P  z j  ez  f ____________________________ z 2___ ( 2 n —  1) b z 2
«✓ w^Cb— z) Vf  (b— z) V  2 n 2 n (2 n — 2)

an — f
2 n — i)  (2 n —  3> b2. z 2
2 n (2 n —  2) (2 n —  4)

_  f ? ° - 0 ( » n - ^  . . f . S . b - i j T S  2 / c b . 2 )

2 n (,2 n —  2) -  -  -  -  -  4 . 2  y  
- t . ( 2 n— 1) (2  n —  3 ) .  — ; .  I ^  Arc s .n a « - b

1 2 n (2 n —  2 ) - ----- 4 . 2  b

5. Quare, fubftitutis his integralibus (4) in (3), inveniemus pro
tempore T  fequentem expreflionem ;

T * = - * f ^ ) * [ C Area" " 2T : : L + .........................
1 i 2. 32-52 -(2 n i )z.b n 2 2  — b >

22.4 2.6 2. . - . (2 t0 2( i 7 p ~ ’ ArcSin b~~ )

2*n— 1 2 n •— 5
_ 1 . 3 . 5 . . . (an  — * ) ( 1 ( 2 n —  i ) b z  ~

2 . 4 . 6 .  . . 2 n ( 2 r ) u v. 2 n '

4 - (2 n —  Q (g n  —  3)b2. z
* 2 iH 2 n —; 2) (2 n — 4)

2 n (2 n —  2) 

2 n  —  ?

, (2n— i)(2n— 3 ) ---- 5-3-bn~ r. z * ^  "I
2 n ( 2 n — 2) -  -  - - 4 . 2 J 2S0> z)J +  C.

6. Hoc



{>. Hoc modo determinatur tempus T  per duas feries, unam trigono-
2 Z * b

metricam cGmpk&entenj Arc Sin — ~ --------, et alteram algebraicam:
b

invenientur autem finguli termini utriusque feriei poft: terminum primum
2 7j -

trigonometricum A r c S in ----------- ordine naturali fequentes, fi fucceflive

ponatur d^ i , n =  2 ,  n i = 3 ,  n n = 4 , et fic porro. Ut vero etiam con­
flans quantitas per (Vol. !. § 233.) rite determinetur, animadvertendum 
eft, tempus T  defcenfus per arcum BP. pro z = F D  =  b fieri aequale ni- 
hiio: cum igitur pro z =  b tota pars algebraica in (5) fiat aequalis nihilo,

et Arc Sin - 2 Arc S in ------------ArcSin 1 £=§7r; erit in (5)

f  rM 'W f  . . . i z. 32. . . (2n— i ) 2. bn N . _
^ U g V y  C , , r  +  * ’ “ + a * 4 *  ^ V  +  C'

l-  ** f  rM \ % f  . . 5a- • • O n — i) 2 .b»^
C V  + ------- +  2*. 4-. (T n )T (27p ' J  *

7. Quapropter tempus defcenfus per arcum B P  erit pro quavis va­
riabili z =  Oa, et altitudine b — D F  in (5) (6)

t - [ 0 * ~ * G 5 3 t £ = 5 © 1 ;  t e ) "

( 2 n — I 2 n —  3 '•

5__ !_____ L  (2n —  i ) b z  2

2 . 4 . 0 .  . . .  i j -  2 n  2 n (2 n— 2)

396. C o r o l l a  r i u m  1 .

Pro z =  o fiet pars algebraica integralis in ( 395* §• 7 > ^ 0  aequali* 
nihilo;, in parte vero trigonometrica erit pro z =  o

tt A C -  2 z  b 7T 7T | 7T  —-----Arc Sun —-—  =  —  — ArcSin —  1 — ------- ------
2 b 2 2 * 2

Quare, cum pro z ~ o  arcus 13P in B D  abeat; obtinebimus ex 
(^95* S- 7* n-) fequentem expreflionem temporis, quo mafla M i nitar pun&i 
fpectata, fi ea a vi invariabili V perpetuo fecundum direfyionem vortica- 
lem deorfum urgeatur, per arcum B D  circuli e centro E. radio 
defcripti, et in plano verticali jacentis debebit defcendere. 

f  olumen I I .  Y

D I S S E R T A T I O  X.  i 6 ,
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r  f  r IV! V i  t /  rM V  C  '* . — L  | 2 , 32 f  H V
■ 3  \ 2 g V /  * ^ 2 \ 2 g v /  V 2 2 2 r *" T 2~4*~ * v T T  </

I 2-32-5z . (  b V  I______ i f  t-3 . . . f 2 n- i ) V  f  b V  'N
2 z.42.6z N 2 r ^  V 2 . 4 .............. 2 n J  * V  2 r /  /

3 9 7 .  C o r o l l a r i u m  2 .
Si corpusculum grave, cujus maffam pondusque ei proportionale de­

notet M , vi fuae gravitatis per arcum B D  circuli in plano verticali ja­
centis defcendere cogatur; vis ipfum ad defeenfum fecundum dire&ionetn 
verticalem deorfum continuo follicitatura aequabitur ejus ponderi M: tem­
pus defcenfus per arcum BD  erit ergo ob (396. §.)

t = — (— V f  _Ll_ . A  + ........................
2 \ 2 g /  1 2 \ 2 g /  \ . 2 Z 2 r

4 - . . ' _____ b "

1 V2.4............... 2n J  (2r;n J

S c h o l i o j p .

Ufum ultimi problematis inferius in theoria motus pendulorum vi­
debimus. Tranfibimus jam ad aliam motus fpeciem, qualis fere perpetuo 
occurrit in machinis. Haftenus enim plerumque motum reftilineum et 
progreffivum maffarum, pendentem a quibuscunque viribus, variabilibus 
aut invariabilibus, prae oculis habuimus: fequitur, ut de motu maffarum 
circa axes fixos traftemus. Cum autem univerfa hujus motus theoria 
doftrinae de thomento inertiae innitatur, haec autem, abfolute fpeftata, 
fit pure geometrica, ab omni motus notione independens; praemittemus 
in fequenti differtatione traftatum de momento inertiae, in quo et pal­
mares illius proprietates evolvemus, et ejusdem quantitatem pro corpo­
ribus datae figurae determinare docebimus.

D I S S E R -
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DE *

M O M E. N T  O I N E R T I A E .

3 9 8 .  D e f i n i t i o .

J3 o t t r in a  de momento inertiae, de cujus inveftigatione traftare confti- 
tuimus, poftulat, ut data corpora ad reftas pofitione datas relata cogi­
tentur, quae nomine Axium  folent inteliigi: quodfi enim corpus aliquod 
in minimas particuJas mente refoivatur, et quaevis particula per quadra­
tum fuae diftantiae a dato axe multiplicari cogitetur; aggregatum omnium 
produ6lorum erit Momentum inertiae totius corporis refpedtu dati axeos. 
Alia momenta inertiae inufitata funt in difquifitionibus mechanicis: ut 
vero eo clarius et ordinatius nonnullas proprietates momenti inertiae re- 
fpeftu datorum axium exponere, inveftigationemque ipfius pro certis ca- 
fibus eo commodiorem reddere liceat; momenta quoque inertine refpe&u 
datorum planorum in confiderationem vocabimus. Nimirum, fi quaevis 
minima particula alicujus corporis cogitetur multiplicari per quadratum 
illius diftantiae a plano pofitione dato; erit aggregatum omnium produfto- 
rum Momentum inertiae totius corporis re/pedtu ejusdem plani.

39 9 . C o r o l l a r i u m  1 .

Momentum inertiae, fummae pluriufn maffarum refpe&u dati axeofl 
vel plani aequale eft fummae momentorum* fingularum maffarum refpe&n 
ejusdem axeos vel plani (398. §.)•

'  . 1

400. C o r o l l a r i u m  2.
Adeoque momentum inertiae p maflae P aequalis differentiae S —  Q 

duarum maffarum S, Q refpe&u dati axeos vel plani aequabitur differentiae 
s —  q momentorum s, q harum maffarum refpeftu ejusdem axeos vel plani: 
nimirum ob S : = P + Q  hinc s = p  +  q(399. §.) f erit p = s  —  q.

Y  2 401 .  C(h
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l i j .  78.

t

4 0 1 .  C o r o l l a r i u m  3 .

Si data maffa variabilis K , cujus momentum inertiae refpeftu dati 
axeos vel plani fic k ,  vel incrementum aliquod X capiat, vel decremen­
tum X patiatur ; debebit neceffario etiam ilhus momentum inertiae k ca­
pere certum incrementum x ,  vel pati decrementum x ,  aequale momento 
inertiae maffae X  refpeftu ejusdem plani vel axeos (399. 400. §.).

402. C o r o l l a r i u m  4.

Sit ft momentum inertiae datae maffae M relatae ad axem vel pla­
num A. Si tota maffa M in unico punfto in diftantia = k  ab axe vel 
plano A collefta concipiatur; erit M k2 illius momentum inertiae refpeftu 
ejusdem axeos vel plani (3gg. § .): igitur erit ^  —  modo diftantia

k fic determinetur, ut fit k —  * Licebit itaque momentum inertiae

cujuslibet maffae M refpeftu dati axeos vel plani A aequare produfto 
M k* ex eadem mafla in quadratum reftae k determinantis diftantiam 
punfti, in quo tota mafia M collefta idem haberet momentum inertiae fi 
refpeftu ejusdem axeos vel plani A.

4 0 3 .  C o r o l l a r i u m  5.

Datns axis B C (70. Fig.) confideretur inftar communis interfeftionis 
duorum planorum A B C D ,  E F B C  angulum reftam D T E  comprehen­
dentium, p vero fit minima particula datae cujuscunque maffae. Si ad 
plana A f , F C  ducantur perpendicula p a , p c ,  et pb (it perpendicularis 
ad axem B C ;  erunt p a b ,  pcb  reftangula fimilia, et aequalia: igitur fiet 
p .p b2,nrr p(pa -f-a b2) —  p . p a2 p pc2. Quare, fi maffa quaecunque M 
in minimas particulas mente refolvatur, et cum dato axe B C  conjungantur 
bina qnaecunqnae plana A  invicem perpendicularia, quorum communis in- 
terfeftio fit ipfr axis B C ;  erit produftum ex qualibet particula p maffae 
R1 in quadratum diftantiae pb ab axe B C  aequale fummae produftorum 
e x  eadem particula in quadrata illius diftantiarum p a ,  pc a planis A C , 
F C ;  igitur momentum inertiae cujuslibet maffae M refp/ftu dati axeos B C  
aequatur fummae momentorum inertiae ejusdem maffae refpeftu duorum pla­
norum A C , F C  feje in dato axe interfecantium (398. §.).

404.  C e -
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404. C o r o l l a r i u m  6.

Si minimae particulae datae maffae inaequaliter diftent ab axe vel plano 
pofitione dato; erit illius momentum inertiae refpe&u dati axeos vel plani 
maius produ&o ex tota mafla in quadratum diftantiae minimae, et fimul 
minus produfto ex tota mafla in quadratum diftantiae maximae (398- §■)

4 0 5 .  P r o b i  e m  a.

Dato momento inertiae corporis cujuscunque Z  refpeffu axeos IK  trans- Fig. 71. 
euntis per illius centrum gravitatis G ;  invenire ejus momentum inertiat 
rrjpectu alterius axeos C D  priori paralleli (7 1 .  F ig  ).

S o l u t i o .

1. Sit A B  planum, in quo jacent axes I K ,  C D ,  et L H ,  E F  fint 
plana inter fe parallela ad planum A B  in I K , C D  perpendicularia; erit 
diftantia planorum L H ,  E F  aequalis diftantiae D =  G g  centri gravitatis G 
dati corporis Z  ab axe CD.

2. Si porro, denotante M mattam corporis Z ,  denotet M G 2 illius 
momentum inertiae refpe&u axeos I K ,  TVlg1 vero momentum inertiae 
refpeftu novi axeos C D ,  et A, H, F  fint ejus momenta inertiae refpe&u 
planorum A B ,  L H ,  E F ;  debebit effe per (403. §.)

M G 9= A + H ;  M g 2= A + F :  

igitur M g 2~ M G 2- f F —  H.

3. Cum planum L H  tranfeat per centrum gravitatis G dati corpo­
ris Z ;  dividet illud hoc corpus in duas partes ad diverfas ejusdem plani 
partes jacentes, ita ut quaevis particula unius partis corporis Z extra plana 
L H ,  E F  alicubi in q , et quaevis alterius partis alicubi intra eadem plana
in p vel extra in r debeat jacere.

4. Si ex quavis particula p vel r ducatur ad planum L H perpendi- 
cularis pa vel r a ,  quae plano E F  occurrat in b; erit

p . p b 2t = p ( a b  —  pa)2t = p ( G g —-pa)3? 

r .r b3 r (a r — a b)2 = :  r (a r —  G g)2: 

igiti$r p . p b2 : =  p(D — p a )2: = p . D 2-t-p .pa2 —  2 p . p a . D }

r . r b2 ; =  r (a r —  D)2 =  r .D J +  r • a r* —  2 r • * r • D.

Y  3 Et
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E t  fi ex qualibet particula q ducatur ad planum L H  perpendicularis 

q a ,  quae plano E F  in b occurrat; erit

q . q b z^ q ( a b 4 -qa )2^ = q ( G g - f -q a)a : ,

igitur q .q b * := q  (D +  qa)-=r q .D 2-}-q .qa2 - ^ 2 q .q a .D .

5. Hinc (4) generatim fequitur, produfrum ex  quavis minima parti­
cula z dati corporis Z  in quadratum illius diftantiae a plano E F  obten­
tum iri, fi produ&o ex particula z in quadratum ejus diftantiae a plano 
L H  addatur produ&um ex eadem particula in quadratum diftantiae D = ; G g ,  
tum duplum produ&um ex particula z in illius diftantiam a plano LH  mul­
tiplicatum per D vel addatur fummae illorum productorum, vel indidem 
fubtrahatur, prout particula z alicubi in q, vel alicubi in p aut r jacet.

6. Cum ergo omnes minimae particulae dati corporis Z  ita fint diftri- 
butae refpettu plani,LH, ut aliquae illarum, ut p, r, neceffario ad partem
1 0  BK , aliae vero, ut q, ad partem oppofitam I A N  K debeant cadere (3 ) ;  
debebit aggregatum produ&orum ex fingulis particulis corporis Z  in qua­
drata diftantiarum a plano E F  (feu F in (2) per §. 398O ita dependere a 
fumma produftorum ex iisdem particulis in quadrata refpettivarum diftan­
tiarum a plano L H  (feu ab Hin (2) per §. 398.), ut illud fit proditurum,
11 huic addatur fumma produfrorum ex fingulis minimis particulis maflam IVI 
corporis Z conftituentibns in D 2 (adeoque productum M . D Z e x  tota mafla 
M in D1) ,  et dupla fumma produdlorum ex  fingulis particulis ad partem 
I A N K  cadentibus in illarum diftantias a plano L H  multiplicata per 
D =  G g ,  tum a fumma fubtrahatur dupla fumma produftorum ex fingulis 
particulis cadentibus ad partem 1 0 B K  in diftantias illarum plano L H 
multiplicata per D ,  ob (5). Quamobrem, quia fumma produftorum ex 
f i n g u l i s  particulis corporis Z jacentibus a<* partem I A N K  plani LH  exae­
quat momentum ftaticum partis corporis Z ad eandem partem cadentis (3), 
et fumma produ&orum ex fingulis particulis corporis Z  jacentibus ad par-

1 tem I O B K  plani L H  dat momentum ftaticum partis corporis Z ad ean­
dem partem cadentis (3) refpeftu plani L H  (147. 52. fi illud mo­
mentum vocetur m, et iftud m1, habebimus F  ~  H +  M . D2 + 2 m D
— 2 n V D ~ H  +  M .D" 4 * 2 D (m — m1). Sed momenta ftatica m, m’ partium 
corporis Z j  in quas iftud a plano LH  per ejus centrum gravitatis G

* tranfe-

«
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tranfeunte dirimitor, refpeftu ejusdem plani funt inter fe aequalia ^163« SO ► 
debet ergo effe m —  m '= ro ,  et F  =  H -{-M .D z.

7. Hinc vero (6) et ex (2) fit M g 2 =  MG2 +  M .D*.

406. C o r o l l a r i u m  1 .

Dato momento inertiae maffae u v x y  (72. 73. Fig.) refpefttl axeosFig.73.73. 
m n tranfeuntis per illius centrum gravitatis y invenietur momentum iner­
tiae ejusdem maffae refpeftu alterius axeos MN priori paralleli, fi dato 
momento addatur produftum e x  maffa u v x y  in quadratum diftantiae y ( ? '  
illius centri gravitatis y a novo axe MN (405. §.).

407. C o r o l l a r i u m  2.
E t  viciffim, cognito momento inertiae datae maffae u v x y  refpeftu 

alicujus axeos M N , invenietur illius momentum inertiae refpeftu axeos 
mn tranfeuntis per centrum gravitatis y et paralleli axi M N ; fi a dato 
momento fubtrahatur produftum e x  maffa u v x y  in quadratum diftantiae 
<yC centri gravitatis y a b a x e M N  (406. §.).

408- C o r o l l a r i u m  3.
Sit maffa quaecunque M relata ad tres axes A » B , C ,  quorum pri­

mus A tranfeat per centrum gravitatis .ejusdem maffae, et quivis axium 
B, C fit axi A parallelus, feu pfannm, in quo jacent axes A, B idem fit 
cum plano, in quod cadunt axes A, C, feu ab illo diverfum. Si A1, B ',C1 
fint momenta inertiae maffae M refpeftu axium A, B, C, axesque B,. C ja­
ceant in diftantiis d , D a centro gravitatis mcffae j|M ; debebit effe per 

(4C7 > §•)
A I s = B I —  M . d 2; A ’ =  C> — M . D 2: 

igitur B ’ —  M . d ^ C ’ —  M . D2; 

hinc C5=:B '-i-M (£>3 —  d2) ,  et B ^ C  — M(D2 —  d2).

409. C o r  o l l a r i u m  4.

Cognito ergo momento inertiae maffae M refpeftu certi axeos inve­
nietur momentum inertiae ejusdem maffae refpeftu cujuscunque alterius 
axeos priori paralleli, fi produftum ex maffa M in differentiam quadrato­
rum diftantiarum illius centri gravitatis ab utroque axe cognito momento 
addatur, vel ab illo fubtrahatur, prout diftantia centri a novo axe, refpeftu

cujus



D I S S E R  T A T I O  XI .

Fig. 74.

Fig- 75

cujus momentum quaeritur, eft major vel minor quam illius diftantia a 
priori axe, refpe&u cujus momencum nofcitur (408. § ) .

4 1 0 .  C o r o l l a r i u m  5.

Hinc (408. §•) Porro fequitur, pro D ;= d  debere effe B ' t = C ,  id e ft :  
momenta inertiae cujuslibet mailae M refpectu omnium axium inter fe 
parallelorum in diverfis planis jacentium et a centro gravitatis maffae IVI 
aequidiftantium funt inter fe aequalia.

4 1 1 .  C o r o l l a r i u m  6.
Datis momentis inertiae P, R duarum partium u y  x = p ,  u v x = r  con- 

ftituentium maffam u v x y  (74. Fig-) refpettu axium P Q , R S  parallelo, 
rum per centra gravitatis G, g  illarum partium tranfeuntium, invenietur 
momentum inertiae A totius maffae u v x y  refpeftu cujusvis tertii axeos 
A B  prioribus paralleli et intra vel extra illos cadentis, fi fummae momen- 
torum P, R addatur fumma produdorum ex maffis p ^ o y x , r ~ u v x  in 
quadrata dillantiarum G e , g E  centrorum gravitatis G , g  a novo axe A B. 
Cum enim in hac hypothefi fit P - f-p .G e 2 momentum inertiae maffae p =  
uyjc  refpe&u axeos A B ,  et R +  r . g E ?  momentum inertiae maflae r =  
u v x  refpeftu axeos A B  per (406. § .) ,  et momentum inertiae maffae 
u v x r = p - ( - 1' refpectu axeos A B  debeat aequari fummae momentorum 
inertiae maffarum p, r refpe&u ejusdem axeos ( 399- §•)> neceffarium eft, 
ut illud momentum fit =

P +  R + p . G e ^  +  f - g E * .

S c h 0 1 i 0 n.

Adplicabimus jam haec ad praecipuas corporum figuras, quales in 
d i f q u i f m o n i b u s  mechanicis folent occurrere. Notent vero fibi tyrones, in 
hac quoque difquilitione ubique nos maflas tantum homogeneas et aequa­
biliter denfas prae oculis habituros, ut per corporum volumina tam illorum 
maffas, quam pondera iis proportionalia liceat exprimere, prout id in inve- 
ftigatione centri gravitatis obfervavimus (167. §. Schol.).

4 1 2 .  P r o b l e m a .

Invenire momentum inertiae dati cujuscunque cylindri reffii 'A B D C  
( 7 5 .  F i g . )  rejjpeffu illius axeos a b .

S o l u t i o .



S o l u t i o .

1.  In radio a B r r R  bafeos capiatur x t = a e  pro radio cylindri varia­
bilis d e q p ;  erit, pofito axe a b : = a ,  maffa cylindri A B D C ^ M  —  r a R -  
et maffa cylindri d e q p := m := :  7r a x 2.

2. Si jam variabilis xrrrae augeatur quacunque differentia A x ^ r e g ,  
abibit cyhnder d e q p i n  cylindrum h g n m ~ 7r a ( x - f -A x ) 1 ; quodfi ergo fi 
denotet momentum inertiae cylindri variabilis d e q p  =  m,  crefcente varia­
bili x ^ a e  differentia ^ x = e g  crefcet maffa m =  deqp differentia A m —  
h g n m  —  de q  ps=:ir a (x4 -Ax)2— t  a x2 =  ?r a (2 x Ax - f  Ax2), et illius momen­
tum jj. crefcet differentia A/t aequali momento inertiae maffae A m (4oi.§.).

3. Minima dittantia particularum maffam A r a ^ h g n m  —  d e q p  inter 
fuperficies convexas cylindrorum d e q p ,  h g n m  interceptam conftituen- 
tium ab axe ab eft radius ae  =  x ,  et diftantia maxima radius a g*— x 
- f A x :  momentum inertiae A,u. maffae Am refpeftu axeos ab eft ergo 
majus produfto A m . x2 et minus produfto A m (x- f-A x)1 per (404. §.).
Ob (2) habebimus ergo pro quavis utcunque exigua differentia A x ~ e g

A fi > x a ( 2 x A x - f  A x.2) . x2 ; *
et A 1t t <J ’r a ( 2 x A x  +  A xa) ( x - | - d x ) 2;

adeoque fiet
A 11

— ----> 2  r a x 34 - T a x 2A x :
Ax
A u.

et < 27r ax3-j-Ta (5x2Ax -f-AxAx3 +  AxJ).

4. Exponens rationis differentialis funftionis p  aequalis momento
Inertiae cylindri d e qp  debet ergo ob (3) per (Vol. 1. 1 3 1 . )  effe

6 ^ ~ 27r a x 3£ x ;  hinc p  —

5. Quodfi jam fiat x =  aB =  R ;  obtinebitur momentum inertiae 
totius cylindri A B D C  per ( 1 )  (4)

^ ~ | r a R ^  =  i M . R * .

41 3 .  C o r o l l a r i u m  1.
Momentum inertiae cylindri excavati (75. Fig.), cujus cavitas d e q p  Fig. 

fit cylindrica ejusdem axeos a b r = a ,  refpeftu axeos ab erit aequale dif­
ferentiae momenti inertiae -£7rar4 maffae cavitatem explentis a momento 

Volumen II. Z  inertiae

D 1S S E R T A T 10 XI .  * 77
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inertiae f r a R 4 totius cylindri A B D C  pro perfe&e pleno accepti 
(412. § .) ,  denotante r : =  a e radium cavitatis et R —  aB  radium totius 
cylindri (400. §.): fi ergo /x denotat momentum inertiae cylindri exca­
vati, et M illius rnaflam feu pondus (41 1 .  §. Schol.)? erit

feu ^ * 7 r a ' C R 4 —  +

41 4.  C o r o l l a r i u m  2.

Momentum inertiae cylindri A B D C  refpe£tu axeos A C paralleli axi 
ab et jacentis in ejus convexa fuperficie, cum centrum gravitatis cylindri 
in ab fit fitum (219. §.) erit : = £  n a R4 +  t a  R \  R 2 |7 raR 4= |  M . R3 
(412 .406. §.)- Si vero defideretur momentum inertiae cylindri A B D C  
refpettu cujuscunque alterius axeos E F  axi ab paralleli; invenietur id 
^=•1 r  a R4-}-Ta R2 . a G a =  |  M.T<2 -f- M .a G2 pro diftantia mutua aG  axium 
a b ,  E F  (412. 406. §.).

415.  P r o b i  em a.
Fig- 59- D ata aequatione ad lineam Q X ^59. Fig.) inter coordinatas ortkogo-

A ,  » ^

nas x =  Q b , y r = : A b ,  cujus revolutione circa axem QC generetur corpus 
Q X S Z R X ;  invenire momentum inertiae Jegmenti Q A D ii E  rejpecYu 
axeos QC.

S o l u t i o .

1. Si variabilis x^ = Q b  crefcat quacunque differentia A x  =  b a ; de­
bebit mafla m ^ A Q B  capere incrementum Am =  A Wqp, et illius mo« 
mentum inertiae ju refpeftu axeos Q C capiet incrementum A u  aequale 
momento inertiae maflae A m : = A B q p  refpeftu axeos QC p*}r ^401. §.) ; 
ordinata vero y : = A b  aequalis radio fectionis A D  B E A  crefcet certa dif­
ferentia A y, per quam determinabitur radiu-, p a =  y - f A y  feftionis p r q s p .

«
2. Iam vero evidens eft, rnaflam A m = A B q p  aequari uni parti cy- 

Jyndri bafeos p r q s  et altitudinis b a ^ = A x ,  cylindrum vero baftos 
A D  B E A  et altitudinis ba — A x aequalem effe uni parti maffae Am  
! = A B q p :  momentum ergo inertiae A,tt maffae Ain ( 1)  erit majus mo­
mento inertiae cylindri polterioris, et minus momento cylindri prioris 
refpe&u axeos QC (399. §.). Quamobrem, cum ob ( 1 )  per (412. § ) fit 
§ 7r y* A x  momentum inertiae cylindri pofterioris.; et § x  (y  +  A y , 4A x ,  
momentum inertiae cylindri prioris, debebit effe

A ^ > £ ? r y 4Ax:  A ja <  ^7r(y4-Ay)4Ax.
3. Quid-



3. Quidquid fit funftio y  variabilis x determinata per datam aequa­
tionem inter y» x ;  extare debebunt certi coeiTicientes f ,  g , b, etc. inde- 
pendcntes a A x ,  pro quibus fieret A y  : =  f A x -}-g A x 2 +  h A x3 -f  etc 
(Vol. i . §-84)» eoque ipfo erunt alii ejusmodi coefficientes A, B, C, etc. 
foflibiles, pro quibus fieret (y - f  A y ) 4 =  y 4 - f  A A x +  B A x" +  C A x 3 +  etc. 
(Vol. I. §• 32 . ; :  in (2) debebit igitur efle

A ,u . .

—  <  ^7ry4 - f - i ^ C A A x 4 - B A x , +  C A x 34 - etc.),A x

4. Ob (3) per (Vol. I. §. 13 1 .)  erit itaque exponens rationis differen- 
tialis funftioms p  aequalis momento inertiae fegmenti A Q B ; = m  refpe&u 

axeos Q C
fi^ =  i 7r y 4 £X =  i y 2 6m;

pro 6m ~ -?ry I £X per (Vol. I. § .490.).

Quare, fi ex data aequatione inter y ,  x exprimatur y  pe r x ,  vel e x  
per y  et £y»  licebit ope calculi integralis tam maflam m fegmenti 
Q A D B E A ,  quam illius momentum inertiae ju. refpe£tu axeos QC de­

terminare. ’ ,
41 6 .  C o r o l l a r i u m  r.

' Sit Q X  linea refta , proinde Q X Z  conus reftus axeos Q C = a ,  et 

radii bafeos X C  =  R; habebimus p r o x ^ Q b , y  =  A U

y ; x  =  R*.a; hinc y 2: = —7 - x2; •

D I S S E R T A T I O  XI.  179

em: x2e x ;  e ju ~  — - ~ x * £ x  (415. §.).2 a

Confequenter integrando inveniemus

r R 2 ttR4 , R2 x1
x 3; ^  =  m.  - 2

t  R2
Hinc pro x ^ Q C = a  prodibit malTa M ^ — a, et momentum in-

ertiae a =  — z i A M . R 1  totius coni re&i X Q Z  refpeftu illius 
10

axeos QC.

Z  2  4 I 7> C o -



Fig- 17.

Fig. $9.

4 1 7 .  C o r o l l a r i u m  a.

Momentum inertiae (t coni truncati et refti b d D B (57 .Fig.) refpedu 
illius axeos c C ,  fi M fit illius matta, dct=rr radius minoris, DC =  R 
vero radius majoris bafeos, et C c = ,  axis, erit aequale differenriae mo­
menti inertiae coni Abd a momento coni A B D  (400. adeoaue ner
(416. §.) ■ 1 P

A4 ~  tV  *  R4- A C  —  To*ri4 A c  •
__ , v  oc Rs t t  a r5
’ ~ TB K — r ;

id eft
. R?—  ry ,  Rs —  r5

= a m -  . .

*S°  D I S S E R T A T I O  XI .

4 1 8t C o r o l l a r i u m  g*

Sit Q X  quadrans circuli, et X Q Z  dimidius globus radii X C ~ Q C  
=  R ;  erit y 2 =  2 R x ~ x 2 : igitur in (415. §.) fiet

£m =  7r(2R x —  x * ) # x ;  (2 R x — x3) 5f x.
• x «

Hinc integrando reperiemus maffam m fegmenti fphaerici A Q B  pro 
quavis abfciffa x =  Q b, et illius momentum inertiae p  refpedu axeos 
Q C ,  nimirum

m ~ f  jrx2(3 R —  x) ;
* p  = : ^ 7 r  x 3 (20 R2 — l 5 R x - f - 3 x 2).

- 2 0 li* X ---  I 5T? x2 4 - O x5
feu p ;= ,%  m . ----------------------- -----—----- . ,

3 K — x

4 1 9 .  C o r o l l a r i u m  4.

Pro x = Q C  =  R in (418. §.) invenietur maffa m et momentum {in­
ertiae fi dimidii globi X Q Z  refpedu axeos Q C ad bafim X R Z S X  per­
pendicularis, nimirum

tn-= f  ffR3; P —  t j 71' R?;= f  m R J ,

Si autem bis fumas tam maffam, quam momentum inertiae dimidii 
globi, invenies maffam M et momentum inertiae tu totius globi refpedu 
illius axeos (399. § .) ,  nimirum

M ~ } 7rR 3; 7r R S ; = f M R a.

420. C o-



420. C o r o l l a r i u m  5.

Determinatis momentis inertiae fegmcntorum fphaericorum A Q B ,  
p Q q  refpeftu axeos Q C  per (418* invenies momentum inertiae
maffae A B q p ,  interceptae inter fe£l?0nes fphaerae A D B E ,  p r q s p  inter 
fe parallelas et axi Q C  per illarum centra b, a tranfeuuti perpendiculares, 
refpeftu ejusdem axeos, fi momentum fegmenti A Q B  fubtrahas a mo­
mento fegmenti p Q q  per (400. §.).

4 2 1 .  C o r o l l a r i u m  6.

Momentum inertiae globi excavati, ita ut illius cavitas fit fphaera 
concentrica, refpeftu axeos ejusdem reperietur aequalis differentiae mo­
menti maflae cavitatem explentis a momento totius globi pro perfefte 
folido accepti (4 0 0 .$ .) :  quodli ergo radius totius globi vocetur R ,  ra­
dius cavitatis r ,  maffa vero feu pondus globi excavati M , et illius mo­
mentum inertiae u; erit per (419.)

^ — i j j r R 5 — tV tti* • M — f  7rR 3 — f  irry.

Adeoque etiam

422.  C o r o l l a r i u m  7 .

Sit Q X  arcus parabclae, pro quo erit y 2- —  p x  (Vol. I. §. 508-); 
debebit effe in (415. §.)

£m =  7r p x « x ;  e u —  -|Tp2x z £X:

confequenter fiet 
tn =  f  x  p x2 ; (x =  £ t  p2 x3 m . y 3,

ubi m denotat pondus Jeu maffam fegmenti A Q B  conoidis parabolici X-QZ, 
et /x. illius momentum inertiae refpeftu axeos QC.

4 2 3 .  C o r o l l a r i u m  8.

Pro arcu Q A  hyperbolae, cujus revolutione circa axem transver­
sum Q C generetur conois Q A D B E A ;  erit per (Vol. I. §. 550)  '

2  b2 b2
“ a x +  pro maffa m conoidis Q A B ,  et momento in-

eitiue p. refpeclu axeos Q C habebimus ergo per (415- § 0

D r S S E R  T A T I O  X I  i g i

t m
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em C b2 bz \  r  r  b2 b* \ *
—  X +  p - x 2 J g x ;  s n — -  x + —r x *  J  s x ;

et integrando inveniemus
r b 2 , ,  ,

m —  (3 ax2 +  2 x 3) ;

£ =  -r— ■ ( 10  a2 x3 - f 1 5 a x4 +  6x*). 
ooa4

b2 io a 2 x 4 - l i>ax2 - f  6x ’
feu fj.t=z------- —  m ----------- r —r~n------------  *10 a,2 3 a + 2 x

4 2 4 .  C o r o l l a r i u m  9.
Quodfi autem Q A  fit arcus ellipfeos, cujus revolutione circa axem

transverfum QC generetur fegmenturri A Q B ^ m  fphaeroidis elliptici;
b2 h2

erit v 2t = ----- x —  -----x2 (Vol. I. §. 525.): pro momento inertiae a
J  a a2, ‘ /

fegmenti m ~ A Q B  refpeftu axeos QC debebit ergo per (415* § 0  e^e

/* b2 b3 „ *\ 7r f  b2 b2 „ "N2
i r xv e x ’

r  b2 , -jnv
m ~  6 —( 3 a x ‘  —  2 x 3))

fi i =   ( io  a2 x3 — 15  a x* +  6 x s).

b2 10  a2 x  —  15  a x2 6 x3
feu i o ^ “ m 3 a —  2 x

4 2 5 .  C o r o l l a r i u m  1 0.

E t pro x ~ Q C ^ = | a  in (424. §.) prodibit mafTa m, et momentum 
inertiae p  dimidii fphaeroidis elliptici X Q Z  refpeftu axeos transverfi QC, 

uimirum
irb -z  irb*a

m = ---------  ; a z=z--------- s=  m b'.
12  120

Hujus duplum dabit mattam M integri fphaeroidis et illius momen­
tum inertiae p  refpeftu axeos transverfi, nimirum

, ,  7rb2a x b 4 a __
M.—  7 ? P —  M b .

426. Co-



426. C o r o l l a r i u m  1 1 »

Eodem prorfus modo invenietur momentum inertiae fi fegmenti 
in rrz A Q B  fpbaeroidis elliptici revolutione arcus Q A  ellipfeos circa axem 
conjugatum  Q C geniti. Hoc enim cafu, pro x =  Q b, y = A b ,  ; erit

aequatio ad ellipfim, y 2 =  * x ----- i g i ^  Per C4 1 5* §0

r  a2 . a2
cm:
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f  a2 a2 „ tt f  a5 a2
' — ' v i r x — s5- xv e x ;  ^ - r x — f  ✓

g x ;

m g = " ( 3 b x 2 — 2 x3) ;

pt =  -̂ 4  ■ ( io  b2 x3 — 1 5 b x4 -f  6 x*). 

a* IO b2x — I 5 b x 2- f 6 x 3
feu f l= _ ^ b r m --------- J b - a T

4 2 7 .  C o r o l l a r i u m  1 3 .

Et  pro femiaxe conjugato x = Q C = i b  obtinebis ex (426. §.) uiaf- 
fam m et momentum inertiae fx dimidii fphaeroidis elliptici X Q Z  revo­
lutione quadrantis Q X  ellipfeos circa femiaxem conjugatum QC geniti, 
cujus duplum dabit maffam M et momentum inertiae /x integri fphaeroi- 
dis .revolutione ellipfeos circa axem conjugatum geniti refpeftu ejqsdem 

axeos, nimirum
7ra~h ^ a  b — m 2

6 * ^  60 ~ ' M
*’ * v ‘ Jb V

4 2 8 -  C o r o l l a r i u m  1 3 .
Centrum gravitatis  globi 13 l} D Q ^76. F i g . )  coincidit cum illius cen- Fig. 76. 

tro magnitudinis C (.231. %.): q u are ,  ti axis m n  detur in diftantia
A C  =  A B - l - B C  =  d 4 -R  a centro C ,  pro radio globi B C  =  R ,  et B A - = d ,  

cum momentum inertiae globi B l M . ) Q = M  re fpt& u  diametri P Q  axi mn 

parallelae (it: r  U5=iflVI K2 (419 . §-)j ^ i t  illius momentum inertiae ix
re fpedu  axeos m n  per (406 &.) . > »

^ = ^ T K *4- f ^ R 3 («l +  R )3 = :
£ = $ § * ■  7r k 3( d - f 2 R ) d ;

feu f t = ; i M ( 7 R 2 +  i o R d  +  5d2).

E t

/
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F ig . 77.

Et pro d =  B A t = o  erit momentum inertiae globi M i = B P D Q  re- 
fyeftu axeos pq  illum in B tangentis

/ i— f-f ir R M R 1.

439. Pr o b l e ma .
Inveniri montentum-inerticw lentis B P D Q  (77. Fig.) ex duobus fegmen* 

tis Jphaericis B P D ,  B Q D  compofitae rcfpeSu illtus axeos minoris P Q.

S o l u t i o .

1.  Sint axes lentis P Q = 2 b ,  B D = 2 a ,  adeoque femiaxes P C = b ,  
B C  =  a: cum femiaxis BC  fit ordinata circuli maximi fphaerae, ad quam 
fegmenta BPD,  B Q D  pertinent, refpondens abfciflae P C , fi radius ejus­
dem fphaerae vocetur R.; erit

a*=^2l?b —  b3 j hinc R ~  -— .
■f 2 b

2. Pro hoc ergo valore radii R ,  fi ponas x t = P C t = b  in C418 §.), 
invenies et maliam m fegmemi B P D ,  et illius momentum.inertiae re- 
ipeftu axeos P Q , cujus duplum dabit maffam M totius lentis B P D Q ,  
ejusque momentum inertiae /x refpeftu axeos P Q.

M ? = f T b 2 ( 3 R  —  b);
fx tV nit3 (20 R 3 —  15 R b -f- 3 b5) ;

confequenter

M =  l 7r ( 3 a2 b +  b 0 ;

^ ^ = TV w ( lo a 4b +  5 a 2b3+ b ,)£==TTyM. ~ — -+ -̂ - 1 + ^ 1 .
3 a' +  D1

4 3 0 .  C o r o l l a r i u m .

Centrum gravitatis lentis B P D Q  ex fegmentis fphaericis aequa- 
libus B P D ,  B Q D  compofitae coincidit cum medio punfto C , in quo 
illius axes PQ =  2 b ,  BD  =  2 a  fefe biflecant (229. 154. § .) :  momen, 
tum inertiae ejusdem lentis refpeftu axeos mn paralleli ejus axi minori 
P Q , et perpendicularis ad axem majorem B D  in A produftum, erit ergo 
trrn  4- IVI. A C ' , denotante IVI maffam lentis, et /x illius momentum iner­
tia refpeftu axeos P Q (406. §.). Quamobrem , fumto valore pro /x et M 
ex (4 2 9 .5 .) ,  pofitaque diftantia AI3 =  d, ut fit A C : = d - f a ;  erit mo­
mentum inertiae lentis refpeftu axeos mn



r =  T'-o *  (io  a4 b +  5 a5 b5 4- b5) +  f  (3 a2 b - f  b3}(d  4- a)2 =

, m f  /j , >, , I0a4 +  5a2 b24-b4 *Ns = A M ^ « o ( d + a ) ’ +  ------- J t S - p j L - J .

Hinc, fi fiat < J r r A B : = o ,  o&tinebitur momentum inertiae lentis 
B P D Q  refpe&u axeos pq in vertice ejus B paralleli axi minori P Q et 
perpendicularis ad axem majorem B D ,  nimirum r=r

^  r  (40 a4 b 4 - 1 5  a1 b 1 +  b* = 3

—  t m 4° * + ' 5 * 'V  +  V
— roM- 3 a *_|_b*

4 3 1 .  P r o b i  em  a.

Invejligare momentum inertiae dati torporis A D  C (30. Fig.) refpeffu FiS- i®* 
plani M N pofitione dati.

S o l u t i o .

1 .  Sit P Q perpendicularis ad planum M N , fumtaque ejus parte varia­
bili x = Q b  cogitetur per b tranfire planum br parallelum plano M N, 
quod ex toto corpore A D  C abfcindat partem r s C D = m ,  cujus momen­
tum inertiae refpettu plani MN vocetur mk1.

v  * > *
2. Si variabilis x =  Q b crefcat differentia A x : = b a ,  crefcet fun&io 

m aequalis maflae r s C D  differentia A m  aequali maflae r s q p  inter plana 
br, ap parallela interceptae, et momentum inertiae m k2 maflae m cref­
cet differentia A rn k 1 aequali momento inertiae maflae A m : = p q s r  re- 
fpeftu plani M N per (401. §.). Cum jam xt=:Q b fit minima, et x 4- A x  
=  Qa maxima inter diftantias omnium minimarum particularum maffam 
A m ;= :p q s r  conllituentium a plano I\ 1N ; erit per (404, §.)

A m k J >  A m . x 2 et A m k 3 < A m ( x  +  A x ) i ; ,

feu A m k* t> A m. x* et A m ka -< A m . x 2 4- A m (2 x A x 4 * A x2).

3. Quidquid vero eft funftio m variabilis x ,  dari debent certi coeffi-
6 m

cientes f, g ,  h, etc. independentes a A x ,  pro quibus fieret A m ^ = ----- A x£ 2C i
4 - f A x 24- g  A x3 4- etc. (Vol. I. §. 84  ) :  in (2) erit ergo pro qualibet co­
gitabili differentia A x ^ b a

Amk*
Volumen II. A a £ x  ‘

D I S S E R T A T I O  X I  i 85
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i m k ' ,  x2 «m , ,  ,  . . .—r----------------> - -------\- f x 1 Ax- f  g x 2A x 2-f etc.;
A x  a

i n , f  ,■ ■ ■ ■ .  + f » * A *  +  g » * A s » + « te.
A x  s x +  Q“  +  f ^ x 4 * g A x 24 -etc. J ( 2 x i \ x +  A x*).

4. Hinc (3) per (Vol. I. §. 13 1 .)  invenietur exponens rationis diffe- 
rentialis momenti inertiae rak2 maffae m r r r r s C D  refpedu plani M N , 
nimirum e m k 5t = x 2 6in.

5. Quamobrem, fi exponens e m rationis differentialis maffae 
m : = r s C D  pendentis a variabili x —  Qb fuerit; per x  et e x  determina­
bilis; poterit quoque ope calculi integralis deteru inari momentum inertiae 
m k 2 ejusdem maffae reipedu plani M Nf; et hinc invenietur porro mo­
mentum inertiae totius m»ffae A D C pro illo valore variabilis x  , pro quo 
maffa indeterminata m =  r s C D  in A D C  abiverit.

4 3 3 .  C o r o l l a r i u m  1 .
\

Inveftigatio haec momenti inertiae dati corporis refpedu plani, poli­
tione dati ferviet in multis cMibus ad eo facilius inveniendum momentum 
inertiae ejusdem corporis refpedu dati axeos; fi enim concipiantur duo 
plana fefe fub angulo redo interfecantia, ita ut communis iliorum inrer- 
fedio coincidat cum dato axe , tum quaerantur per (43 !.,§.) momenta 
inertiae corporis refpedu utriusque plani; erit fumma momentorum ae- 
qualis momento inertiae ejusdem corporis refpedu dati axeos (403- §.).

4 3 3 .  C o r o l l a r i u m  2.

F ig . 78. Exemplo fit cylinder redus (78. Fig.) axeos c h ^ = a  et radii c d r = R .  
Sit enim A B D C  planum tranfiens per centra c , h  bafium, in quo axis 
ch jaceat, et radius cd fit ad A B  perpendicularis: ii in hoc capiatur 
c g ~ x  et per g ducatur planum a bf e  parallelum plano A B D C ;  erit 
maffa A B b a e C D f = r m  certa fundio variabilis x ,  pto cujus momento 
inertiae /x refpedu plani A B D C  debebit effe s ^ ^ x ^ e m  (43?. §.). 
Cum autem fit m =  2 a . A c g a ,  hinc t m =  2 a e A cg  a : =  2 a .y  a x  pro 
a g  =  y  (Vol. I. § 488 ) ;  habebimus

1  /j.zz.2 a x 2y e x ^ = 2  ax2 e x / ' ( R 2 —  x : ),
— ' ~ / -* '•

Hinc



Hinc integrando per (Vol. I. §. 289. 308O prodibit
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xA.rc Sin •

a R 4
Pro x = c d = R  erit ergo f iz = ------Arc Sin i r r ^ - a T R 4 momentum

inertiae, dimidii cylindri refpeftu plani A B D C ,  et 2 r  R 4 momen­
tum integri cylindri refpeftu cujusvis plani A B D G  traCeuntis per centra 
bafium c, h : momentum inertiae integri cylindri refpeftu illius axeos ch 
aequale fummae momentorum ejusdem cylindri refpeftu duorum plano­
rum ad invicem perpendicularium per centra c , h  tranfeuntium (432. g.) 
erit itaque ^ l a r R ^ + ^ a T T R 4 : ^ !  a r R 4 ut *n ( 4 12 - §•)•

43 4 .  Corollarium 3.

Petatur momentum inertiae fi corporis A B Z  X (59. Fig.) revolutione Fig. 9̂, 
plani A b C X  ad b, C reftanguii circa axem QC geniti refpeftu axeos
1V1 N jacentis in plano ad Q C in Q perpendiculari, dato illius momento
inertiae Z  refpeftu axeos QC. Si pec (431. §-) quaeratur momentum 
inertiae X  corporis X A B Z  refpeftu plani in Q ad Q C perpendicularis; 
erit (ti” X - V i Z .

Quodlibet enim planum, in quo axis Q C jaceat, dividet corpus 
A B Z X  in duas partes-funiles et aequales, ita ut momenta inertiae re­
fpeftu omnium ejusmodi planorum inter fe aequalia fint futura (39 8 - S -) : 
quodli ergo cogitentur duo plana fefe in Q C  fub angulo recto interfe­
cantia, et Y  fit momentum inertiae corporis A B Z X  refpeftu unius talis 
plani; erit Z : = Y  + Y : = 2  Y  momentum inertiae ejusdem corporis re­
fpeftu axeos QC (403. § .) ;  adeoque Y ~ - | Z .  Sed fi unum planum, in 
quo Q C jacet, concipiatur effe perpendiculare plano, in quo jacet axis 
M N , ita ut M N fit communis iuterfeftio horum planorum; erit eo ipfo/4 
p = X 4 “ Y  (403. §.), confequenter

43 5. Cor oliar i u m 4.
Sit inveniendum momentum inertiae /u. cylindri refti (78. Fig-) Fig. 78.

A R S E D C  refpeftu axeos A B  cum diametro bafeos coincidentis. Pro 
radio c A ^ R ,  axe c h : = a ,  c u ^ = x ,  fi per u tranfeat feftio s r  parallela 
bafi A R S ,  fiat maffa A R S r s ^ = m ,  et illius momentum inertiae refpeftu 
plani A R S  fit X ;  erit
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56.

% -  59-

m ^=irR 2x ;  £ m := ? rR 2£ x ;  igitur (431. §.) 

f X t = x * « m = T R zx3£ x ;  X  =  | t R2 x?.

Quamobrem pro x t = c h ^ = a  invenietur X : = f 7 r R 2 a* raomentUm in­
ertiae totius cylindri R S E D C  refpeftu plani A R S :  cum ergo Z —  i^ ra R *  
lit illius momentum refpeftu axeos ch  (4 12 . § .) ;  erit momentum iner­
tiae refpeftu axeos A B  per (434. §.> / * = X  +  *- R2a3 +  £ iraR4
; =  M(4a2- f 3 R 2) > deno tante M mafTam cylindri*

\ 436» C o r o l l a r i u m  5.

Quaeratur momentum inertiae p. coni re&i A B D  (56.Fig.) refpe&u 
axeos IVI N jacentis in plano ad axem coni A C ^ a  ptrpendiculari, 
dato tam hoc axe, quam radio bafeos B C = R . Pro x = A c ,  dufta 
per c fe&ione cq parallela bafi, fit X  momentum inertiae maflae m — A pq 
refpe&u plani M N , adeoque e X ^ = :x 2 £m (431. §.)* Cum area bafeos fit

t  R 2
—  7rR2 , hinc area fe&ionis pq  : t R2 x 2 : a2: erit p q : = ----- ;— x a ;

‘T r R ^  7f  R  3
*—■ ~~—2— x 2 > hinc £ m = ----  -----x 2£x.  Quare habebimus3 a a •

-ir r ^ Z , r  7T R2
e X z = i---- -— x £ x  j  X = -----~ x Ka1 5 a2

Pro x =  A C t = a  fiet itaque X t= - f7 rR 2a* momentum inertiae totius
• 7T

coni A B D  refpeftu plani MN. Eft autem Z = z ---------  illius momen­

tum refpeftu axeos A C  (416. §.): momenram refpeftu axeos M M debet 
ergo per (434* § 0  effe , « : = X - f £ Z ; = £  rR ?a*- f  &  A  M-.(4»*-fR*J,
exprimente M mafTam coni.

4 3 7 .  C o r o l l a r i u m  6.

Quidquid demum fit corpus Q A DB E A (59. Fig.) revolutione plani 
Q A b ad b re&anguli circa axem Q b r = x  geniti, fi y  =  Ab fit ordinata 
eurvae Q A  refpondens abfcifTae x “ Qb,  et X defignet momentum in­
ertiae corporis Q A B  — m refpeftu plani in Q ad Q b perpendicularis, 
/t vero exprimat illius momentum refpeftu axeos IVI N per Q in eodem 
plano excurrentis, et Z  denotet illius momentum refpeftu axeos Q b ;  
erit

c X  =  x2gm (431. §.) = i r x 2y 2a  (Vol. T. §. 490.);

« Z : = £ * y 4* x  C4 XS*:S 0 » « A t = s X + i « Z  (434. §.);
Igitur



igitur habebimus
I ••• _< / fr t ■ • 'V *” f

4 ttr= ir x2 y 2 e x - f  ̂  t  y 4 £ x =  ~ ~  (4 x2 y 2 - f  y 4) fiX*

Data itaque aequatione ad curvam Q A inter ejus coordinatas ortho- 
gonas y ,  x ,  Jicebit ope calculi integralis ex hac expreflione momentum 
inertiae fi corporis A Q B  refpeftu axeos IVI N ad Qb perpendicularis im­
mediate elicere. . „

438- C o r o l l a r i u m  7 .
Sit Q A arcus circuli y qui circa axem Q b revolutus generet fegmen- 

tum fphaericum A Q B := ]Y 1; erit y 2 =  2 R x  —  x2 : pro momento inertiae 
jet fegmenti fphaerici M ~ A Q B  refpeftu axeos MN iliud in vertice Q 
tangentis erit ergo per (43f.

e tu z=~- ~ ( 4 x 2 (2 R x  —  x2)-f-(2 R x — x2)2) e x
4

s=  ~  (4 R x 3 — 3 X4-4" 4 R2 X2) «X.

igitur erit

ft^ =  ~  ( R x 4—  +  f  R a x3) ; =  •g’<>7r x 3( i 5 R x — 9 x 2 +  2oR 2);

feu pro mafla A Q B ; = M ,

2/- n . rii » n* 1 5 Rx2+ 2 o R 2x —  a x 3
M^ = ^ r x 3( i s R x  +  2 0 R Qx  )~~Tro M —------ ' f i T ^ x '—

E x  hac porro expreflione momenti inertiae fegmenti fphaerici A Q B  
refpeftu axeos MN invenies pro x =  R vel x ^ = 2 R  momentum inertiae 
dimidii vel integri globi refpeftu axeos M N illum in vertice Q tangentis; 
nimirum momentum inertiae dimidii globi, denotante M illius mailam, erit

et momentum inertiae integri globi, denotante M ejus maffam, fiet, ut in 
(428. §0

=  | |  7r Rs M R2.

439.  C o r o l l a r i u m  8.

Pro fegtnento m ~ Q ^ E B D A  conoidis parabolici revolutione arcus 
parabolae Q/\ circa e ju s  nxem Q C  genito, et illius momento inertiae p. 

refpeftu axeos MN illud i» vertice Q tangentis» debebit effe y 2 := p x :
A a  3 igitur



igitur s 1t t = ~ - (4 Px ,+ P * x l) €Xi
V t 4  , • '

hinc /*:= — (px4 +  yP2 * 2)? feu ob m ~ - | r p x * ,

C3 x2 +  P2) = = § m ( 3 x 2 +  p2). .

440. C o r o l l a r i u m  9.

Pro fegmento m = A Q B  fphaeroidis elliptici revolutione arcus el- 
lipfeos Q A  circa axem transverfum Q C  genito, cujus momentum iner­
tiae refpe&u axeos MN illud in vertice Q tangentis fit /x, erit

b2 b2 1
x —  x 3 ; igitur per C437-§•)

6[i =  —  — 6 x ((4 a3 —  2 a b2) x 3 —  (4 a2 —  b2) x*  - f  a2 b2x 2).
4 a

Adeoque debebit efle

fx—  - ((30a3 —  1 5 a b2)x4—  (24a2 —  6 b 2) x s4- IC&2b2 x?) j  120  a’  '

feu ob m =  (3 a’x2 — 2 x3)
6 a2 '

t ( 3 0 a3—^I5ab 2) x 2 — (2 4 a2 —  6b2)x9-f- I0 az b2 x
^ 20 01V a2 (3 a — 2x)  *

Hinc pro x  =  §a invenies momentum inertiae dimidii /phaeroidis 
elliptici revolutione quadrantis eliipfeos circa femiaxem transverfum geniti 
refpeftu axeos M N fpbaeroidem in vertice Q tangentis, fi M fit malla dimi­
dii fphaeroidis,

(9aZ+ 4 b 2)= * *  M (9 a* + *

Et pro x “ a reperies momentum inertiae integri fphaeroidis eliip. 
tici revolutione eLlipfeos circa axem transverfum geniti refpeccu axeos 
fphaeroidem in vertice axeos transverfi tangentis, deuotante M illiug 
maHam ? ..

r  =  (6 a* + = * M (6 a" + b2>-

4 4 1 .  P r o b l c m a .

9. Invenire momentum inertiae prifmatis triangularis rccfi A B C F E D  
(79. FigO bafium ad C, F reffangulorum refpeffu lateris AD .

S o l u t i o .

i g < »  •  D I S S E R T A T I O  X l
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S o l u t i o .  _e

1. Sit latus prifmatis A D = I ,  et latera bafium angulos reftos com­
prehendentia fint A C  =  D F = a ,  C B = r F E  =  bj erit maffa prifmatis 
(41 1 -  S* Schol.) M — -£abi.

2. Dufto plano a A D d  perpendiculari ad A C F D ;  erit communis 
interfeftio horum planorum ipfe axis A D refpeftu cujus debet determinari 
momentum inertiae totius prifmatis: aequabitur ergo illud fummae mo­
mentorum inertiae dati priftnatis refpeftu planorum a A D d ,  A C F D  
(404. §.)•

3. Quare fumatur C e : = x ,  et per e ducatur feftio e o h i  parallela 
plano A C F D :  pro malTa m =  A C F D h i e o ,  et illius momento iner­
tiae y. refpeftu plani A C F D  habebimus e ju ^ x 2 em  (431. §.).

A C . R e  as ed o e ^ — —  xj

confequenter 

AC e o z = i  ( A C 4 - ° e ) C e : = a x
a 1

A C e o . A D ^ = a x l ---------- -
a b

2 b

Debet itaque poni

~ ~  (b —  x) e x ;  e m ~ - ^  (b x2—  x 3) e x .  
b b

Quamobrem erit 

f i  = =  ( i  bx3 |  x4) =  (4 b —  3 x).

4. Pro x ~  B C  =  b in (3) obtinebimus ergo momentum inertiae 
totius prifmatis refpeftu plani A F ,  —  T̂ a l b 3.

5. Porro capiatur A f = x ,  duftoque per f  plano f o h g  parallelo ad 
a A D d ,  ponatur maffa A f o h g D  =  m,  et p  fit illius momentum inertiae 
refpeftu plani . a A l J d ;  erit per (431.  §.) £ itt =  x2 fm.

c . „ ,  b ,  b
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sm = ------x f i x ;  hinc e p .— — r~x3«x.a a
Quare debebit effe x *,

4 a

6. PoGta variabili x = A C = a  in (5) inveniemus ergo momentum 
inertiae totius prifmatis A B C F E D  refpe&u plani a A D d ,  t^ r^ b la 1 .

7. Ex his (4) (6) per fe jam ob (2) fluit momentum inertiae /4 dati 
prifmatis refpe&u lateris A D ,  nimirum

/ t = xV a lb 3 +  i b l a 3s=:vVabl.(3 a2 +  b2)
~ ; & M ( 3 a ’ + b 2) ob ( i ) .

442.  C o r o l l a r i u m  1 .

Fig. go. Momentum inertiae ju. prifmatis triangularis re61i A B C D E F (80. Fig.)
refpe&u axeos A F ,  fi uterque angulus bafeos ad B, C fit acutus, aequa­
bitur fummae momentorum priftnatum A C p q D F ,  A B p q E F  bafium ad 
p , q re&angularium, in quae illud plano A p q F  ad C B E D  perpendicu-
lari poteft dividi (399. §.): quare, cum pro A p  =  a , B p = b ,  Cp =  c,
A F = 1  per (441. §.) debeat effe

Mom. A  B p q E  F ♦= f** a b 1 (3 az +  b2) ;
Mom. A  C p q D F c=  xV a c l (3 az 4 * c2) :

Fiet eo ipfo 
j i : = TTT a b l (3 a2 4- b2) 4" r x  a c 1 ( 3 a2 4 - c2) ;

hinc, ob prifmatis m a ffa m  a l(b -f- c ) , erit
^ = T̂ a lC bJ +  c3+ 3 a2(b +  c )) t= iM C 3 a2 +  b2 +  c2— bc).

4 4 3 .  C o r o l l a r i u m  2.

Fig. it. Si autem unus angulus bafeos A B C  prifmatis triangularis rc6ti
A B C D E F ,  puta angulus ad C (81. Fig,.) fit obtufus, et planum A p q F  
ad B C D E  perpendiculare; erit momentum inertiae prifmatis A B C D E F  
refpeftu axeos A F  aequale differentiae momentorum prifmatura A B p q E F ,  

, A C p q D F  (400. § .) :  cum ergo fit pro A p  =  a, Bp =  b, Cp : =  c ,  et 
A F  =  1 per (441. §.)

Mom. A p q E  F t =  TV a b l  (3 a2 +  b2) ;
Mom. ACpqDF =  ry .ac  1 (3 a2 +  c2) ; 
erit momentum /x prifmatis A B C D E F  refpe&a axeos A F  

^ = TV a b l ( 3 a 2 4-b2')-—^ a c l ( 3  a24 - c 2) ;
adeo-



adeoque ob illius maffam £ a l ( b —  c)s=:M *
a 1 (b3 —  c3 - f  3 a2 (b ~  c)) =  h M (3 a2 +  b2 +  c2 +  b c)/

444. C o r o l l a r i u m  3.
Si bafis A B C  (80. Fig.) prifmatis lit aequicrura angulorum ad C, B Fig 8o. 

aequalium; erit b =  c ~  £ B C ,  et a = ^ / " ( 4 A B 3 — B C 2) in (442. § . ) : 
pro A B  —  ACcrra-j et B C t= / 3, A F = : I  erit ergo momentum inertiae/t 
prifmatis A B C D E F  refpeftu axeos A F

f e u  , , = - £ 1 ( 6 « * — 0 ’ ) / ( 4 « •  — W = - A M ( 6 « * - / 3 * ) .
4 o

445.  C o r o l l a r i u m  4»

Momentum autem inertiae prifmatis triangularis refti regularis ba- 
feos aequilaterae refpeftu axeos A F  erit pro a^=/3 ^ A  B : = B C ~ C  A, 
et A F = 1  per (444. §.)

p  -=. x* 1 /■ 3 =  M *2.

4 4 6 .  C o r o l l a r i u m  5.

Momentum inertiae cujuslibet prifmatis refti regularis (49. Fig.) re- p,-g 
fpeftu illius axeos P Q , datis latere bifeos A B t = y 3 , radio PArrraj, axe 
P Q  — 1, et numero n laterum A B ,  B C ,  CD, etc., invenietur, fi capiatur 
momentum inertiae prifmatis triangularis A P B b a Q p e r  (444*S ) » illudque 
multiplicetur per numerum n talium prifmatum datum prilina conftituen- 
tium (399- §*)J ea propter, fi M denotet maffam totius prifmatis 
A B C D E e d c b a ,  erit illius momentum inertiae refpeftu axeos P Q

1 (6 * 2 ~ ~ n  / ( 4  '—  P ) = A  M C6 * 2— /32).

447. C o r o l l a r i u m  6.

Momentum inertiae cujuslibet parallelepipedi A B C F G H D E  (8 2 .Fig.) r,'g. %2. 
refpeftu axeos MN coincidentis cum ejus latere E D  invenies, fi illud in 
duo prifmata triangularia F G E D H  A,  F C E  DB A mente refolvas; horum 
momenta inertiae refpeftu axeos MN per (441 .442 .  443. §.) quaeras; 
tum in unam fummam colligas (399. §.).

Vvlumen II. B b 4 4 8» C O-
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448.  C o r o l l a r i u m  7.

Tn fpecie ergo, fi A B CFG  HD E z =  IV] fit parallelepipednm redan- 
gulum, et G E  — l , C E ~ a ,  ED — b; erit illius mafTa M := a b l ,  et 
momentum inertiae refpedu axeos MN per (447.441 .  §.)

^ : = ^ G E . G F . E D ( 3 G E 2 4 - G F J) +  - & E C . F C . E D ( 3 E O  +  FCa), 
feu ^  i  a b U»4 +  P) =  f  M (a2 +  P).

449. C o r o l l a r i u m  8.

S i a ~ C E ,  et b =  L D  continuo decrefcat, tum prope evanefcat; 
abibit parallelepipedum in virgam tenuifiimam G E ~ 1 ,  cujus momentum 
inertiae refpedu axeos MN ad illam perpendicularis poterit poni 
6 = f M l * s = f l»  (448- §0 .

450.  C  o r o 11 a r i u m 9.

Si vero tantum a =  C E  decrefcat et prope evanefcat; debebit paral- 
lelepipedum redangulum abire in laminam tenuifiimam pariter redangu- 
lam G H D E ,  cujus momentum inertiae refpedu axeos M N ,  p r o E G ^ ! ,  
E D ^ b ,  poterit poni £ = - j b  l3 (448. §•)•

451 .  C o r o l l a r i u m  10.
Si denique b r= :E D  adeo parvi valoris fit, ut prope evanefcat; pa­

rallelepipedum redangulum abibit in laminam tenuifiimam redangulan* 
F C E G ,  cujus'momentum inertiae refpedu axeos M N  ad Ullam perpen- 
dicularis poterit poni (a24-l2) = T a K a2 +  ̂ 2) pro a C E ,  I r m G E
(4 4 8 - §•).

452. Corollarium n .
Incubo A F E D  erit G E  — C E ^ ^ E D .— momentum iner­

tiae cubi A F E D  refpedu axeos MN erit ergo -ya3(a2 +  a2) ; = : f  a5: = f  Maa 

(4 4 8 . §•)•
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D E

M O T U  M A S S A R U M  C I R C A  A X E S  F I X O S *

4 5 3 .  D e f i n i t i o .

S i  corpus rigidum Z  (60. §.) circa lineam reftam R pofitione datam fic 
moveatur, ut haec durante motu eundem perpetuo fitum refpeftu om­
nium punftorum corporis Z  retineat; erit ejus motus gyratorius, et 
refta R A x is  gyrationis, et quidem fixus (qualis in fequentibus difqui£- 
tionibus ubique fubintelligetur), fi is perfefte qniefcat, nuilisque viribus 

cedat.
454.  C o r o l l a r i u m  1.

Singula punfta a ,  A (83. F i g )  corporis in motu gyratorio circa da- Fig- 8?. 
tum axem IvlN conftituti easdem perpetuo fervant dillautias a f ,  A F  ab 
axe gyrationis MN (453- §•

455.  C o r o l l a r i u m  a.

In motu igitur gyratorio debent lingula punfta a, A corporis defcri- 
bere peripherias circulorum a b c ,  A B C  ad axem gyrationis M-N perpen- 
dicularium, centraque f, F in illo habentium, quorum radii a f ,  A F  aequan­
tur perpendiculis ex punftis a, A  ad eundem axem demiifis ( 454 - § )•

456.  C o r o l  l a r i u m 3.
Cum autem durante motu gyratorio corporis circa datum axem M M 

lingula ejus punfta tam ab axe iVl N1 (4 5 4 - § 0 > quam inier fe easdem 
perpetuo diftantias fervent (453. 60. § .) ;  evidens eft, lingula punfta
a, A quovis tempore t per arcus fimiles ad , A D  promoveri, interceptos 
inter crura af, d f et A F ,  D F  angulorum aequalium a f d ,  A F D ,  quos 
perpendicula a f ,  A F  ex iisdem punftis ad axem M N  duftj intra idern 
tempus debent percurrere.

Bb a 4 5 7 « D f .
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4 5 7 .  D e f i n i t i  o .

Si refta a f  perpendicularis ad axem gyrationls IVI N circa hunc axem 
in circulo a c b  moveatur, debebit illa quovis tempusculo t per certum 
angulum a f d  promoveri independentem a longitudine ejusdem re f ta e : 
quamobrem licebit reftae a f  et cuivis e u s  punfto a ,  a  ejusmodi celerita* 
tem tribuere, per quam ea ad certum angulum a fd  certo tempore per­
currendum determinetur (257. § .)?  atque haec deinceps nomine Celeritatis 
angularis reftae a f  et cujuslibet ejus- punftt debebit intelligi.

4 5 g ,  C o r o l l a r i u m  j .

Spatia, quae celeritatibus angularibus percurri fupponuntur, funt to ­
tidem anguli, non autem lineae ut in (252. § .) :  feinper vero illae et hi 
anguli debent inftar quantorum lieterogeneoium concipi, quorum unum 
alteri aequari nequeat (456. § ,).

S  c h o 1 i o n.
Contra rei naturam loquuntur idcirco, qui celeritatem angularem in 

ipfa illius definitione certo angulo ponunt aequalem: in (264. §._) expofui, 

quo fenfu celeritas punCti in linea refta vel curva incedentis per certum 
fpatioluni poffit exprimi; mox vero deefarabo, quo fenfu celeritatem quo­

que angularem certo angulo vel arcui aequJre liceat. E u l e r u s ,  in 
Theoria motus corporum JbUdorum Jeu rigidorum ,  celeritatem angularem 
in motu gyratorio vocat celeritatem punfti, cujus diftantia ab axe gyratio- 
nis unitate exprimitur: is ergo dat definitionem celeritatis angularis ob- 
fcuriorem fuo delinito, aiTumens in ipfa definitione, quod ex genuina no­
tione celeritatis angularis demonftrandum eilet.

4 5 9 .  C o r o l l a r i u m  2.

Motus re&ae a f  circa datum axem M N erit uniformis feu aequabi­
l is ,  fi illa fingulis temp-uspulis aequalibus per aequales angulos promovea-

• tu r ,  proinde eadem perpetuo celeritate angulari circa M N  volvatur (458.
457 - 254. §.).

460 , C o r o l l a r i u m  g.

r ig< 83.84* Quodfi ergo duae reftae a f ,  su  (83- '84* Fig.) ad axes fixos M N ,  
mn perpendiculares motu uniformi incedant in circulis a c b , p q r $  erunt 
anguli a f d , s u r ,  quos illae intra idem tempus percurrerint, inter fe ut 

celeritates angulares earundem retiarum Q459. 4 5 8 . 260. § ) .

461. C o-
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4 6 1 .  C  o r  o l l a r i u m  4.

Anguli vero a f d , a f e ,  quo? refta a f , determinata celeritate angu­
lari motu uniformi circa axem IVI N in 'circulo acb  incedens, intra diverfa 
tempora percurrerit, er anguli a f d ,  s u r ,  quos duae reftae a f, s u, aequa-, 
libus celeritatibus angularibus in circulis a c b , p q r  circa diverfos axes 
IVI N , m n motu uniformi incedentes, diverfis.temporibus confecerint, erunt 
inter fe in ratione direfta refpeftivorum temporum (259. 258- 261. §•

462 .  C o r o l l a r i u m  5.

Quo motus ejusmodi ad calculum poffit revocari, congruae menfurae 
celeritatum angularium, fpatiorum (4 58 * §•)» et temporum conftituantur 
oportet. Retento minuto fecundo pro menfura temporum (262. §. 2. n.), 
fumatur, ob (458. et 262. § v 1. n.), pro menfura fpatiorum angulus 
aequali angulo 6, inter cujus latera intercipiatur arcus ex ejus vertice ra­
dio I defcriptus et eidem radio aequalis (Vol. J. §. 5. Schol. 3* n. 2.).

4 6 q. C o r o l l a r i u m  6 .
Hinc licebit pro menfura cujuslibet celeritatis angularis y ,  qua in 

motu uniformi (459. §.) angulus A quovis minuto fecundo percurratur, 
eam determinatam celeritatem angularem a. accipere, qua motu pariter 
uniformi quovis minuto fecundo angulus d fumtus pro menfura angulo­
rum A (462. §.) debeat percurri (262. §. n. 1. 4.).

464. Co  r o l l a r i  u m 7.
A y

In (463. §.) erit ergo A : S — y : x  per (461. § . ) : igitur ~ ~ f  ~  ~Z~ * 

id eft: exponens rationis anguli A  quovis minuto fecundo celeritate an- 
gulari y percurfi ad angulum i  pro ejus menfura acceptum aequatur ex­
ponenti rationis ipfius celeritatis angularis y ad celeritatem angularem x 
pro illius menfura acceptam (463 §.). Quodfi ergo ejusmodi exponentes 
per A et y deinceps exprimantur; poterit poni - y r r A ,  atque hoc unico 
fenfu, improprio ut patet, licebit celeritatem angularem y >n motu uni­
formi (459. §.) aequare angulo A , qui eadem Celeritate quovis minuto 
fecundo percurritur (264. §.).

465. Co-
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465. C o r o l l a r i u m  g.

Verum , fi denotet arcum radio = 1  ex  vertice anguli A  inter 
ejus crura defcriptum, aequabitur <£> exponenti rationis anguli A ad angu­
lum i  pro illius menfura acceptum (462. §.) et (Vol. I. §. 5. Scliol. 3. n. 2 .) : 
hoc ergo e xp o n en te  expreflo per A poterit poni A;=<£>, hinc etiam 
(464 §.). Eodem itaque fenfu, quo celeritatem angularem y in quovis 
motu uniformi (459. §.) angulo A aequare licuit, qui eadem celeritate quo­
vis minuto fecundo percurritur (464. § .) ,  poterit illa aequari etiam ar­
cui (P, qui ex vertice ejusdem anguli radio ; = i  inter ipfius crura de- 
fcriptus poteft cogitari.

4 6 6 . C o r o l l a r i u m  9.

Fig. 83- Per haec jam poterit motus uniformis reftarum circa datos axes 
(459. §.) eadem prorfus ratione, qua motus uniformis punftorum in Ii- 
neis incedentium (265. 266. 267. § .) , determinari. Si enim refta a f  
motu ejusmodi in circulo a b c  circa axem MN volvatur celeritate angu­
lari C ,  angulumque S ^ n a f d  quocumque tempore T  percurrat; debtbit
illa quovis minuto fecundo percurrere angulum A : S ~ I U: T  (461. § .) :

A S  T
erit ergo - y  : 1 : —— denotante 6 menfuram angulorum A, S

C S T
(462. §.)» feu ~  : 1 : ~j[7r (464- §•)> u«lde» fi per c ,  S, T  intel-
ligantur exponentes rationum celeritatis C, fpatii S , et temporis T  ad 
menfuras cT, i "  (462.463* §•)> neceffario tequitur C : S ĵ i ; T ,  hinc

S S
S ^ C T ,  C .— Y " ’ c

467. C o r o l l a r i u m  10.

Haftenus motum gyratorium uniformem reftarum circa datos axes 
confideravimus (4 5 9 -S-)* Diffbrtnis feu inaequabilis erit ejusmodi motus 
cujusvis reftae, fi celeritas angularis illo durante non maneat perpefuo 
eadem (457. §0 » continuo mutetur (268- §•)• In tali motu habebit ergo 
refta a f  quovis momento aliam celeritatem: celeritas angularis, quam
illa in fine certi temporis T  ab initio motus computati habuerit, erit ejus
c e le r ita s  tempori T  debita aeftimanda ex angulo, quem eadem refta quo­
vis minuto fecundo tali celeritate percurreret, fi ejus motus eflet uuifor-

/  rois»
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mis, vel ex arcu radio = 1  ex vertice ejusdem anguli inter ejus crura 
defcripto (27 1 .  464. 465. §.)•

468. C o  r o l l a  r i u m i r *

Quocunque autem tempore duret motus gyratorius dati corporis circa 
datum axem MN; neceffe eft, ut omnia illius punda eadem celeritate 
angulari circa axem M N  volvantur (456. 457- §-)t cenfebitur ergo totum 
corpus quovis momento determinatam habere celeritatem angularem, ni­
mirum illam, quum fingula ejus punda eodem momento habuerint; motus 
autem iplius gyratorius uniformis erit vel difformis, prout perpendicula ex 
fingulis ejus pundis ad axem gyrationis demifla motu uniformi vel dif- 
formi (459* 467. §.) circa eundem axem fuerint mota.

4 6 9 .  D e f i n i t i o .  1

Eodem tempore, quo in motu gyratorio dati corporis circa datum 
axem MN (453- §•) perpendiculum af[ex quocunque ejus puncto a ad axem 
M N  demifTum per certum angulum afd  promovetur, percurritur ab ipfo 
pundo a arcus ad circuli a c b :  celeritas pundi a,  qua ejusmodi arcus per­
curritur (257. §.) vocabitur deinceps Celeritas linearis feu vera pundi a, quo 
illa ab ejus perpendiculique a f  celeritate angulari (457. §.) diftinguatur.

4 7 0 .  C o r o l l a r i u m  1 .

Vera feu linearis celeritas cujuslibet pundi a corporis in'motu g y ­
ratorio circa datum axem M N conftituti aeftimabitur ex arcu circulari, 
quem illud eadem celeritate motu uniformi circa axem MN percurreret 
(469. 264. 271 .  §.)•

4 7 1 .  C o r o l l a r i u m  2.

Sunt autem arcus a d ,  A D  a quibuslibet duobus pundis a, A corporis 
circa axem M N motu gyratorio incedentis quovis tempore percurfi inter 
fe fimiles (45^-§•), adeoque inter fe in ratione diftantiarum perpendicula- 
rium a f ,  A F  eorundem pundorum ab axe M N : in motu gyratorio cor­
poris circa datum axem M N  funt ergoyverae feu lineares celeritates fin- 
gulorum ejus pundorum quovis momento inter fe ut perpendicula ex  iis-* 
dem pundis ad axem MN demilTa (470. §.).

472. Co*
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472. C o r o l l a r i u m  3.
Quamobrem debebunt efle celeritates lineares omnium punftorum  cor­

p oris  in motu gyrator io  circa axem  M N  conftituti inter fe aequales, fi 

il la  aequaliter diftent ab axe M N ;  p unfta  ve ro  inaequaliter diftantia 

ab axe M N  inaequales habebunt c e ler i ta tes ,  m ajores m a g is ,  e t  minores 

minus diftantia (47 § 0 *

473» C o r o l l a r i u m  4.

Cognita  unici punfti a corporis  t i rca  axem M N  moti celeritate  vera 

feu  lineari c ,  datisque diftantiis f ingulorum punftorum  ab axe M N ,  p o t­

erit eo ipfo determinari celeritas vera x  cujusvis alterius punfti A :  erit
A Fenim x : c  =  A F : a f  (471. confequeater x t = c ——— •

«& it

474.  C o r o  l i ar i  um 5.
Si  punftum  a corporis in motu gyrator io  circa axem  M N  tantam 

per  arcum a d  acquirat celeritatem linearem feu veram  c ,  et angularem y, 

ut illud ead^m celeritate m otu uniformi circa M N  quovis minuto fecundo 

arcum — d e ,  re f ta  vero  a f  ex  a  ad M N  perpendicularis angulum ; = d  f e  

deberet p ercurrere ;  erit  c  —  d e ,  yz=zty pro arcu <p e x  f radio in­

te r  crura anguli d f e  defcripto ( 4 7 0 .4 6 5 .  § . ) ,  et d e ;  ( p ; = a f :  1 :  debebit 

e rg o  effe
r  C. a f ,  e t  y z=z —  --

4 75 .  C o r o l l a r i u m  6.

Adeoque, fi 'nofcatur celeritas angularis  y  in m otu g y ra to r io  dati 

corporis  circa datum a x e m  (468. §.) conftans ( 4 5 9 .  § . ) ,  Vel certo te m ­

pori t ab initio motus computati debita (467. § . ) , eaque multiplicetur per 

diftantiam a f  dati punfti a ab axe M N ,  determinabitur eo ipfo vera feu 

linearis celeritas c  punfti a (474- §•)» a ^ua inventio celeritatum linea­

rium omnium reliquorum punftorum ejusdem corporis  dependebit (4 7 3 -§ .) .

476.  C o r o l l a r i u m  7.
Data autem celeritate vera feu lineari c unici punftTa corporis  in motu 

gyrator io  circa datum axem M N  conftituti, fi illa dividatur per diftantiam 

a f  ejusdem punfti ab eodem a x e ,  invenietur eo ipfo celeritas angularis y  

punfti a (474. § .)  totiusque corporis  (468. §.)•
477. T i i e o-
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477. T h e o r e m a .

S i in punfta b ^ a  ("85. Fig.) vel a et d plani A B C D ,  circa aXem Fig. 8jr 
M N fixum cum illo firmijjime connexum libere mobilis, aequidiflautia ab 
axe M N agant vires aequales P et Q vel Q et R directionibus b P et a Q 
vel aQ  et dR ad idem planum perpendicularibus;  erunt eae vires inter fe  
in aequilibrio.

D e 111 o n fl r a t i o.
1 .  Si punfta b, a aequaliter dident ab axe M N , quo perpendicula 

b/3 , a «  ex illis ad MN dufta fint inter fe aequalia; debebit refta ab 
in axe MN biffecari: eam igitur vires aequales P , Q agentes in punfta
b, a plani A C  circa axem fixum M N volubilis necefiario in aequilibrio 
eife debeant, fi iilae agences in punfta b, a reftae inflexilis ba et circa 
fixum ejus punftum medium c libere mobilis edent in aequilibrio; patet, 
illas re ipfa luturas in aequilibrio (76. §.).

2. Si autem in punfta a, d aequidiftantia ab axe MN agant vires ae­
quales Q , R ;  duftis ad IVI M perpendiculis ane, d/3 , produftoque perpen­
diculo d /3 in b , ut fit b /3 =  d /3 =  aoc, cogitentur in b agere vires P, S, 
inter Ce et viribus aequalibus Q , R aequales, direftionibu» b P ,  bS ad pla­
num A C  perpendicularibus: erit vis S cum R ,  et P cum Q in aequi­
librio, per demondrata in (1) .  Quare erunt omnes quatuor vires S, R, P, Q 
inter fe in aequilibrio (64. §.), et e0 qu>a vires P, S funt inter fe
feorfim in aequilibrio (66. § .) ,  debebunt iis fublatis vires Q , R manere in 
aequilibrio (65. §.).

47 8 .  C o r o  l l a r i u m .

Si duo plana A B D C ,  C D F E  (86. Fig.) fub quocunque angulo inva- Fig. 84. 
riabili B U F ' circa axem fixum MN mobili inter fe fint connexa, in quo­
rum punfta a, c aequididantia ab axe M N  agant vires aequales P , Q di- 
reftionibus a P ,  cQ  ad plana A D ,  ED  perpendicularibus; erunt hae vires 
in aequilibrio. Sit ab in plano A D ,  b f = a b  in plano E D  perpendicu- 
lans ad axem IVI N , et in punftum f cogitentur agere vires q, p inter fe 
et viribus aequalibus P, Q aequales direftionibus f q , f p  ad planum E D  
perpendicularibus: jacebunt direftiones virium P, p in plano anguli a b f ;  
vires idcirco P, p erunt inter fe in aequilibrio (76. §.). Quare, cum etiam 
vires q, Q debeant inter fe effe in aequilibrio (477. §•)» erunt omnes qua­
tuor vires P ,  p ,  q f Q inter fe in aequilibrio. (64. §.): fublatis itaque

J'olumen 1 1 .  C c  viribus
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viribus pr q inter fe feorfim in aequilibria exiftentibus (66. §.), manebant 
reliquae P, Q inter fe in aequilibrio (65.■§.).

479* T h e o r e m a .
S i in duo punfta a, e planorum A B D C ,  E F D C  fub  angulo invaria- 

bili et circa axem fixum  M N libere mobili inter fe  connexorum agant vires 
P, R dire£tionibus ad eadem plana perpendicularibus;  erunt illae in aequi­
librio, f i  fint inter fe  in ratione inverfa diji antiarum ab,  e d  punitorum a , e  
ab axe M N ,  id eft , f i  fit P ; R —  e d : a b : et viciffnn, fi vires P, R f int in 
aequilibrio, erit P : R z=z e d : a b.

D e m o n H r a t i o .
1 .  Per hypothefim funt ab, ed perpendiculares diftantiae punCtorutn

a , e  ab axe  M N. Sit ed > a b ,  et fiat cd =  a b ,  atque in punCtum c
cogitentur agere vires r, Q inter fe et vi P aequales directionibus c r , c Q  
ad planum E D  perpendicularibus.

2. Debebunt vires r , Q inter fe neceffario effe in aequilibrio per 
(66. § .) ,  quidquid fint reliquae vires P, R.

3. Ponamus jam effe P :R  — e d : a b ;  erit ob ( 1 )  etiam r : R  =  e d : c d :  
vires igitur r ,  R erunt per (92. §.) inter fe in aequilibrio. Quamobrem, 
cum etiam vires P, Q debeant effe inter fe in aequilibrio (478. g . ) , erunt 
omnes quatuor vires r ,  R , P ,  Q inter fe in aequilibrio (64 § 0 :  unde, 
quia vires r ,  Q funt feorfim inter fe in aequilibrio (2), neceflario fequiiur, 
vires quoque P, R inter fe feorfim effe in aequilibrio v6 5 - §.).

4. Si autem dicas, vires P, R effe in aequilibrio; erunt ob (2) omnes 
quatuor vires r, Q ,  P ,  R inter fe (64. §.)> et binae P ,  Q feorfim inter 
te in aequilibrio, ob ( 1)  per (478. § .) : fublatis igitur viribus P, Q mane- 
bunt vires r ,  R inter fe in aequilibrio (65. §.).* Erit itaque r : R ^ e d : c d  
(92. hinc ob ( 1 )  etiam P ; K = z e d : a b .

480 . C o r o l l a r i u m .

Si duae reftae a f ,  A F  (83. Fig.) cum axe fixo MN fub angulis reftis 
firmiffime fint connexae, ita ut et utraque circa axem MN libere poffit 
converti, et impoffibile fit, ut una illarum circa MN convertatur, quin 
eo ipfo altera quoque circa MN debeat converti; in punfta vero a, A 
agant vires P ,  R fecundum dirediones a P ,  A R  perpeudiculares ad af, A F

in
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in planis ad M N perpendicularibus jacentes, in quibus jacent reftae af, A F :  
nitentor hae vires reftas a f ,  A F  in partes oppofitas circa axem M N ea­
dem prorfus efficacia convertere, ac fi reftae a f , A F pertinerent ad 
bina plana circa axem IVI N mobilia et in hoc flrmiffime inter fe connexa, 
ad modum, qui in (86. Frg.) eft confpicuus. Vires ergo P , R  erunt in­
ter fe in aequilibrio, fi illae fuerint in ratione inverfa reftarum a f ,  A F ,  
id eft, fi fuerit P : R t = A F : a f ;  et vicifiim erit P : R p r A F : a f ,  fi vires 
P ,  R fint  ̂ in aequilibrio (479. §■)-

4H t .  P r o b i  e m  a.

D ata direftione vis V  agentis in punctum A (87. Fig.) circuli A p q Tig.'37. 
circa axem fixum  M N per ejus centrum C tranjeuntem et ad illius planum 
perpendicularem libere mobilis; determinare vim , quae totaJua efficacia cir­
culum A  p q circa axem Ai N convertere nititur.

S o l u t i o .

1 .  Direftio datae vis V  fit A D  in plano A a e b  perpendiculari ad 
planum circuli A p q  hocque in A b  fecante, quae detur per angulos 
D A b = / 3 , b A C ^ = a  inter eandem direftionem A D ,  radium circuli AC , 
et interfeftionem communem Ab planorum A a e b ,  A p q  comprehenfos.

2. Si in plano a A b e  fit a A perpendicularis ad planum circuli A p q  ( 1 ) ;  
poterit vis V agens in punftum A direftione AD  in duas vires refolvi,

, quarum una agat direftione A a fitque “  VSin D A b =  VSin/3 , et altera 
agat direftione A b  fitque rr : V Cof D A b V Coi /3 , ob ( 1)  per ( 1 15.  g.).
Quare, cum prior vis agens in punftum A direftione A a perpendiculari 
ad planum circuli A p q ,  adeoque parallela axi gyrarionis M N  nulla ratione 
poffit influere in converlionfem ejusdem circuli circa axem M N ; videndum 
eft, quantum influxum in hanc converfiotiem vis altera : = V  Cof /3 agens 
in punftum A  direftione A b  jacente in plano circuli ( 1 )  habeat*

3. Si ad punftum A in plano circuli A p q  ducatur tangens A B :  erit 
illa perpendicularis ad radium A C . Vis ergo ~ V C o l /3 in (2) agens in 
punftum A direftione Ab poterit refolvi in duas vires, quarumj una 
=  VCof/3 .Cofb  A C = :  V Cof/3 Cofa agat direftione A C ,  et altera r== V  
Cof/3 .Sinb A C =  VCof/3 Si na  agat direftione A B per ( 1 15 .§ .) •  Eft vero 
evidens, priorem vim nullo pafto in converfionem circuli A p q  circa axem 
M N pofTe influere i alteram vero vim agentem direftione A B  in plano

C c  2 circuli
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circuli A pq  ad radi-um ejus A C  perpendiculari tota fua efficacia niti, 
©undem radium circulumque circa axem MN convertere.

4. In affumta hypothefi (1) tantum ergo habebit data vis V , agens in 
punftnm A fecundum direftionem AD, influxum in converfionem circuli 
A pq circa axem MN, quantum haberet vis VCof/3Sin«, fi haec in 
punftnm A fecundum direftionem tangentis AB ageret, quae tota fua 
efficacia eundem circulum circa axem MN niteretur convertere (3).

482. C o r o l l a r i u m  1.
Semper, fi in (481. §. 1. n.) iit angulus b A C = « = o ,  erit vis 

VCof/2S in a:= o : quoties ergo direftio AD datae vis V agentis in pun- 
ftum A circuli Apq jacuerit in plano A a e C  perpendiculari ad planum 
circuli et cum hoc radium AC pro communi interfeftione -habente, erit, 
vis, quae in converfionem circuli Apq circa axem MN deberet impendi, 
aequalis nihilo, ipfaque converfio impolfibilis (481* §. 1 .4.  n.).

483 .  C o r o l l a r i u m  2.

Et pro angulo D A b — /3 o erit vis VCof/3 S in « =  VSina,  id eft:
ii direftio vis V agentis in punftum A circuli Apq jaceat in plano cir­
culi, ita ut illa cum radio AC anguium a comprehendat; efficacia, qua 
illa circulum Apq circa axem MN nitetur convertere, aequabitur effi­
caciae, qua vis =  VSina in punfto A fecundum direftionem tangenti* 
A  B applicata eundem cinca M N convertere niteretur; haec vero vis tota 
deberet in ejus converfionem impendi (481. §• 1. 4* n )*

484. C o r o l l a r i u m  3.
Quodfi autem ponas angulum a ̂ 9 0 °  in (483. §.); erit vis VSin 

«S=.V, id eft: vis V agens in punftum A circuli Apq fecundum di­
reftionem tangentis A B ad radium AC eo ipfo perpendicularem, nitetur 
tota fua efficacia eundem circulum circa axem M N convertere (483«

4 8 5 .  C o r  o l l a r i u m  4,

Fig. 88- Conditio eflentialis, fine qua nulla vis V agens in punftum aliquod B 
(88 Fig.) corporis abcde,  circa axem fixura MN cum illo firmiffmie con- 
nexurn libere mobilis, poterit corpus abcde circa eundem axem conver­
tere, eft, ut illius direftio non jaceat ip plano-circulum bpq per B trans­
euntem et axi MN perpendicularem ita fecante fub angulo refto, ut inter-

feftio
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fe/ftio coincidat cum radio B C ad idem pundum B dudo (482- omni 
autem alio cafu aderit una vis per (483- 484« 4 8 1 * §• 4- n0 determinabilis, 
quae, fecundum diredionem tangentis B P  ad radium B C  perpendicularem 
in pundum B adura, tota fua efficacia corpus a b c d e  circa axem MN 
nitetur convertere.

486 . C o r o l l a r i u m  5.
Si igitur motus gyratorius corporum circa datos axes fixos dependens 

a viribus in quaecunque illorum punda agentibus generatim fuerit determi­
nandus, licebit fupponere, dirediones omnium virium coincidere cum tan­
gentibus, quae ad eadem punda totidem circulorum ad axes gyrationis per- 
pendicularium centraque in iisdem axibus habentium poffunt duci (485. §•)

487* T h e o r e m a .
S i  in pundis B, F  corporis a b c d e  circa elatum axem M N libere mo­

bilis applicentur vires P , Q , quae idem corpus fecundum dirediones B P , F Q 
in partes oppofitas circa axem MN nitantur convertere (486. §•)» erunt illae 
in aequilibrio, f i  fuerint inter fe  in ratione inverfa diflantiarum B C ,  P D  
pundorum B, F ab axe gyrationis M N , feu J i  fuerit P :Q r = F D :B C * .  et 
viciffim y quoties vires P, Q fuerint in aequilibrio, toties erit P : Q — F D :B C .

De mo n  ft ratio.
Per hypothefim coincidunt dirediones B P, F Q  virium P, Q cum tan* 

gentibus, quae ad punda B, F  circulorum B p q , F n m  ad MN perpen- 
dicularium et e centris C, D radiis C B , D F  defcriptorutn poffunt duci: quodfi 
ergo cogitentur duo plana A B C D ,  F E C D ,  quorum primum fit perpen­
diculare ad planum circuli B p q  hocque in B C  interfecet, et alterum fit 
perpendiculare ad planum circuli F u m ,  atque iftud in F D interfecet; 
erunt dirediones B P ,  FQ  virium P ,  Q perpendiculares ad plana A B C D ,  
F E C D ,  unde, ut patet, neceffario fequitur, vires P, Q debere effe in aequi­
librio, fi eft P : Q = F D : B C ;  et effe P : Q = F D : I } C ,  fi vires P, Q funt in 
aequilibrio (479 §.).

488* P r o b i  em a.
S i ,  dato pundo A circa axem fixum  MN in diftantia A F  (8 3 • Fig.) FlS* 

libere mobili, cogitetur in eodem pundo maffa fi colleda, quam vis quaecun­
que R fecundum diredionem A  R ad motum circa M N follicitet (486- $•) : 
venire celeritatem veram C pundi A ,  quam eadem vis tempore T  producat.

C c  3 So l ut i o .
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S o l u t i o .
R

1 .  Si vis R fit invariabilis; debebit effe C — 2 g -----T  celeritas vera

punfti A (469 §.)> quam ea vis tempore T  producet (337. 338.

2. Quodfi autem madi fi in punfto A collefta a vi variabili ad motum 
circa axem MN follicitetar, et eadem vis intra tempus T  fiat £=:R; debe­

bit efle per (387* 347- §0 «C =  2 g  — g T tj
P*

489 C o r o l l a r i u m  1 .

Omni ergo cafu, feu malYa jx collefta in punfto A  a vi invariabili 
r = R  ad motum circa axem iVl N urgeatur, feu a vi variabili, quae intra 
tempus T ,  durante motu uialTae jx circa M N, fiat =  R ,  ita erit compa­
rata vera celeritas C punfti A ,  quam eadem vis tempore T  producet, ut
exponens rationis differentialis ejusdem celeritatis fpeftatae inftar unius 
funftionis temporis variabilis T  futurus fit (488. §•)♦

€ C = :2 g  —  e T .
V-

490. C o r o l l a r i u m  2.

Quaelibet vis, tam invariabilis R ,  quam variabilis intra tempus T  in 
vim = R  abiens, 11 illa datam maffam p. in punfto A colleftam ad motum 
circa axem MN fecundum direftionem A R  continuo follicicet, producet 
intra tempus T  celeritatem aogularem y punfti A reftaeque A F  ad MN 
perpendicularis, cujus exponens differentialis erit per (4 8 9 .4 76 . §.).

sC  2 £ . R
£  ___  c  T

A F  p.. A F

491 .  Pr obl ema.

S i ,  datis duobus punftis a, A inter fe  et cum axe gyrationis M N  ita 
comiexis, ut neutrum illorum circa M N pofjit converti, quin etiam alterum 
circa M N eo ipfo moveatur, in punfto a maffa m collccta cogitetur, m 
punfto vero A agat quaecunque vis invariabilis R fecundum directionem A R 
( 4 8 6 invenire celeritatem angularem y , quam vis R tempore T  pro­
ducat.

S o l u t i o .
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S o l u t i o .

1 .  Punfta A , a reftaeque A F ,  a f  concipient tempore T  eandem ce­
leritatem angularem y (468. §.).

2. Cogitentur in punfto a applicari duae vires invariabiles inter fe ae­

quales P , p fecundum direftiones oppofitas a P ,  ap (48^- §•)5 erunt eae 
inter fe in aequilibrio (66. § .) ,  confequenter erit punftum a ob vires P, p» R 
in eodem ftatu motus, in'quem illud ob folam vim R ,  abfentibus viribus 
P, p intra tempus T  poteft reponi. Quodfi ergo vires P, p ita fint com-

A F
paratae, ut fit P ~ p : R ~ A F : a f ,  adeoque P ~ p : = R . —- y ~  ; debebit 

punftum a etiam in hac hypothefi in eodem prorfus ftatu motus manere, 
proinde eandem celeritatem angularem y  tempore T  concipere ( i) .  Sed
vires P, R funt in hac hypothefi inter fe in aequilibrio (480. §.)> ^uae
idcirco tolli poliunt, quin ideo ftatus motus punfti a turbetur:
punftum ergo a debebit datam celeritatem y intra tempus T  con­

cipere, fi illud a vi invariabili p =  R . —̂ — admotum circa M N con­

tinuo urgeatur.

3. Hinc autem (2} per (490. §.) fequitur, celeritatem angularem y  
debere effe

2 g R . A F  2 1?. R . A F ^
V ^ = ------- j -  • ------ ------- T  =  — --- ---- r , ---- T.m . a t at m . a t -

4 9 2 .  C o r o l l a r i u m  1.

Coaequatis celeritatibus angularibus, quarum unam vis invariabiiis R 
agens in punftum A intra tempus T  debet producere, fi in eodem punfto 
maffa /x coilefta cogitetur, et nulla in a; alteram vero eadem vis debet, ge­
nerare, fi in punfto a maffa m coilefta concipiatur, et nulla in A , habebi­
mus per (490, 491. §.).

2 g . R  2 g . R . A F  _
— ------  x  = — --------------T  »

yt, . A t1" m . a t 2 *

igitur m . a f 2“ ^ . A F 2.

Et viclflim pro m . a f 2~ i t . A  F 2, adeoque----- ------= r — -t t "  erunt
. |tt. A F  m . a i 2

celeritates angulares in (49°- 491- §•) inter fe aequales.

4 9 3 .  C o -



493.  C o r o l l a r i u m ,  2.

Produfta m . a f 2 , / t . A F 2 ex mallis m, quas in punftis a, A col­
legas imaginati nobis fumus (490. 491 §.)» in quadrata diftantiarum re- 
fpeftivarum a f ,  A F  ab axe gyratioris IVI N funt- momenta inertiae earun- 
dem maffarum refpeftu axros MN (393 §.): vis ergo invariabilis R agens 
in punftum A eandem ten pore T  producet celeritatem angularem y ,  feu 
mafla /x in punfto A collefta, nulla vero in a, feu maffa m in punfto a col- 
lefta, nulla vero in A cogiretur, modo maffae m, fi ita fint comparatae, uc 
momentum inertiae maffae /t in punfto A refpeftu axeos gyrationis MN 
aequetur momento inertiae maffae m in puufto a refpeftu ejusdem axeos

(4 9 2- §•)•
494. C o r o l l a r i u m  3.

S i ,  data maffa m collefta in punfto a ,  quaeratur vis invariabilis R, 
quae in punfto A applicata producat celeritatem angularem y intra tempus 
T ; erit illa ob (491. §.)

r  —  V-m -af2
K 2 g . T . A F ‘

Per hanc vim invariabilem ita determinatur celeritas angularis y 
punfti A reftaeque A F ,  ut alia vis hac major vel minor in eodem pun­
fto  A applicata necellario aliam celeritatem angularem majorem vel mi­
norem deberet intra idem tempus generare (491 - §•).

495 .  C o r o l l a r i u m  4.

Si ergo in punftis a, b, c, d, e , ------ z (89. Fig.) circa datum axem
M N  mobilibus et cum eodem per perpendicula aa', bbl, cc1, dd’, ee1, ---- z z 1
ita connexis, ut punftum R per perpendiculum R S  cum MN connexutn, 
circa MN converti nequeat, quin eo ipfo omnia punfta circa MN debeant
in eandem partem converti, totidem mafiae A, B, C, D, E , ------ Z  colltftae
cogitentur, A' vero, B‘, C1, D', E ' , ------ Z 1 fint vires invariabiles, qua­
rum prima A1, vel fecunda B’, aut tertia C1, et fic porro, in punfto R ad 
celeritatem angularem y intra tempus T  producendam requiratur, prouc 
vel tantum in punfto a adefi: maffa A ,  vel tantum in b maffa B ,  aut tan­
tum in c maffa C ,  et fic porro; erit per (492. %.)

'ao8 D I S S E R T A T I O  XII .

A '= r
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2 g . R S . T

Z x:
7.  Z . z* z2
2 g . R S . T

4 9 6 .  C o r o l l a r i u m  5.

Hinc (495- 4 9 4 - § 0  et ex  notione celeritatis angularis (457. §.) evi­
denter fequitur, quod, fi omnes maflae A , B, C, D, E , ----------Z  in fuis
punftis a ;  b, c ,  d, e „-  -  -  z  coJlefrae fimul circa axem MN debeant 
moveri, ita ut refta R S  dato quocunque tempore T  datam celeritatem 
angularem y concipiat, ad generationem hujus celeritatis vis una inva- 
riabilis

X  £= A 1 - f  Bl' - f  C 1 - f  D* 4 - E ' 4 - -------4 - Z* =
7  (A  . a* a* - f  B . b1 bz4- Cc*c2 4- D . d* d2)

~~ 2 g . R S . T  ( 4- E  . e* fez 4 ------------ - +  Z . z * z 2)

(it neceflfaria, quin alia aliqua vis invariabilis, vi X  major aut minor, in 
eodem punfto R applicata eandem celeritatem angularem y intra idem 

tempus T  poflit generare.

497 .  C o r o l l a r i u m  6.
Quatriobrem, fi in hypothef; maflarum A, B, C, D, E, -  -  -  Z  in toti­

dem punttis a, b, c, d, e, -  -  -  z circa datum axem MN mobilibus col­
lectarum (4 9 5 - § 0  i" punfto R applicetur data vis invariabilis V ; conver­
tentur omnes maflae circa axem M N , reftaque RS concipiet intra quodvis 
tempus T  certam celeritatem angularem y ,  pro qua debebit efle (496.§.)

y  ( 'A.aI a2 + B . b rb24 - C .c I c24 - D . d t d2)
2 g . R S .T  (4 * E  . e1 e* 4 ^ .................4 - Z . z ' z * y

ipfa igitur celeritas y erit 

2 g .  V . R S . T
7 " ~ A . a I a2 +  B . b ' b 2 4- C .c Ic2 H------------ 1 - Z . z ‘ z 2 '

id eft: -celeritas angularis 7 ,  quam vis invariabilis V dato tempore X  
yoimHtn II. D d gene-
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generabit, aeqaatur produfto 2 g V T  . R S  divifo per fummam produ&o- 
rum ex fingulis maflis A, B, C , ------ Z in pun&is a, b, c, - -  - z col­
lectis in quadrata diftantiarum refpe&ivarum a’ a,  b’ b, c ' c , ------- zl z ab
axe gyrationis MN.

4 9 8 .  P r o b i e m a .  *

Punitum R eft cum dato corpore circa axem fixum  MN libere mobili ita 
connexum, ut illud a nulla vi circa MN po(Jit emiverti, quin eo ipfo totum 
corpus motum gyratorium circa eundem axem concipiat (453 §.): invenire 
celeritatem angularem y (457. 468. §•) et veram feu linearem celeritatem C 
puniti R , quam data vis invariabilis V  tempore T  debebit generare , J i  illa 
in punitum R fecundum direltionem R V agat 4^6 §.).

S o l u t i o .

Corpus rigidum, de quo hic fermo eft, poreft fpefhri inftar aggregati 
minimarum malTularum cum axe gyrationis iVl N iti certis diftantiis a a1, bb1, 
c c 1 , d d1, e e 1, -  -  z z '  cum iilo firmiffime connexarum (453. 60. § .) :  
cum igitur momentum inertiae ejusdem corporis refpectu axeos M N aeque­
tur fummae productorum ex fingulis martulis in quadrata refpe&ivarum di­
ftantiarum ab axe IVI N (398- §•)> ob'inebitur celeritas angularis y ,  quam 
data vis invariab lis V intra tempus T  producet, fi productum 2 g V T . R S  
dividatur per momentum inertiae dati corporis refpe&u axeos M N 
(4v 5 § •) ’• et fi haec celeritas multiplicetur per R S ,  inyenietur celeritas 
vera punfti R, quam eadem vis intra idem tempus generabit ('475. 
Quamobrem, fi pro pondere feu ei proportionali malTa P dati corporis 
denotet P kz illius momentum inertiae refpe&u axeos MN .̂402. §.), erit

(497*

y 2 g l  P k *  ’  c ~“ 2 g l  —

499. P r o b i e m a .

In eadem hypothefi ^498. §.) invejligare celeritatem angularem y et ve­
ram C puniti K, quam data quae cunque vis variabilis in R agens tempore 
T  producat.

S o 1 u t i 0.

I. Vis variabilis in punfto R applicata debebit tofo tempore T, quo 
motus gyratorius corporis circa axem MN durare fupponitur, crefcere

, . N • vel
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vel decrefcere (294. §.>, ita ut, fi tempus T  crefcat differentia A T , et V 
q u a n t i t a t e m  vis in tine temporis T  exprimat, haec intra tenapusculum AT 
incrementum aliquod A V  capiat, vel decrementum A V  patiatur: vis ergo 
in fine temporis T  adeoque initio tempusculi A T  agens in R erit == V ; 
vis vero, quae in fine temporis T  +  A T ,  confequenter in fine tempusculi 
A T  aget in R , erit =  V +  A V , vel —  V — A V .

2. Semper autem , feu crefcat vis agens in R feu decrefcat tempore 
T  (i) , debebit celeritas angariaris y tempore T  genita, crefcente tempore T  
differenda A T ,  augeri certa differentia A y ,  quae celeritati aequabitur a
vi in R agente tempusculo A T  productae.

3. Cum jam initio tempusculi A T  agat in R v is= :V ", haecque toto 
tempusculo A T  continuo crefcat, vel continuo decrefcat, et in fine tem­
pusculi A T  fiat := V -4 -iW  vel ~ V  —  A V  ( 1 ) ;  evidens e ft, vim in R 
corpus ad motum circa axem MN continuo follicitantem quovis momento, 
durante motu tempusculo A T ,  minorem effe vi invariabili ~ V - f A V e t  
majorem vi invariabili — V , vei majoretn vi invariabili = V — A V  et mi­
norem vi invariabili ~  V .

4. Tgifur in hypothefi vis ^continuo crefcentis erit celeritas A y, quam 
illa tempusculo A T  producit (2 ), major celeritate, quam vis invariabilis 
t = V ,  et minor illa , quam vis invariabilis : = V + A V  eodem tempusculo 
produceret (3).

5. Si autem vis continuo decrefcat, debebit effe celeritas A y, quam 
illa tempusculo A T  generat, minor ceJeritate, quam vis invariabilis V, 
et major celeritate, quam vis invariabilis : =  V — A V  intra idem tempus- 
culum generaret (3).

6. Sed , fi P fit pondus feu ei proportionalis maffa corporis circa axem 
M N mobilis, et P k 2 illius momentum inertiae refpeftu axeos M N , quae­
vis autem virium invariabilium V ,  V +  A V , y  —  ̂ V  feor£jm jn p u n e t^  
R agere cogitetur; debebit tempusculo A T  generare per (498-§•)

2 p- V . R S
vis V  celeritatem angularem : =  — — 7—-— A T ;

vis V + A V  celeritatem angularem i=z "J?-— ‘ A T ;r  K"

vis V — A V  celeritatem angularem =  - - ^  ^  ^ ~ A T .
Jr K

D d 2 7.  Quam-
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7 . Quamobrem habebimus ob (4) (5) v6) pro quovis quantumcun- 
que parvo tempusculo A T

et A d T . 

vel

A r < - ^ - A T ; et A r > ^ r - A V > R S  ^

8. Poteft porro, ficut in (347. §. 6. n .), poni A V ^ = l A T + m A T 2 
+  n A T 3-fete , pro certis coefficientibus 1, m, n, etc. independentibus a A T : 
pro hoc vero valore in (7) fubftituto fiet

A y  , 2 g V . R S  , 2g  T?S 
A T  ^  ’ p k 2 » e t A T ^  P k * I— p—7-(1 A I - f  ni A T 2-fn A T 3- f  etc.);

vel

A 7 . 2 j r V . R S  A y ,  2 r . V R S  2 2  RS
A T < ! “ T i ? ~ ; etA T > - £F F -------fj^ClAT+m Ar+nA-n+etc.).

9. Quapropter erit per (Vol. I. §. 13 1 .)  exponens rationis differen- 
tialis celeritatis angularis y conlideratae inftar uilius fundionis temporis 
variabilis T  omni cafu

e y = ^ T F ^ V f i T '

10. H inc, quia pro celeritate angulari y debet effe C — y . R S  vera 
feu linearis celeritas pundi R ; erit exponens rationis differentialis verae 
celeritatis C pundi R (475. §.) omni cafu, feu crefcat feu decrefcat vis 
agens in R , « C : = « y . R S ,  adeoque per (9)

V t T .
P K.

1 1 .  Cognita ergo lege , qua data vis variabilis, durante motu gyra­
torio corporis circa axem M N tempore T ,  crefcat vel decrefcat, expri­
matur V  per congruam fundionem vel ipfius temporis T ,  vel celeritatis 
angularis y aut linearis C : fi enim haec fundio lcco V in (9) (ro) fub- 
ftituatur, obtinebitur utroque cafu aequatio differentialis inter duas varia­
biles y et T  vel C et T ,  ex qua ope calculi integralis ipfam celeritatem 
angularem y vel linearem C licebit elicere.

500. C 0-
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500. C o r o l l a r i u m .
Omnis ergo vis, tam invariabilis V agens in punftum R direftione 

R V  (486- §•)* quatr. variabilis intra tempus T  in vim V abiens, fi illa 
corpus quodcunque, cum dato axe gyrationi3 MN firmiJiime connexum, 
ad motum circa eundem axem continuo follicitet, producet tempore T ce­
leritatem angularem y et veram C,puncti R, pro qua, deootante P maffam, 
et Pk2 momentum inertiae ejusdem corporis refpeftu axeos MN,  debebit 
effe (499. 498. §•) '

2 g . R S  2 g . R S l
‘ » = - T F  V s T i  £ C = — T T — V c T - 

5 0 1 .  D e f i n i  t i o .

Si maffae A, B, D, E , F ,  a quibuscunque viribus ad motum gyrato- Fig. 92. 
rium circa datum axem mn continuo follicitentur, (92. F ig .) , una vero 
maffa M ita fit comparata, ut datae vires eandem intra datum quodcun­
que tempus celeritatem angularem debeant producere, feu ab illis omnes 
maffae A , B, D, E , F, circa axem mn ad motum urgeantur, feu, remotis 
omnibus his maffis, fola mafla M in certo punfto d collefta ab iisdem viri­
bus circa mn moveatur; dicetur maffis A , B , D , E , F refpondere in 
punfto d mafft aequivaleits M; datas vero maffas A , B , D , E , F  ad pun­
ftum d reducere idem erit, ac maffam aequKalentem M in dato punfto d 

determinare.
502. C o r o l l a r i u m .

Ad quodcunque punftum reducantur maffae in motu gyratorio circa 
datum axem conftitutae; eaedem manebunt celeritates verae, feu lineares 
fingulorum punftorum in motu gyratorio circa eundem axem conftitutorum 

(501. 475. 4 7 3 . §•)•
5 0 3 .  P r o b l e m a .

Corpus R (90. 9 1. Fig.) fotticitatur a vi U agente in punftum a ad mo- Fig.90.91 
tum gytatoriuin circa axem m n ; reducere maffam corporis  R ad datum 
punctum a.

S o l u t i o .

J. Quidquid eft vis maffam R ad motum circa axem mn folficitans* 
invariabilis vel variabilis intra tempus T  in vim abiens, necelle

D d 3 «ft,



2 1 4 D I S  S E  R T  A T I O  XII .

F i g .  9 4 .

eft, ut illa tempore T  producat certam celeritatem angularem y , quae, 
fi R k2 defignet momentum inertiae ejusdem malTae refpeftu axeos m n , 

det (5C0. §.)

U s T :  igitur t = - r P J l / U £ T -

2. S i, abfente corpore R ,  in punfto a , in quod vis U agit,' mafla x 
coilefta cogitetur; debebit vis U inter tempus T  producere celeritatem 
angularem y ,  quae per (490. §.) dabit

e y —  — U fiT  : igitur y = = - I L / U e T .
> x . a b  x.  ab

3. Quamobrem, fi mafla corporis R ad punftum a fit reducenda, quo 
maffa aequivafens x in punfto a determinetur; debebit in ( 1 )  (2) per 
( 5 ° l .  §.) poni y =  y :  igitur erit

‘ T J >
R k 1

hinc malla aequivalens x = : x-  — - •

50 4 . C o r o l l a r i u m  1 .

A quacunque vi U agente in punftum a datum corpus R ad motum  
g)7ratorium circa datum axem mn follicitetar; d abit corpus R reduftutn 
ad idem punftum a ma/Tam aequivalentem x aequalem momento inertiae 
ejusdem corporis refpeftu axeos mn divifo per quadratum diftantiae ab 
punfti a ab axe gyrationis mn (503. §.)•

505.  C o r o l l a r i u m  2.

Si plures maffae A, B, D, E , F  ab aliqua vi U  agente in punftum a 
(93 Fig.) ad motum gyratorium circa datum axem m n continuo urgean­
tur, cum omnes maffae A , B , D , E , F inftar totidem partium unius cor- 
poris circa axem mn mobilis poffint confiderari; erit maffa aequivalens, 
quam eaedem maffae A , B, D, E, F  ad punftum a reduftae dabunt, aequa­
lis fummae momentorum inertiae lingularum maffarum A, B, D, E , F  re­
fpeftu axeos gyrationis mn divifae per quadratum ab2 diftantiae ab 

punfti a ab eodem ase (504.399. §.)•
506. Co-



506. C o r o l l a r i u m  3.

Quoties ergo motus gyra orius aut unius maffae R C90. 9 1. F ig ) ,  aut 
plurium maflarum A* B, D, E, b (92. Fig.} circa datum axetn mn» depen­
dens ab aliqua vi U agente in datum punftum a, fuerit determinandus; 
quaerantur ante omnia momenta inertiae fingularum mallarum refpeftu 
axeos gyrationis m n ; tum determinetur maffa aequivalens M in punfto a 
refpondens omnibus mallis per (504. 505. § .) : inventa enim maffa hac M 
licebit ob (50 1. §.) inveftigare tam celeritatem angularem y quam veram C 
punfti a per (488- 489 49°- §•) * <lua cognita poterit per (473. §.) deter­
minari etiam vera celeritas cujusvis alterius punfti in motu circa axem 
m n  conftituti.

50 7 . C o r o l l a r i u i n  4.

Sit in punfto d collefta maffa u , et in punftum a agat quaecunque Fig-9°* 91- 
vis U ;  debebit h.iec intra tempus T  producere,  certam celeritatem angu­

larem z ,  pro qua, cum u . c d 2 fit momentum inertiae maffae u refpeftu 
axeos m n (398- §0» debebi effe per (500. §.)

2 g . a b  T T rr* 2 g . a b ^£ zt= — 2——— U fiT : igitur z = ---  — — / U s T .u . c d z °  u . c d 2.

Si igitur ponas z = r y  in (503. §. 2. n.), obtinebis 

2 g *ab / U e  T =  -  2\ - J V bT:>

D I S S E R T A T I O  X 1L 215

u . c d 2 J  x . a b

adeoque fiet u = r  ^ ^ 7 "  *

5 0 3 .  C o r o l l a r i u m  5.

E x (507- §•) et (503. g. 2. n.) fequitur, quod pro cafu vis invariabilis 
in (493 §.) ell demonftratum: nimirum, vim quoque variabilem agen­
tem in datum punftum a eandem intra idem tempus celeritatem angula­
rem produfturam, feu in punfto a collefta fit maffa x , et abfit omnis alia 
malla convertenda circa datum axem m n; feu in punfto d collefta fit maffa
u, et nulla in a, modo tales fint maffae x, u, ur momentum inertiae x . a b z 
maffae x in punfto a aequetur momento inertiae u .c d 2, maffae u in pun­
fto d refpeftu axeos mn.

509. Co-



509. C o r o l l a r i u m  6.

R k4
In (507. S03. §.) eft u “ ' c"dT ' : erat autem x  in ( 503 . §•) maffa 

aequivalens in punfto a debita maflae corporis R ad idem punftum re- 
duftae, et u in (§CJ. § .) maffa aequivalens in punfto d debita malTae

, ” ‘ ™ ' n  1.2
x  ad idem punftum reduftae; adeoque debebit efle u = —— — maffa ae-

c d*
quivalens in punfto d debita maflae corporis R reduftae ad punftum d 
(50 1. § ) . Hinc igitur et ex (504. §.) generatim fequitur, maffam cujus- 
libet corporis R circa axem fixum m n mobilis ad quodcunque punftum 
reductam (punftum a, in quovis U fupponitur applicari, vel aliud aliquod d) 
dare in eodem punfto maffam aequivalentem aequalem momento inertiae 
corporis R refpeftu axeos mn divifo per quadratum diftantiae ejusdem pun­
fti (a vel d) ab axe m n.

5 1 0 .  C o r o l l a r i u m  7.

Fig- 93- Hinc vero (509. §.) per (506. §.) porro elucet, plures tnaffas A, B, 
D, E , F  circa datum axem mn mobiles (92. Fig.) ad quodlibet punftum, 
(a in quo certa vis U agat, vel aliud d) reduftas dare in eodem punfto maf­
fam aequivalentem aequalem fummae momentorum inertiae lingularum maf­
farum A, B, D, E, F  refpeftu axeos m n divifae per quadratum diftantiae 
ejusdem punfti (a vel d) ab axe m n.

2 1 6 D I S S E R T A T I O  XTL
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D E

M O T U  P E N D U L O R U M ,  C E N T R O Q U E  O S C I L L A ­

T I O N I S .

5 1 1 .  D e f i n i t i o .

S i  corpus grave F D B E  (93. Fig.) ope re&ae inflexilis aB  tranfeantis Fi^ 9j. 
per ejns centrum gravitatis G et ad datum axem fixum horizontalemque 
nm perpendicularis cum hoc in punfto a itat conneftatur, ut illud circa 
nm libere poflit moveri; vocabitur a F D B E  Pendulum compofi tum ;  pun­
ftum a erit punffium fujpenfionis;  et angulus G a /3 , fub quo refta G a in­
clinetur ad reftam verticalem x /3 tranfeuntem per punftum fufpenfionis, 
appellabitur Elongatio a fttu naturali.

5 1 2 .  C o r o l l a r i u m  I ,

Refta a G inter centrum gravitatis penduli punftumque fufpenfionis 
intercepta aequatur diftantiae centri gravitatis ab axe fufpenfionis nm

( 5 , [ ' §■)■ ' .
5 1 3 .  C o r o l l a r i u m  2.

Reftae verticales G v , a /3 duftae e centro gravitatis G punftoque fus- 
penfionis a funt in plano,verticali ad axem nm in a perpendiculari inter fe 
parallelae, ita ut angulus B G v  debeat aequari elongationi G a /3 penduli a 
fitu naturali (511- §.)•

$ 1 4 .  C o r o l l a r i u m  3.

Si P fit pondus penduli feu mafla ei proportionalis, licebit totum pen­
dulum omni gravitate deftitutum confiderare, quin ideo ftatus motus turbe­
tur, in quo iliud» ob gravitatem cogatur perfeverare, modo centrum gra­
vitatis G a vi v P direftione verticali G v deorfum continuo urgeri fup- 
Ponatur (148. §.).

Volumen 11 . E e 515. Co-



5 1 5 ,  C o r o l l a r i u m  4,

Pofcefl: autem vis v ^ P  agens dire&ione G v  refolvi .in vim — P Cof 
B G v ^ P C o f G a y S  fecundum- direftionem G B , et alteram y = P S i n B G v  
r=rPSinGa/S fecundam direftionem. G y  in eodem cum G v  plano ad aG  
perpendicularem ( 1 1 5 .  §.,): priorem vim fuftinet, ut patet, folus axis fixus 
nm iii punfto a ; pofteridr vero vis nititur,tota fua efficacia reftam G a 
ipfumque pendulum circa a^em n m movere.

516.  C o r o l l  ari  u m 5.
Si ergo pendulum in (itu naturali, centro gravitatis G cum punfto 

fuspenfionis a in eadem re&a verticali a /3 jacente, quiefcat; debebit il­
lud, ob angulum G a/3= o ,  adeoque etiam PSi nGa/ 3 r r :o , perpetuo in 
eodem fitu quiefcere, nifi externa aliqua caufa independens a vi gravitatis 
ejus ftatum turbet (5 14 . 515.  §.)*•

5 1 7 .  C o r o l l a r i u m  6»

Iu quovis autem alio fitu, fub qualibet elongatione Ga/3. a fitu na­
turali ( 5 1 1 .  § .) , concipiet pendulum ob folam gravitatem motum gyra­
torium circa axem fuspenfionis nm , quo fingula ejus pun&a quovis tempus­
culo per certos arcus circulares in planis verticalibus ad n m perpeudicula- 
ribus debebunt promoveri, ipfo centro gravitatis G incedente in arcu G g  
circuli e punfto fuspenfionis a radio a G  in eodem plano verticali defcripti, 
in quo jacent rettae a G , a /3 (514 . 5^5- § 0 -

5 1  g. C o r o l l a r i u m  7.

Quamobrem cognita celeritate lineari feu v e r a C ,  quam centrum gra­
vitatis G penduli intra datum tempus T  concipiat, innotefcet eo ipfo ce- 

C
lerita? angularis =  totius penduli (5 17 . 468- 476. § .); verae autem 

celeritates omnium reliquorum punttorum poterunt inde per (473. §.) 
determinari..

5 1 9 .  P r o b 1 e 111 a*

Datis elongatione (pt=zGa/3 a fitu naturali, maffa feu ei proportio­
nali pondere P penduli, et diftantia A G ^ D  illius centri gravitatis ab axe 
fuspenf{onj.s nm (51 r. 5 12 . $.) ;  invenire veram celeritatem C, quam centrum 
gravitatis G duranie motu ver arcum G g  (518.. §■) concipiet

S o l u t i o .

s i *  D I S S E R  T A T I O  X I I L



/ D I S S E R T A T I O  X I I I

S o l u t i o .

1 .  Pendulum a F D B E  poteft concipi omnis gravitatis expers, li in 
e j u s  centrum gravitatis G vis vt=:P directione verticali G v  aeorfum con­
tinuo agere fupponatur (,514. §.).

2. Ob hanc vero vim ( 1 )  concipiet centrum gravitatis G durante ejus 
motu per arcum G g  eandem celeritatem veram C , quam, abfente cor­
pore F P B E ,  punftum G retiae aG conciperet, fi in illo maffa M aequi­
valens maffae totius penduli effet collefta (501. §.)•

3. Si igitur G H , g h  fint perpendiculrfres ad rpftsm verticalem a /3, 
ponaturque aH  =  e , a h = x ;  erit ob ( 1 )  (2) per (389- §•) quaefita ce- 
leritas

4. Sit k refta , per cujus quadratum k2 debet multiplicari nnffa P 
penduli, ut produftum P k 2 aequetur ejus momento inertiae refpeftu axeos 
horizontalis tranfeuntis per centrum gravitatis G et p'araileli axi mn 
(AC2. erit P k 5- f  P D2 momentum inertiae penduli refpeftu axeos nm

(406. §.)» et M = ------ & ------- maffa in Pun& °  G aequivalens maffae
penduli (2) per (504. §.).

5. Porro pro data elongatione al itu naturali (p rrrG a^ , li praeterea 
ponatur angulus G a g r r r a ,  liet a H n re  =  DCofkP, et a h r= x  =  D C of 
(<p—  a ) : confequenter erit

x  —  e =  D (Cof ((p — a) —  Cof(p).

-6. Pro bis igitur valoribus (4) ( 5) ( 3) fubftitutis obtinebimus fe-
quentem expreffionem celeritatis linearis C , quam centrum gravitatis G 
penduli durante motu per arcum G g  debebit concipere.

c = 2 d ( t ? + i f  y •
520. C o r o l l a r i u m  1.

Crefcente arcu G gcrefcet quoque angulus a =  G a g ,  hinc decrefcet 
$ — « =  g a C ,  et crefcet Cof(<p—  « ); celeritas centri gravitatis G du­
rante motu in arcu G C debet ergo continuo crefcere (519 . §.).

E e  2• 531.  Co-
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5 2 1 .  C o r o l l a r i u m  2 .

Si centrum gravitatis G percurfo toto arcu G C  incidat in lineam ver­
ticalem a /3 in pundo C , abibit angulus « = G a g  in(f> —  G a C ,  adeoque 
flet (p —  ot^= o et CoC((p— x )z=  i  : in pundo C  lineae verticalis a /3 ha. 
bebit igitur centrum gravitatis G penduli celeritatem (5 19 . §.).

c = aD( i [ ^ O iv (l_ C o r^ = 2 D ^ ( i ^ H r * - SlVv<p) -

532.  C o r o l l a r i u m  3.
Si porro centrum gravitatis G percurfo arcu G c  fupponatur excurrere 

ultra C per arcum C I ,  abibit angulus « = G a g  in osrrG a I “ $  -f- C a i , 
adeoque flet <p— x ~ — C a l ,  hinc erit Cof(^> —  oe) =  C o f(— C a ] ) = ;C o f  
C a l :  celeritas centri gravitatis in pundo I erit igitur (519 .

C - 2 D G ^ r u O i- / C C ° f C a I - C o f < p ) .

5 2 3 .  C o  ro  1 l a  ri  u m  4*

Quare, fi fit angulus C a i  <  4>r=G a C ; erit C o fC a I < i 'e t  >C of<p, 
crefcente vero angulo C a l decrefcet C o f C a l ,  et differentia C o f C a l  —  
Cof(p: centrum gravitatis G habebit ergo in quovis pundo I celeritatem 
realem C minorem illa, quam in pundo C redae verticalis a /3 habuit 
(5 2 1. 522. § .} , eaque fiet eo minor, quo magis creverit angulus C a l  
crefcente arcu C I (522. § .) , modo fit C a l*<  G a C  et C I-<  G C.

5 2 4 .  C o r o l l a r i u m  5 .

Sed pro C a f c ( p = :G a C  fiet celeritas centri gravitatis G in pundo I 
aequalis nihilo, ob Co f C a l  —  Cof(p =  o ( 522*§0 i et pro C a l  > < p ~ G a C  
erit C o f C a K  Cof(f>, adeoque Co f C a l  —  Cofcp valoris negativi, celeri- 
tasque centri gravitatis G in I imaginaria (522. §.).

5 2 5 .  C o r o l l a r i u m  6 .

Quare, fi pendulum in fitu a F D B E  per datam elongationem <p:=G aJ3 
a fitu naturali (5**- §•) determinato quiefcat, ita illud a fala gravitate ad 
motum gyratorium circa axem fuspenfionis n m follicitabitur (5 14 . 517.  
ut ejus centrum gravitatis G , abfentibus omnibus motus obftaculis, celeri­
tate continuo crefcente ia arcu G C ad redam verticalem a £  per pundum

■■ v fuspen-
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fufpenfionis a trafeuntem fit defcenfurum (520. §.)» obtentaque celeritate 
maxima in punfto C ejusdem reftae (521 .  §.) ultra hanc reftam Per ar­
cum C I celeritate continuo decrefcente afcenfurum (523. §.)» donec per- 
curfo arcu C I aequali arcui G C p e r  quem defcenderat, omni celeritate 
fpolietur (524- confequenter ob parem gravitatis aftionem ex punfto I 
ad G celeritate motu eadem lege primum accelerato usque C, tum retardato 
redire cogatur.

5 2 6 .  C o r o l l a r i u m  7 .

Motus penduli a F D B E  circa axem fuspenfionis nm erit ergo oscil- 
lettorius, quo illius centrum gravitatis G alternatim recedet a fuo fitu ini­
tiali per arcum G I , et accedet ad illum per arcum I G ,  ita ut arcus G C, 1C 
ad partes oppofitas reftae verticalis a /3 trafeuntis per punftum fuspen­
fionis a lint inter fe aequales futuri (525. § .) : motus idcirco per arcum 
G I — 2 G C  2 C 1 vocari folet integray et per G C , aut C I dimidia 
Oscillatio.

5 3 7 .  C o r o l l a r i u m  8- 

De reliquo evidens eft, celeritatem maximam centri gravitatis G, quam 
illud in punfto infimo C arcus G I debet habere ; per elongationem pen- 
duli a litu naturali < p := G a C (5 i 1. §•) fic eife determinatam, ut illa eo 
minor fit, quo minor eft haec elongatio, et aequetur nihilo, pro elonga­
tione (p ^ = G aC z= o  (52 1. §.).

5 3 g. P r o b l e m a »

Data elongatione penduli a fitu naturali (prrrG aC  ( 5 1 1. § .) ; invenire 
tempus T  integrae oscillationis in arcu G I : = 2 G C  (526. § ).

S o l u t i o .

Tempus unius integrae oscillationis T  aequatur tempori * quo centrum
gravitatis G percurrit arcum G I =  2 G C  circuli radio aG  =  D in plano
verticali ad axem fufpenfionis nm perpendiculari defcripti: quare, cum
centrum gravitatis G in hoc motu polii t fpeftari inftar punfti maffae 

P (k 2-{-D2)
^  : J y  > quod a vi v ”  P perpetuo fecundum direftionem

verticalem G v  deorfum impulfum in arcu circulari G I  incedere cogatur 
(5*9 - S- i- 2. 3. n .); invenies per (396. § ) pro r — D —  a G , b  —  C H 

<■ DSinvCp,V — P, et ---- -—j i - i —2— tempus dimidiae oscillatio-

E e  3  n i s ,
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riis, cujas duplum 'dabit tempus unius integrae oscillationis ut fê  
quitur

V 2 g L)

. o _ , - L  , /<1 . 3 . 5  . (.an —  I)V  f  b
■.pro S — 1 +  - -  -  + ^ 3 . 4 . 6 . . . 7 7 ' . "an )  ' \ ~ W )  ~

, f  1 3 5 . . . (2 n — 1) Y  f  Sin v 0  V
~ I +  -  -  -  +  W 4 . 6“ . ' : '7 7 2 W  * )  *

Conftat autem, terminum indeterminatum faftoris S daturum fingulos 
illius terminos poft primum =  1 ordine fequentes, fi fucceflive fiat 
n .=  J  , n =  2., n = 3 ,  et ita porro.

529 .  C o r o l l a r i u m .

Quo minar fuerit elongatio penduli a fitu naturali <p =  G a C., eo mi­
tior erit arcus G l  =  s G C ,  in quo lingulae oscillationes perficientur 
( 5 2 6 .  § .) , e o q u e  minor fiet b =  C H = r DSin v e t  fi adeo parva fit elon­
gatio <P* confequenter etiam arcus G I adeo exiguus, ut b = :C H  refpeftu

radii D =  aG prope evanefcat; erit valor fractionis prope aequalis

nihilo. Tempus igitur integrae oscillationis in valde parvo arcu G l  poterit 

ob .(528. §.) PQni
/ “ k*-}-D2'

— T V  2 g L) *

f , b ^ +.«t accuratius =2 tt ^ 1 -f- J  y  2 g D "

S c h o l i o n .
/ ~ k z4 -T)z

Proprie nequit in (528. §.) fieri » nifi .b penitus2 g u
(evanefcat, feu fiat b t = o ,  adeoque arcus G l ,  in quo oscillationes perfici 
fupponuutur, in punftum C abiens nullus evadat. Cum autem pendulum
ili fitu naturali, exiftente b = 0 ,  perfefte debeat quiefcere (5 16 . §.)» ejus-
demque celeritas in hoc fitu aequetur nihilo (527. § .) ; clarum eft, expref-
fionem temporis in (528. §.) ita effe ad certum valort-m b pendentem ab

()2 "N i
elongatione penduli ( p = G a C  reftriftam, ut T z= tt ^  -  ■ -  -  J  a proprie 

denotare debeat tempus vero proximum, quo pendulum in arcu G I  prope 
evanefcente, non tamen aequali nihilo, fingulas oscillationes perficiat.

530.  D e -



5 3 0 .  D e f  i n i t i o .

S i  corpus grav e  F D B E  fucceffive decrefcat ,  ac demum^ln unuin 

punctum grave G abire cog itetur,  ope re f tae  inflexilis  aG. et omni grav i­

tate dellitutae cum fixo punfto a ita c o n n e x u m , ut circa hoc libere pofiit 

moveri-; habebitur loco penduli compofici ( 5 1 1 .  %.) Jhnplex pendulum lon­

gitudinis a G.
5 3 1 ,  C o r o l l a r i u m  iv

Quaecunque fuperius pro pendulo compofito a F D B E  funt demon- 
Urata, fubfiftent etiam pro pendulo fimplici a G , in quod illud abibit, fi 
corpus grave F D B E  in unum punftum grave G abeat (530. § .), cujus 
momentum inertiae P k2 (519 . §. 4. n.) refpeftu axeos horizontalis per G 
tranfeuntis e t a x i n m  paralleli aequetur nihilo, ob k = :o  (398-4P2.&V.)*

£ 3 2 .  C o r o l l a r i u m  2.
Pendulum fimplex in fitu. verticali a /3 quiefcens perpetuo quiefcet, 

nifi ab externa aliqua v i, independente a gravitate, ad motum concitetur 

C53I.  5 i6 .  §.)•
5 3 3 .  C o r o l l a r i u m  3..

In  quovis alio fitu per elongationem  (p =  G a  3 a fitu naturali deter­

minato ( 5 1 1 .  §•) debebit pendulum £n*plex a G  ad motum oscillatoriitm a 

gravitate concitari ,  vi cujus punftum grave  G  alternatim defcendet per 

arcum G C  afcendetque per illi aequalem C I ,  et defcendet per I C  afcen* 

detqoe p er  C G  ( 5 3 1 .  526. § .)►

5 3 4 .  C o r  o l l a r  i u m  4 .

Defcenfus penduli per G C vel IC  telnpore unius integrae oscillatio­
nis in arcu G I (533* 5 §•)> ^et celeritate continuo crefcente, ascen- 
fus vero per C l vel CG celeritate continuo decrefcente evanefcenteque in l 
vel G C531 * 5 2 5• §•): maxima vero celeritas penduli in infimo punfto C 
arcus G C I  ita dependebit ah ejus elongatione (p — G aC  a fitu naturali, 
ut ea pro b^ =C H  et longitudine penduli a G = ;D  futura fit ( 53 1 '* 5.2 I *S0  

C ^ = 2 -yf gD S i n v ( p  =  2 / ‘g b  =  2 v^ g . C H .

5 3 5 .  C o r o l l a r i u m  f .

Tempus porro unius integrae oscillationis penduli*, fimpUcis in arcu 
^  i ~ 2 G C  ( 5 3 3 • 526. SOj data tam ejus longitudine D ; = a G ,  quam

elon-
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elongatione <p =  G a C  a fitu naturali, pro qua fit C H ~ b  =  DSinv<p,
obtinebi:ur per (531. 528- §•)

T = r S y / ' -

pro S = . +  -  -  -  +  Q j ) '  =

feu

=  ! + - - -  +  C a i V - s ’. ~ ! ' 7 ' . '2 n )  ' ( *  Sin V lf)  ;

536.  C o r o l l a r i u m  6.

Si autem adeo exigua fuerit elongatio $ z = g a C  penduli fimplicis, 
adeoque arcus g I = 2 g C ,  in quo illud fingulas oscillationes perficiat, 
adeo parvus, ut b —  Ch refpe&u longitudinis D = a G  prope evanefcat; 
erit ob (536. § .), ut in (529. § .) , tempus unius integrae oscillationis ia 
ejusmodi arcu g l  prope verum

T ^ = r  —— ; et accuratius T  =  7r C  ^ 2 C 1 +  •
V 2 g \ 2 g - / V  8L>>'

5 3 7 .  C o r o l l a r i u m  7.
D t 2

E x  (536. §.) obtinetur g  —  ~ \  z~ altitudo, per quam corpus grave

libere labens primo minuto fecundo decidit C323. § .) : cognito igitur per 
obfervationes tempore T , quo pendulum fimplex datae longitudinis D in 
certa terrae regione fingulas oscillationes in exiguis arcubus perficiat, po­
terit eo ipfo inveniri altitudo g ,  per quam corpora gravia in eadem regione 
de quiete libere labentia intra primum minutum fecundum debent de­
cidere.

538. C o r o l l a r i u m  8-
Cognita autem altitudine g liberi lapfus corporum gravium intra pri­

mum minutum fecundum pro quacunque terrae regione; invenietur

D ~  ~ —  ( 537* §•) longitudo penduli fimplicis, quod in arcubus exi­

guis oscillans fingulas oscillationes tempore T  perficiet: et pro T ~ i  fiet 

D ur: -—r~ longitudo penduli fimplicis fingulas oscillationes intra unum
7T~

minutum fecundum abfoiventis.
539.  Co-
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5 3 9. C  o r o 11 a r i u m 9 .

Si in omnibus terrae regionibus eadem fit longitudo D penduli fimplicis 
lingulas oscillationes intra unum minutum fecundum abfolventis; debebunt 
quoque corpora gravia de quiete libere labentia in omnibus terrae regioni­
bus per eandem altitudinem = g  intra primum m in utumf’ fecundum decidere: 
quodfi autem longitudines D, d pendulorum fimplicium fingulas oscillationes 
intra unum minutum fecundum abfolventium diverfae fint in diverfis terrae 
regionibus; _erunt altitudinesG, g, per quas corpora gravia de quiete in 
iisdem  regionibus libere labentia primo minuto fecundo decidant, inter fe

3 1 • - D 7T2 cI tT1dirette ut longitudines pendulorum, nimirum: G —  — -----, ---------

( 537- §•)> ,linc G : g — D;d.

54 0 .  C o r o l l a r i u m  10 .  •
Vires gravitatis V , v in illis terrae regionibus, In quibus pendula fim- 

plicia f ingulas oscillationes uno minuto fecundo abfolventia diverfas ha­

bent longitudines D, d funt itaque inter fe direfte ut hae longitudines: fi 
enim corpora gravia in iisdem regionibus de quiete libere labentia per al­
titudines G , g primo minuto fecundo decidant; erit V :v  =  G :g  ( 3 2 3 .  

312.  §.) ;= D :d  (539. §•)•

541. C o r o l l a r i u m  1 r ♦

Si duo pendula fimplicia longitudinum D, d in eadem terrae regione 
fub eadem elongatione (p a litu naturali temporibus T ,  t fingulas oscil­
lationes perficiant; erunt haec tempora inter fe ut radices quadratae longi­
tudinum; et ipfae longitudines inter fe direfte ut quadrata temporum: erit 
enim per (535- §•)

T  r  S i/^ ~ —— t et t = x S  ;V 2 g ’ V  2 g '

adeoque fiet ' ' '

T : t — / D : / d ;  et D :d := T * :t * .

542. C o r o l l a r i u m  12.
Quodfi autem pendula fimplicia longitudinum D , d in arcubus prope 

evanefcentibus oscillent; erunt tempora T ,  t , quibus illa fingulas oscilla­
tiones abfolvent, femper inter fe direCte ut radices quadratae longitudinum

lumen //. F f  D, d,



D I S  S E R  T A T I O  X III .

D , d, et- hae ut quadrata temporum,- etiam fi diverfa fit pendulorum elon­
gatio ( 5 Ut §.): femper enim erit per (538- §.)

n __ 2 S T ’ . 2 g t 2
v  J

hinc D : d = T 2 : tz , et T :  t ^ ^ D : y^d.

5 4 3 .  C o r o l l a r i u m  1 3.

Pendulum longitudinis D fingulas oscillationes in arcu prope eva-
nefcente tempore T  abfolvens, abfolvet quovis alio tempore Z oscillatio-

Z  Z
nes numero N = --------~ f j ~  (536. §.).

/ * r r

544 . C o  r o 11 a r i um  - 1 4 .

Quamobrem, fi duo pendula fimplicia longitudinum D, d fingulas oscil- 
lationes temporibus quibuscunque T , t abfolventia, in eadem terrae re­
gione in arcubus prope evanefcentibus oscillent; erunt numeri N ,n  os­
cillationum, quas ili;} eodem tempore Z  debebunt'perficere, inter fe inverfe 
ut radices quadratae longitudinum: nimirum erit per (543. §.)

z  .  ZN s = ---------- — et n ^  -----------— ;

V 2 g  V 2 g

adeoque N :n — d
545.  P r o b l e m a .

Tig.69.93. Datis longitudine 1= E P  (69. F ig.) penduli ftmplicis et dijlantia 
D =  aG  centri gravitatis G penduli compofeti a F D B E  (93. Fig.) ab axe 
fuspenfionis nm , invenire rationem temporum, quibus ejusmodi pendula fub 
eadem elongatione ^ ^ = P E D c = G a C  (69 93 ‘ ^ig.) a fitu naturali fingulas 
oscillationes abjolvant.

S o l u t i o .

1. Sit k linea re fta , cujus quadratum k5 aequetur momento inertiae 
penduli compofiti a F D B E  (93. Fig.) refpeftu axeos horizontalis tranfeun- 
tis per illius centrum gravitatis G et paralleli axi oscillationis nm divifb 
per maffam ejusdem penduli, et T  fit tempus unius integrae oscillationis; 
erit per (528. §•)

T  —



„ ^ k *  +  D2 _  » S  
T = ' S  / — -------------------------------------------

2. Si autem pendulum fimplex (69. Fig-) 1 ~ E  tempore t finguUs 
oscillationes abfolvat; erit per (535. §.)

t^ r  tt S y / ' ~ ~  ~  ~ 7 ~ ---- V'"!*V a g  / 2 g

Debebit ergo effe

e t T 2 : f = i i ± 5 l = L

546. C o r o l l a r i u m  1 .

Pro I =  D effet T a :tz i= ( k 2 -f-I2) : l 2 , confequenter T s > t *  et T > fc  
C545’ §-): tempus ergo unius integrae oscillationis penduli compofiti ma- 
jus eft tempore, intra quod pendulum fimplex fub eadem elongatione a 
fitu naturali fingulas oscillationes abfolveret, fi illius longitudo aequaretur 
diftantiae D =  aG centri gravitatis G penduli compofiti ab axe oscilla­
tionis n m.

5 47 .  C o r o l l a r i u m  2.
k 2-l-Da

Semper autem, fi penduli fimplicis longitudo fit 1: =  ---- j------ , erit

T  —  t (545. §•)> id eft: pendulum compofitum a F D B E  (93. Fig.) et 
pendulum fimplex E P  (69. F ig.) abfolvent fub pari elongatione G a C = :  
P E D  a fitu naturali fingulas oscillationes eodem tempore, fi longitudo 1
penduli fimplicis per diftantiam D centri gravitatis penduli compofiti ab

k2 _u D2
axe fufpenfionis ita determinetur, ut ea fit l t = ---- —------

548.  D e f i n i t i o .

Pendula i/ochrona funt, quae fingulas oscillationes eodem tempore 
abfolvunt.

549.' C o r o l l a r i u m  1.
U t pendulum fimplex longitudinis 1 fub eadem elongatione a fitu natu-

rali, quam pendulum quodcunque compofitum a F D B E  (93. F i g ) habeat,
k2 4 - D2 k2 | u G 2

fit huic ifochronum, debet neceiTario efie 1 : = ---- ^

(548. 5470- ' . i *

D I S S E R T A T I O  X I I I .  aa7
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228 D I S S E R  T A T I O  X 1I L

/ 5 5 0 . C o r o l l a r i u m  2 .

Com igitur omne corpus grave F D B &  unum centrum gravitatis G 
habeat (148. § .) , per quod poteft tranfire axis horizontalis parallelus axi 
oscillationis n m ; adeoque in omni pendulo compofito a F D B F  poffibilis 
debeat efle re&a k ( 545* §* n'0 * efc alia D -—: a,G: evidens eft, pro quo­
vis pendulo compofito polTibile effe pendulum fimplax ei ifochronum. 

( 549- §•)*
5 5 1 .  C o r o l l a r i u m  3 .

k2
Ob ls^ a G -f-  -  -  ■- fit l > a G :  longitudo penduli fimplicis ifochroni

pendula compofito a F D B E  eft erga major diftantia aG  centri gravitatis
G ab axe oscillationis nm {549. §.)» Quare cogitetur in refta aG  pro-

kz 4 - f)z
dufta punftum z in diftantia azzzz—■— ----- , in qua tota maffa gravis

F D B E  fit collefta; erit ais pendulum fimplex ifochronum pendulo com­
pofito a F D B E  (5 3 1. 549. §.).

5 5 i .  D e f i n i t i o .

Punftum z  reftae a B  tranfeuntis per centrum gravitatis G penduli 
compofiti a F D B E ,  pro quo,-f i .  tota maffa gravis corporis F D B E  in 
illo colleCta effet, nafci deberet pendulum fimplex a z compofito a F D B E  
ifochronum, vocatur Centrum oscillationis penduli compofiti a F D B E .

5 5 3 .  C o r o l l a r i u m  1 .
In omni pendulo compofito a F D B E  datur in re<5ta aB  tranfeunte per 

illius centrum gravitatis G et perpendiculari ad axem oscillationis nm

unum centrum ofcillationis z in diftantia ab eodem axe a z =  “ 77“ “ »

quae femper eft major quam diftantia D =  aG  centri gravitatis G ab hoc
axe (55 1. 552. §.)•

5 5 4 .  C o r o l l a r i u m  2*

Diftantia centri oscillationis z penduli compofiti a F D B E  excedit di- 
ilantiam D ^=aG  illius centri gravitatis G ab axe oscillationis nm diffe­
rentia a z — a G =  a z — D ^ = G z , eftque (553- SO



555 .  C o r o  l i a r i  u m  3.

Inventio centri oscillationis z in dato quocunque pendulo compofito 
a F D B K  dependet igitur a caiculo, quem fuperius pro inveftigando mo­
mento inertiae tradidimus. Si enim dato centro gravitatis G dataque illius 
diftantia D — Ga ab axe fufpenfionis n m et maffa P corporis t  P B E , 
quaeras ejus momentum inertiae ^ rz rP k 2 refpeftu axeos horizontalis 
tranfeuntis per centrum gravitatis G et paralleli axi n m ; innotelcet eo 

ipfo k2 =  - ~  ("545. §. 1. n .), et diftantia G z ^ ^ = = - ~  centri os­

cillationis z a centro gravitatis G '(554  § )•

556. C o r o l l a r i u m  4.
Dato autem momento inertiae P k2 -j-P D 2 penduli a F D B E  re­

fpeftu iipfius axeos oscillationis mn (519 . §. 4. n.)» datisque maffa P pen­
duli et diftantia D ~ G a  illius centri gravitatis Gjab axe oscillationis n m ;

N . . .
invenies diftantiam a 2 — -p——  centri oscillationis z  ab axe oscillationis

nm  (553. §•) divifione momenti inertiae N per produftum ex pondere 
penduli in diftantiam centri gravitatis ab axe oscillationis.

557 .  C o r o l l a r i u m  5.

Exemplo fit cylinder reftus (7$. Fig.) circa axem cnm diametro A B  Fig.75. 
coincidentem oscilians. Cum axis cylindri ch fit perpendicularis ad axem  

oscillationis nm , tranfeatque per centrum gravitatis u, ita ut fit uc —  ̂ ch  
(219. §.) ; jacebit centrum osciliatfonis cylindri in ipfo axe c h ,  puta ia 
ejus punfto z (552. § .) :  ii igitur, pro radio cylindri R ; = A c ,  axe a =  ch, 
et maffa feu pondere P , capiatur diftantia D = u c  =  ! a  centri gravita­
tis u ab axe oscillationis, et momentum inertiae N =  P(4-r +  3 to" 
tius cylindri refpeftu axeos A i i  (4.35. §.); erit diftantia centri oscillatio­
nis z ab hoc axe per (556. § )

T T  2 a

5 5g. C o r o l l a r i u m  6 .
Si  conus  reftus A B D  (56. F ig.) oscillet circa axem’ M N  ad illius Fig. 55. 

axem A C r r a  perpiendicularem ; jacebit in A C  centrum gravitatis 7 111 
diftantia D =  A 7 = | a (223.  ^ . ) ,  e t centrum oscillationis ( 5 5 2 . g. )  alicubi

F f  3 • intra
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intra centrum gravitatis y et bafeos centrum C (553. § .), cujus diftantia X  
ab axe oscillationis MN» adeoque a vertice coni A ,  denotante P pondus, 
et N momentum inertiae coni refpe&u axeos M N , erit per (556. §.)

y ~  J i _ —  N
P .D  P . | a  *

Eft autem per (436. §.)

N ~ ^ P (4 a2 - f  R2) —  P (1 + 5 0  R2) :

igitur debet effe

x - —j al + ^ Ra —  4 a 1 R ' .....
X ~  | a  - 7 a +  5 a

5 59 . C o r o l l a r i u m  7.

?9. Oscillet conoides parabolicum p Q q  (59. Fig.) circa axem MN ejus 
axi Q a perpendicularem: cum illius centrum gravitatis y jaceat in axe Qa, 
ita ut ejus diftantia a vertice Q fit D ^ Q - y ^ f  Qa (233. §.) ; jacebit cen­
trum oscillationis in eodem axe, puta in punfto « (552. 553. § .), ita ut 
illius diftantia a punfto Q , pro axe conoidis a =  Q a , pondere P , et 
momento inertiae N refpe&u axeos M N , debeat efle (556. §.)

N N
Q * — -T7 77- ~P .D  —  P . f a

Sed pro x  =  Q a = : a ,  et parametro p parabolae Q p , cujus revolu­
tione circa axem Q a generatur conoides pQ q debet elTe (439. §.)

N ;= £  P (3 a2 +  p2) ~  P ( i  a* +  £ p2) :l
debet ergo poni
« 92 i . I n2 ^4

Q K =  - 2 l J L £ P _ - | a
f  a 4 a

560.  C o r o l l a r i u m  g.

E t generatim, quidquid fit curva Q p debita coordinatis orthogonis
V p a , x t = Q a ,  cujus revolutione circa axem Q a generetur corpus ro­
tundum pQ q oscilians circa axem M N axi Qa perpendicularem, jacebit 
et centrum gravitatis corporis p Q q in axe Q a (225. § .) , et ipfum cen- 
tram oscillationis, puta in puntto x (552. §-), pro cujus diftantia Q a ab 
axe oscillationis MN facile ex praecedentibus derivabitur expreilio generalis.

Si
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Si enim N denotet momentum inertiae corporis p Q q refpeftu axeos mn, 
et n exprimat produftum ex pondere corporis p Q q  in diftantiam illius 
centri gravitatis, ab axe M N aequale momento ftatico ejusdem corporis 
refpeftu plani in Q ad Qa perpendicularis (150 . § .) ;

N =  ~~c^S(4 y* +  y 4) s x per (437-S-);

T i^ = r jx .y z s x  per (226. § .) : 

igitur erit

f / ( 4 * V + y 4) »  _ ,  y r4 x v + y * ) ^
' *— zr * - ------ ---------   •

ttJ x y 2 £X * / x y z sx

561 .  P r o b l e m a .

Jnvejligare centrum oscillationis penduli e g i h P D Q i  (77. Fig.) com- Fig.77* 
poftti ex ducibus partibus e g i h , B P D Q , quarum centra gravitatis y , C 
jaceant in una reffa A D  ad axem oscillationis m n perpendicularu

S o l u t i o .

1 . Commune centrum gravitatis partium e g i b , B P D Q ,  adeoque
centrum gravitatis ipfius penduli e g i h  P D Q  coincidet in hac hypothefi
cum punfto a reftae A D  intra centra gravitatis C , y ita jacente, ut pro

maffis feu ponderibus m ,M  partium e g i h , B P D Q ,  fit ( i 54« §•)•

» m. A y - f  M . A CA « =  ----------- : —-------- -
m 4- M

2. Quodfi jam m’, M' fint momenta inertiae partium e g i h , B P D Q
penduli refpeftu axeos oscillationis m n ; erit m14 - M' momentum inertiae 
totius penduli refpeftu ejusdem axeos (399 § .) ; quare, cum illius cen­
trum oscillationis cum aliquo punfto z reftae A D debeat coincidere
( 552* 553- §•)> et m+lVl fit mafla, A «  vero diftantia centri gravitatis pen­
duli ab axe m n ; erit diftantia centri oscillationis ab eodem axe per
(556. §.)

 m’ 4-M !
+  m . A 7 4 - M . A C  '

3. De*
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3. Determinatis ergo ponderibus m, M partium e g i h ,  B P D Q  pen­
duli, inventisque diftantiis A y , A C  centrorum gravitatis y ,C  earundetn 
partium' ab axe oscillationis m n, quaerantur momenta inertiae m’ , M1 iU 
larum refpeftu hujus axeos: fi enim fummam horum momentorum dividas 
per fummam produftofiiih ex ponderibus m, M in diftantias refpeftivorum 
centrorum gravitatis y ,  C ab axe m n ; dabit quotus diftantiam centri os­
cillationis z  ab eodem axe.

562.  C o r o l l a r i u m  1.

76.' Sit datum pendulum compofitumex virga parallelepipeda AB (76. Fig.) 
longitudinis 1 crafiitiei vero adeo parvae, ut illa refpeftu longitudinis eva- 
nefcat, et ex globo B P D Q  radii K =  P C ; erit in (561. §.)

A  y z = r l ;  A C z = l  +  R (2 17 . 2 3 1. § .) ;

m ' ; = f m l 2 per (449. § .) ;

M' “  f  M (7 R4 +  i o R l - f  5I2) per (428. § .) :

pro ponderibus m , M virgae A B et globi B P D Q  erit, ergo diftantia centri 
oscillationis z  penduli A B P D Q  ab axe oscillationis mn

m i-fM 1 _ -j-ml2- K M ( 7 R2- f  10 R  1 + s l 2)
Z m . A y - f  IVI. A C  m . -y 1 4- iVl (l -j- R )  *

« . m . l24 *M (y R2-f- 2 R 1 -f* l2)id eft A  z = 3 -------------  — , --------- m . i  1 - f  ivi (1 +  u ;

5 6 3 .  C o r o l i a r i u m  2.

Si autem etiam pondus m virgae A B fit tam parvum, ut illud refpeftu 
ponderis M globi B P D Q  evanefcat;- poterit diftantia centri oscillationis 
z  penduli A B P D Q  ab axe oscillationis mn poni (562. $•>

A , s = . r + ^ i|+ i « L s = 1 + R + . 2 R;
l +  H 5(1 +  10 '

564,  C o r o l l a r i u m .  3 ,

.77, Sit pars una e g i h  penduli (77. F ig )  virga cylindrica longitudinis 
l r = A B ,  et radii r ;  pars altera B P D Q  fit lens compofita ex fegmentis 
aequalibus B P D,,BQD fphaerae radii R, cujus axes fint P Q j= 2 b ,B D = 2 a ;  

erit in (561. §•)



A  y i  f i A C  — l-f -a;

m' =  TV m ( 4 13 - f  3 r2) per (435. §.) *,

« ■ = A m ( . o ( I  +  , ) »  +  , 0h a+ ^ + — ) ( 4 3 0 .  § ) :

pro ponderibus m, IVI ergo virgae cylindricae e g i h ,  et lentis B P D Q  erit 
diftantia centri oscillationis z  penduii e g i h P D Q  ab axe oscillatio­
nis m n

»  a  1 - + i r» )+ M  ( o  ■+ « y + * * + 3 ^  ̂ rV b4)
A z —  m +  ivi(i_|_a;

5 6 5 .  C o r o l l a r i u m  4 .

Quodfi autem pondus m virgae cylindricae e g i h  evanefcat refpedu 
ponderis M lentis B P D Q ;  erit prope vera diftantia centri oscillationis 2  
ab axe oscillationis mn in (564- §•)

- 1 . «4 +  *> Bb» +  A b <A z = 1 + a + _ _ _ _ .

5 6 6 .  C o r o l l a r i u m  5.

Segmenta fphaerica B P D ,  B Q D  abibunt in duos Temiglobos aequa­
les globum B P D Q  conftituentes, fi axes lentis B D , PQ inter fe aequen­
tur: pro a “ b — R debebit ergo ex (565. §.) prodire formula, quamjarn 

in (563. §.) invenimus.

5 6 7 .  C o r o l l a r i u m  6.

Pari ratione poteft determinari diftantia A z centri oscillationis z pen­
duli e g i h  P D Q  ab axe oscillationis m n , fi pars una e g i h  fit virga cylin- 
drica longitudinis 1 =  A B , et radii r , pars altera autem B P D Q  lens com­
potita ex aequalibus fegmentis B P D ,  B Q D  fphaeroidis elliptici revolutione 
ellipfeos circa axem conjugatum geniti, cujus axes fint P Q ; = 2 e ,  B D = :2c , 
pro ellipfeos axe conjugato b et transverfo a. Pro centris gravitatis y, C 
virgae et lentis, maifis illarum m, M , et momentis inertiae m1, M' refpedu 
axeos m n , debebit enim elfe

■ A y ~ £ l ;  A C — I +  c ;  
m 1 ^=-jftf m (4 lz +  3 ra)  per (439- §•)•

D I S S E R T A T I O  X I I I . I33

Volumen t l . G g Porro



Porro pro x ~ e  invenies per (426. §.) momentum inertiae fegmenti 
B P D  refpeftu axeos P C , 'cujus duplum dibit momentum inertiae totiu3 
lentis B PD Q  refpeftu axeos P Q ( 3 9 9  §•)? unde additione producti 
M A C2 zzz M ( 14”c) 2 reperietur momentum inertiae lentis refpeftu axeos 
oscillationis mn (406. §.)» nimirum

Hinc per (561. §.) fiet

• « _  m f i H i r - )  + M ( ( i 4 . cy + a> ^ f _ 2 ; t ± ! i )

A Z  m . i l  +  MCl +  c).

5 6g.  C o r o l l a r i u m  7.

Pro S e !r~ P Q ~ b ,  2 c — B D  =  a abibit lens B P D Q  in fpbaeroidem 
ellipticum revolutione ellipfeos circa axem conjugatum PQ  genitum, pro 
quo cafu erit itaque diftantia centri oscillationis z ab axe oscillationis mn 
in (567. $.)

™ ( ^  +  ^ )  +  M(J* +  a l +  ̂ _a*)
m . i l  +  M (l+ 4 a )

5^ 9 . C o r o l l a r i u m  8*

Si vero pondus m virgae cylindricae e g i h  refpeftu ponderis M lenti* 
vel integri fpbaeroidis elliptici B P D Q  in (567. 568. §.) evanefcat; erit 

. __, . a2(Vb2— -|be2 4 --|-<i3')b̂lT-—Te) (1 + f) ' in (567. SOi
A z = l - f l a 4 -ro  •vv i ' 1°  ( 5^8 - §.)•* l" 2

570 . P r o b l e m a .

Fig. 77- S i pendulum compofitum fit ex virga tenuijfima parallclepipeda vel cy- 
lindrica e g i h ,  et cono truncato B P Q ,  qui b a f i  minore in B ita fit ei virgae 
annexus, ut illius axis BC cum virgae axe A B  in eadem recta A C  ja cea t; 
invenire ccntrum oscillationis (77. Fig.)*

S o l u t i o .

334  D I S S E R T A T I O  X I I I .
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S o l u t i o .

1. Sit m pondus, 1 longitudo, et y centrum gravitatis virgae e g i h, 
cum crafllties illius evanefcat refpe&u longitudinis, feu parallelepipeda illa 
fit, feu cylindrica, per hypothefim; poterit utroque cafu illius momen­
tum inertiae refpeftu axeos mn poni = y m l 2t =m'  (449. 4 3 5 - § ) ?  di­
ftantia autem centri gravitatis y ab axe oscillationis erit A y ~ i l .

2. Porro fit axis coni truncati BC  =  a et in hoc illius centrum gravi­
tatis oc, cujns diftantia a punfto B , pro radio r bafeos minoris in B , et ra-

dio R bafeos majoris in P Q , erit per (224. §.) B a : =  £ a . ttjt------■ - •
, —  r;

Hinc, fi M fit mafla ejusdem coni, et M1 momentum inertiae refpeftu axeos 
oscillationis mn, fiet ob (1) per (561. §.) diftantia centri oscillationis z
ab axe ofcillationis

m . j- F 4 - M1 ' _____________
A z

m , ,  | M f , a 3 K- +  ^ - 4 r.K!_ ■ A  
+  V.* (R.s — r5) (K —  r) +  )

3. Inveniendum fit jam in (57. Fig.) momentum inertiae p. coni trun- p,v ^  
cati b d D B  =  M refpe&u diametri BD  bafeos majoris, pro illius axe 
C c “ x t et radiis C l) =  R , cd =  r :  fi k denotet illius momentum iner­
tiae refpe&u plani B M D N B ,  et Z refpe&u axeos C c ; erit per (434.§.)

p- —  k +  \  z ;

Verum pro angulo d D Cz=(p erit r^=cdtr=: R — D<J—  R — xC ot(^: 
igitur fiet

M — 3.^(3 R2x —  3 R x 2Cot C o t(p ) ;
hinc per (431. §.)

6k =  x2£lVIJ=:y7r(3R2 x2 — 6 R x 3 Cot <p-f- 3 xACot@z) s x;

et k =  - ~ l - ( R ' -  — JR xC o t(f> + -l-x2 Cot < ? ') =

= - ~ ~ ( R ‘  +  3 « r + 6 ^ ) ;

R3 —  r3

Et per (41^ . §.) eft
R S__ t s

*  Z — - i o  M  K 3 _ r 3  *

G g 2 His
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r»g. 77.

•v

His itaque va lorb u s loco k et i  Z  in aequatione pro ft fubftitutis in­
veniem us

_ r n» — r*) +  2 x * R l 'R - f  2 r ) - f  6 x 2 r2 ( R —  2 r)
f1 — ~  __p ------------------------- *

4. Differentia quadratorum diftantiarum A x , o c C  centri gravitatis « 
coni truncati B P Q  (77 . F ig .)  ab axibus parallelis m n , PQ  eft

A * z —  C a 2 z=;(l +  B a)2 —  (a —  B  a )2 =  l2 —  a2 2 (t +  a) B « =

= 1, _ a. + i . x , + , ) ^ 4i ! r i i r | -  ob (2).

5. Qnare pro x r = a  =  B C  dabit fi in (3) momentum inertiae coni 
truncati B P Q  refpettu axeos P Q  coincidentis cum diametro illius bafeos 
m ajoris; et fi eidem momento addas produftum ex mada feu pondere 

coni M in differentiam A a2 —  C a 2 juxta (4) determinatam, obtinebis m o­

mentum inertiae M* ejusdem coni refpe&u axeos oscillationis mn (409. § .) :  

hoc ergo valore loco M* in (2) fubftituto inveniemus fequentem expref» 
lionem diftantiae centri oscillationis ab axe oscillationis :

' r

A z " ~  7 7 7 7 7 7 7 1  ir<» +  * ■ * —  L m • 11

+ m (

, u  ,  , j R .  +  lr - ' — N- l
+  i (R3 —  r!X K  —  r) A I '

57 1 .  C o r o l l a r i u m  1 .
Conus truncatus B P Q ,  fi radius r bafeos minoris in B evanefcat, abi­

bit in conum infegrum axeos a ^ B C :  pvo r ; = o  obtinebimus ergo ex 

(57°*  S )  fequentem formulam pro diftantia centri oscillationis z  ab axe 
oscillationis m n , fi una pars e g i b  penduli fit virga tenuifiina longitu­
dinis I et ponderis m ; pars altera B P Q  autem conus rettus axeos a = ^ B C ,
radii R bafeos in P Q , et ponderis M.

A —  ™ - r l 3+ M C & R a + - K  +  l H — i » ) )
~  m - .i l  +  M ( J a + 0

236 D I S S E R T A T I O  X III .

A  CK? — vy) +  TV ^ R2( R - f  2 r) - f  A- »* r» (R  —  2 r) 
K 3 —  r3

5 7 2 .  C o -



572 .  C o r o l l a r i u m  a.

Si petatur diftantia A z centri oscillationis z  ab axe oscillationis mn 
pro pendulo ex virga tenuiftima e g i h  et corpore B P D Q  compofito, 
quod conftet e duobus conis truncatis aequalibus B P Q ,  D P Q  bafium 
majorum in PQ  congruentium; erit, ut in (570. §. 1. n.) A y  =  $ l . nt f  
1 =  m -5-13 pro longitudine j, et pondere m virgae e g i h i  quodfi ergo BD-— 
fit axis corporis B P D Q ,  in cujus medio punfto C jacet ejus centrum gra- 
vitatis, M vero denotet illius pondus, et M1 momentum inertiae refpeftu 
axeos oscillationis m n ; erit per (5 6 1. §.)

D I S S E R T A T I O  X I I I  237

A z  —
m .£ 1  -f- M(l + a)

Si jam R fit communis radius bafium majorum in P Q , et r radius mi­
norum bafium in B, D utriusque coni truncati B P Q ,  D P Q ;  invenies mo­
mentum inertiae utriusque coni feorfim refpeftu diametri in P Q , fi ia 
( 57° '  §• 3* n*) P ° n a s  x —  a ,  et \  M loco M , cujus duplum dabit momen­
tum inertiae totius corporis B P D Q  refpeftu diametri PQ parallelae axi 
oscillationis m n , unde additione produfti M. A Cat= M (l +  a)2 obtinebitur 
momentum inertiae M1 ejusdem corporis refpeftu axeos oscillationis mn 
(406. §.). Hoc ergo valore fumto pro M1 in praecedente formula inve­
niemus

IA z t = :
m £  i -i- M (J

t  3 ( R f  —  r s )  +  2 a2R2(R+2r)+6azr’ ( ? - 2 r )  >

20. —r3) y-i

573*  C o r o l l a r i u m  3 .
Pro r := o  abibit corpus B P D Q  compofitum ex duobus conis trun­

catis aequalibus B P Q , £ ) p Q  ;n corpUS conftans ex duobus conis integris 
aequalibus axium B C  =  C D = :a ,  et communis radii R batium in PQ con­
gruentium: pro r ^ o  inveniemus ergo ex (572. §.) diftantiam centri os­
cillationis z  ab axe oscillationis mn pro pendulo ex ejusmodi corpore 
B P D Q  et virga tenuiflirha e g i h  compofito, nimirum

A y,—-*71 MCtVC? R~-f 2a2;-f-(1 +  a)z )

G S  3  5 7 4 .  C o -
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574* C o r o l l a r i u m  4.

Si cono truncato B P Q  in (570. §.) fubftituas cylindrum axeos 
a tr rB C , et radii R , cum illius centrum gravitatis x coincidat cum medio 
punfto axeos BC (219. §.)r erit A a ^ i - f ^ a ,  hinc ob (570. §. 1. n.) per 
(56 1. §.)

___ m . * 12 - f  M'
A Z *~  m . +  M (l +  * a )  * '

Cum autem momentum inertiae cylindri B P Q  refpeftu diametri PQ  
illius bafeos fit M (4a2- f  3 R 2) per (435. §.); erit M1 ;=: -fa M (4a2 +
3 R2) - f  M (A a2 —  x C2) , feu

M1 M (y a2 - f  ̂  R2 -f- Cl + 1: a)2 —  (£ a)1 )

a2 + '- R 3 +  I( l +  a ))

momentum inertiae ejusdem cylindri refpeftu axeos oscillationis mn 
(409. § ) :  quare, fi hunc valorem loco M1 in J praecedenti formula fubfti­
tuas, invenies diftantiam cencri oscillationis z  ab axe oscillationis mn 
pro pendulo ex virga tenuifiima e g i h  longitudinis 1 et ponderis m, et 
cylindro B P Q  axeos a := :B C , radii R et ponderis M compofito, ni­
mirum ~ ’

m-f-12 +  M ( f  a2 - f  f  R '4 ~ l (14 - a) )

5 75 .  P r  o b l e n i  a.

Dato numero N oscillationum, quas pendulum compofitum fub elonga- 
f-iovic (fi ei fitu naturali inti a certum tempus T  aljo lvat, invenire longitu­
dinem L penduli Jimplicis fub eadem elongatione (p, vel in quocunquc arcu 
exiguo ad fmgula minuta fecunda oscillantis.

S o l u t i o .  ■ "

1 .  SI pendulum compofitum intra T  minuta fecunda oscillationes nu-
T

mero N abfolvat; debebit illud fingulas oscillationes intra tempus 

abfo Ivere.

2. Quodfi ergo D fit diftantia centri oscillationis dati penduli coni, 
pofiti ab axe oscillationis; erit D longitudo penduli funplicis dato com-
.. ' - poflto
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pofito ifochroni,' quod idcirco fub elongatione <$ a fitu naturali quamvis
T

oscillationem intra tempus perficiet ob ( i )  per (552. 548. §.)

Adeoque, denotante L longitudinem penduli fimplicis fub pari elonga- 
tione a fitu naturali ad fingula minuta fecunda osciilantis, debebit elTe 
per (5 4 1. §•)

T 2 N2
L :D ^ =  i 2 : hinc L ; = D —

3. Porro pro cognita elongatione <£> penduli ̂ fimplicis a fitu naturali,
T

quod longitudinem D habeat, et tempore : = — fingulas oscillationes 

perficiat (2 ), debebit effe per (535. §.) proxime

- j r = , r 0 + w ) v ^ T :  i g ! t u r

^  =  pro b = D S in v < p .

Hinc autem, quia r  eft tempus, intra quod pendulum fim-

plex longitudinis D fingulas oscillationes in quocunque arcu exiguo debet 
abfolvere (536. §.)$ fiet pro longitudine L penduli fimplicis in quibus­
libet arcubus exiguis ad finguia minuta fecunda oscilJantis, per(,5 4 i «§0

Ni t + i ~ y. h i n c L - D

NA I+ 8 d )  f * 5

feoL= m e i .
64 U T z

576. C o r o l l a r i u m  1 .

Quamobrem, fi determinanda fit in quapiam terrae regione longitu­
do L penduli fimplicis, quot| in arcubus exiguis oscillans fingulas oscil­
lationes minutis fecundis perficiat, fumatur tale pendulum compofitum, 
pro quo diftantiam D centri oscillationis ab axe oscillationis calculo de­
finire liceatj tum obfervetur ope ex^uifiti chronometri tempus T  in mi­

nutis
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nutis fecundis, intra quod illuti fub determinata elongatione <Q a fitu na- 
turali determinatum aliquem numerum N oscillationum abfolvat: per 
haec enim reperietur quaellta longitudo

N2 (b +  8D )4 , ,
L = — 3 J F r —  ob ( 5?s- §-).

Ubi autem elongatio (p penduli compofiti a fitu naturali valde parva 
fuerit, ita ut b =  DSinv<p refpeftu 8 0  fere evanefcat; poterit poni

T __ N * T 8 » )*  _ n  N*
L ~“  64 D T 2 ' l z

E x e m p l u m .

Clar. L i e s g r z n i g  fa&is p ecu liari diligentia obfervationibus compe-
rit , pendulum ex filo tenuiffimo A B  (77. Fig.) et duplicato cono trun­
cato B P D Q  compofitum, quale in (572. §.) confideravimus, Viennae 
87861 oscillationes intra 86409,4 minuta fecunda = n  abfolviffe.
Erat autem, omnibus dimenfionibus ad menfuras vieunenfes relatis, lon­
gitudo fili, 1~  A B —  431.9 4 1 lin .; pondus fili, m:=-§- gran.; femiaxis 
corporis B P D Q ,  a = B C “  5.922 lin.; radius communis bafium majo­
rum conorum truncatorum B 1’ Q . D P Q  in PQ  cohaerentium, R := P C  
^=•4,26 lin.; radius communis bafium minorum in B , D, r =  2 ,28  lin. J 
et pondus totius corporis B P D Q ,  M =  540 gran.

Quare, fi hos valores in (572. § .) fubftituas, invenies diftantiam 
D r r r A z  centri oscillationis z ab axe oscillationis mn aequalem longitu­
dini penduli fimplicis pendulo compofito L i e s g a n i g i a n o  ifochroni, 
nimirum D ^=4 3 7 - 9^3  Iin* Hinc autem determinabis porro longitudi­
nem L penduli fimplicis fub pari elongatione a fitu naturali ad fingula 
minuta fecunda oscillantis, nimirum

L _ , , 7QO,  (8 7 8 6 0 *___
(86409,4/

Id eft L 5=  452,739  lin.vienn. = 4 4 °»  562 lin. parif.

577.  C o r o l l a r i u m  2.

Inventa ope penduli compofiti longitudine L  penduli fimplicis in arcu, 

bus exiguis ad fingula minuta fecunda oscillantis (576. §.)» poteft eo ipfo
etiam



etiam altitudo g determinari, per quam corpora gravia de quiete libere 
hbentia intra primum minutum fecundum decidunt, ob g =  3 . r - L  per

( 537- §•)•
E x e m p l u m .

In (576. §.) invenimus 1^ = 4 4 0 ,5 6 2  lin. parif. pro longitudine pen­
duli flmplicis ad fingula minuta fecunda oscillantis: affumta ergo ratione 
radii ad femiperipheriain 1 :?r =  i : 3 , 1 4*5  etc., quo fiat -zr 3 , 1 4 1 5  etc. 

erit
g  =  . 440,562  =  ?TZ . 2 2 0 , 2 8 1 .

Quia vero eft pes rhenanus ad parifinum = 1 3 9 1 3 : 1 4 4 0 0 ,  fi g ad 
pedem rbenanum referatur; debebit effe

13 9 13 .- i 4 4 o o = t 2. 220, 281 :g

7 ^ .2 2 0 .2 8 1 .14 4 0 0
hinc g =   --------- -—7------------------------------------------- 5 :0 1 3 91 3

et adhibitis logarithmis fiet 

l°g  g = S  —  log 1 391 3  
pro S =  2 lo g v  - f  log 2 2 0 ,2 3 1 - f  log 144CO.

Iam autem eft 
log tt =  0 ,4 9 7 1499 

2 log  r  =  0,9942998 

log 220 ,281 —  2,3429771 

log 14400 =  4 , 1583625

igitur 8 = 7 ,4 9 5 6 3 9 4  
Porro log 1 3 9 1 3 = 4 , 1 4 3 4 2 0 8

D I S S E R T A T I O  X l l l .  241

igitur log g — 3>3522186

Quare, cum huic logarithmo proxime refpondeat numerus 22 50 ,18 7 ; 
debet pt>ni g =  2250 ,187  lin. rhen. = 1 5 , 6 2 6 2  ped. rhen., qui numerus 
ab illo, quem in (323. §.) calculi gratia propofuimus, -r£<roo pedis rhe- 
nani differt.

578. C o r o l l a r i u m  -.3.

Obfervationes enim a diverfis Academicis in variis terrae regionibus 
Ope pendulorum compofitorutn fattae evicerunt, haud eandem effe ubique 

ro/u m cn  U .  H l l  lo n g i-
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longitudinem penduli fimplicis ad fingula minuta fecunda oscillantis 
C576. §.)) fed eam continuo decrefcere, fi locus obfervationis continuo 
magis a polo verfus aequatorem removeatur: unde neceffario fequitur, 
nec efficaciam gravitatis in corpora terreftria eandem effe in omnibus 
terrae regionibus, fed iilam continuo fleri minorem, prout terrae regio 
magis a polo verfus aequatorem removetur (540. §.).

S c h o i i o n .

Vienna, ubi L i  e s g a n i g i u s  experimentum cepit (5?6. §.) jacet fub 
latitudine = 4 8 ° .  1 3 1 : fub hac itaque latitudine, ut vidimus, eft longi­
tudo penduli fimplicis ad fingula minuta fecunda oscillantis =  440, $62 
lin. parif. M a i r a n u s  vero Parifiis fub latitudine — 48°. 501 invenit lon­
gitudinem talis penduli — .440,57 lin. parif.: in hac ergo terrae regione
eft efficacia vis gravitatis in corpora, terreftria nonnihil major quam 
Viennae. E t fane pro hac penduli fimplicis longitudine habebimus, ut 
in (577. § .) , altitudine g ad pedem rhenanum relata,

- 7r'1 ' 220- 285 ? 14400 
S ~  i 3 9 ‘ 3 ’

et adhibitis logarithmis 
log g t = S  —  log 13913  

pro S — 2 lo g T -f  log 2 2 0 ,2 8 5 + log 14400.
Quamobrem erit

2 log 7T — o, 9942998 
log 220,285 —  2,3429^50 

log 14 4 0 0 = 4 , 1 5 8 3 6 2 5

S — 7 ’ 495^473 
log 1 3Q13 = 4 ., 1434208

lo gg  —  3»3522265

Confequenter eft hic g = :2 2 5 0 , 227 lin. rhen. = = 15 ,6 2 6 5  ped. rhen., 
loco 15 ,6 26 2  ped. rhen. in (577. § )•

5 7 $ .  C o r o l l a r i u m  4.

Tn ( 575- §•) '+it T  =  Ntt +  pro b —  DSinv<f>. Si

ergo ignoretur tempus T ,  intra quod pendulum compotitum numerum N
oscilla-
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oscillationum fub data elongatione (£> a fitu naturali abfolvat; poterit illud 
proxime ope hujus formulae determinari, fi antea quaeratur diftantia D 
centri oscillationis ejusdem penduli ab axe oscillationis. Ubi autem elon­
gatio (p tam parva fuerit, ut b — DSinvCp prope evanefcat; poterit idem

tempus ope formulae T  — quaeri ,  aut, adhibitis logarithmis,

adhibitoque pede rhenano pro menfura linearum D, g, ope formulae 
log T t =  log N +  i  log N D +  o, 2503032.

Exemplo fit experimentum L i  e s g  a n i  g i  anum.  Pendulum illius 
abfolverat 87861 —  N oscillationes intra tempus T ;  diftantia vero centri 
oscillationis ab axe oscillationis erat in (576. §.) D :=  437,903 lin.. vienn. 
5 = 3 ,0 4 1 ped. vienn. Quare, ob rationem pedis viennenfis ad rhenanum 
s=  14 0 13 : 13 9 13 ,  erit

D =  ped rhen>
I 3 9 '3

Eft autem log 3 , 0 4 1 — 0, 48301 64;
log 14013  —  4 . 1 46 53 1 1  ;

4 .629 5475; 
log 1 3 9 1 3 — 4, 1 434208:  
hinc log 0  =  o, 4861 26 7; 
et f  log D =  o, 2430633.

Porro eft Jog 4 ,9 4379 6 1;

hinc Jog N - f  { lo g D p=  5,1868594.
0,2503032 

log T  =  4.9365502.

Quamobrem eft T ^ = g 6 4 c8 ,44 min. fec ., quod tempus cum obferva- 
tione L i e s g  a n i g i a n a  (576. §.) quam optime confentit.
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